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1 Einleitung

Dies ist die niedergeschriebene Version der VorlesungHdiBRomer im September 1997 auf der Sommerschule zu
Saalburg in Thiiringen gehalten hat. Einen ahnlichenkBlinkel auf das folgende Thema gibt H. Romers Artikel
»Field theoretical applications of the index theorem”, [1dér zudem eine ausfuhrliche Literaturliste ber Aspekt
dieses Gebietes bietet. Weitere Ausfilhrungen sowiedtitefindet man in [3, 6]. Einfuhrende Betrachtungen sind in
den Standardlehrbiichern der Quantenfeldtheorie eathalt

Die allgemeinste Definition einer Anomalie ist, da’ die Syatne einer klassischen Theorie nicht in die quanti-
sierte Version ibernommen werden kann. Es treggmomale”, d.h. symmetriebrechende Terme auf.
Eigentlich sollte man sich allmahlich daran gewodhnerGéadanken von der Quantentheorie auszugehen. Dann waren
Anomalien mit zusatzlichen Symmetrien im klassischendsmerbunden.
Das Studium der Anomalien erschliel3t ein weites Gebiet: EBigl@n zum Beispiel Resultate aus der Topologie, der
nichtkommutativen Geometrie und der Algebra verwendet.
In den klassischen Feldtheorien treten verschiedene Symemauf:

1. yP-Invarianz
In der Feldtheorie des Standardmodells mit zunachst nessseQuarks sollte die Lagrange-Funktion

nicht nur unter lokalen und globalen Isospintransfornragig sondern auch unter globalen chiralen Transforma-
tionen

g ey, G el
invariant sein. Insgesamt ergibt sich damit eine globalarianz unter der Gruppe
U(2) xU(2),

wo der erste Faktor chiralen, der zweite Faktor nicht-¢biraglobalen Transformationen entspricht. Die zu-
gehorigen erhaltenen Strome sind

M=y, if'= Pty

5= 0y¥yy, j5; = Byyr'y
Eine solche hohe globale Symmetrie wird im Teilchenspektnicht beobachtet; sie wiirde etwa eine Verdoppe-
lung des Teilchenspektrums in entartete Zustande emgegetzter Paritat bewirken.
In Wirklichkeitist der chirale Anteil deb (2) x U (2)-Symmetrie spontan gebrochen, die zugehorigen Goldstone

Teilchen sollten dieeMesonen fur die chiral8U(2)-Symmetrie und ein isoskalares Teilchémit Paritat(—1)
sein. Man erwartet dann

auj;i ~ aquN m%[N m>2<

Hier tritt das sogenannté(1)-Problem auf: Es gibt kein pseudoskalares Meson mit Isddpias ahnlich leicht
wie dast-Meson ware. Die Losung dés$(1)-Problems ist eine Anomalie der chiralek{1)-Invarianz, die zu
einer zusatzlichen Symmetriebrechung auf dem Quanteauitiihrt.

2. Dilatationsinvarianz
Hierunter versteht man die Invarianz unter ReskalierurtggrRaum-Zeit,

XM e,
Jede Regularisierung der Feldtheorie bricht die Symmetriefiihrt zu spontaner Massenerzeugung.

In den ersten beiden Beispielen sind die auftretenden Ahemerwiinscht, sie dienen zur Losung t54)-Problems.



3. Eichinvarianz
A u"tAu+utdu, F — umtFu

Eichinvarianz ist eine Redundanzsymmetrie: Die Obseeratier Theorie sind gerade die eichinvarianten Poly-
nome der Felder, die Eichtransformationen wirken alsodgeracht auf den beobachtbaren Grof3en. Hier ist eine
Anomalie untragbar, da physikalische Eigenschaften waeRdisitivitat des Skalarproduktes und die Unitaritat
der S-Matrix verloren gehen.

4. Diffeomorphismeninvarianz
Hier ist allgemein Unveranderlichkeit unter Koordinatamsformationen gemeint. Speziell sollten zum Beispiel
geometrisch formulierte Theorien wie die Allgemeine Reltitstheorie oder die Yang-Mills-Theorie nicht von
den lokal gewahlten Koordinaten der Mannigfaltigkeitabgen. Es gilt das gleiche wie fir die Eichanomalien.

In diesen Fallen waren Anomalien todlich, sie musseagféttig vermieden werden. Notorisch gefahrdet sind-hie
bei chirale Theorien, bei denen rechts- und links-chiraertonen verschieden an die Eich- bzw. Gravitationsfelder
ankoppeln. Im Gegensatz zu nicht-chiralen Theorien bdaiht Beispiel die Pauli-Villars-Regularisierung durch den
in ihr enthaltenen Massenterm die Eichinvarianz. Der damia Anteil zum Zerfalit— 2y ist als Eichanomalie von
chiralenU (2)-Quarkstromen interpretierbar. Im Standardmodell wivis zu fordern, diese Anomalie durch eine fer-
mionische Anomalie kompensiert, so dal3 insgesamt keirfeBamalie auftritt, die Amplitude fur den Zerfatl— 2y

aber unverandert bleibt.

5. Diffeomorphismen der Weltflachen in der Stringtheorie
Die Lagrange-Dichte der Polyakovschen Formulierung igaiiiant unter allgemeinen Diffeomorphismen der

Weltflachen.
L= / 2% 9pXHD X, /GG
Dies ist ein Spezifikum 2-dimensionaler Theorien.

6. Weylinvarianz
Weil die Weltflachen der Strings 2-dimensionale Mannitdgdi&eiten sind ergibt sich eine Invarianz unter konfor-

men Transformationen
g— A2(x)g.

Anomalien sind eine Aussage Uber die Quantentheorie &ikesanicht tiber ihre Koordinatisierung. Die Algebra
der Observablen kann durch ganz verschieden Satze voarReddzeugt werden, wie sich neuerdings gerade in den
verschiedenen Dualitatstransformationen zeigt, z.B. in

Quarks« Hadronen (eventuell in effektiver Theorie)
String+ o-Modell.

Die An- oder Abwesenheit von Anomalien sollte unabhangig gler gewahlten Formulierung sein.
Es qgibt viele Aspekte, die wir bertihren werden, um die Auswey von Anomalien und ihre Bedeutung zu disku-

tieren.
1. Feynman-Graphen und Regularisierung
2. Seeley-Algorithmus fur elliptische Differentialopgoren als Weiterentwicklung des Symbolkalkiils

3. Topologie: Hier werden wir Felder als Schnitte in Bumdedler Zusammenhange in Bundeln beschreiben. Damit
wird sich eine Beziehung zwischen Anomalien und den Indieggsser elliptischer Operatoren (den kinetischen
Operatoren der Felder in euklidischer Formulierung) ledest lassen.



4. Algebra: Hier gab es in letzter Zeit besondere Fortsehiis seien insbesondere die Wess-Zumino-Konsistenzbe-
dingung, das Themengebiet der Kozykeln auf Algebren bzwp@en, die Nicht-kommutative Geometrie sowie
g-Deformationen genannt.

Von nun an sei unsere Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit mit eiB@KLIDISCHEN SIGNATUR versehen.

Zum Schlul der Einleitung sei hier die allgemeine FormeBarechnung der Anomalien einer Theorie angegeben.
Die Bedeutung der verwendeten Symbole zu verstehen sowiRetihtfertigung der Formel wird Gegenstand dieser
Vorlesung sein.

o=chF AR)

Dabei istA dasA-Dach-Geschlecht der zugrundeliegenden MannigfaltidkgRaum-Zeit), definiert durch

A . 1 2 1 1 02 1 4
AM) =14 2t {R%} + (@ {288(tr. R+ 360" R }+

Wie man sieht, |aRt sicA(M) als Funktion des Riemannschen Kriimmungstensors R atksairichF bezeichnet den
Chern-Charakter der eventuell vorhandenen Eichbuindetddist gegeben durch gewisse Polynome in der Krimmung
F des Yang-Mills-Zusammenhangs:

[ i
hF=r+ —trF+  +———trF" .-
¢ ottt (2rHnn! RE

Das Kochrezept fur Axialanomalien abf-dimensionalen Mannigfaltigkeiten lautet nun wie folgtaMnehme den
D-Form-Anteil vong,

Aax == O-[D.
Fur Eich- und Diffeomorphismenanomalien nehme man@en2-Form-Anteil,
Ao =0 Y
Da o geschlossen ist (im de Rhamschen Sinne), existiert (Ieka#D + 1-Form.4; mit

Ao =dA;.

Weiterhin isto invariant unter infinitesimalen Eichtransformationdo = 0, und damit auctig. Dad mit d vertauscht,
ergibt sich

0=030A40=0dA; =ddA;.
Es laRt sich also wieder (lokal) eifie Form.4¢q4 finden, fur die
6./41 - d.Aed

gilt. Obige Gleichungen nennt man Absteigegleichungessgent equations’Meq ist nun der gesuchte Ausdruck fur
Eich- bzw. Diffeomorphismen- Anomalien.



2 Quantisierung

2.1 Sternprodukte

In der klassischen Mechanik wird ein System vollstandigcheinen Punkt im Phasenraufh beschrieben. Beob-
achtbare GroRRen (Energie, Drehimpuls,) sind glatte Funktionen Gibé?. In der Quantenmechanik entspricht dem
Zustand eines System ein Strahl in einem Hilbert-R&un®bservable werden hier durch Operatoren7duieschrie-
ben, die im Gegensatz zu den klassischen Funktionen eihéknramutative Algebra bilden. Die Quantisierung ist
damit eine (aus physikalischen Grunden invertierbard)illiong

Q:C*(P)—End#),
fur die wir folgende Eigenschaften fordem € € C*(P); a,B € C,Ac End(X)):

Q.i) Linearitat
Q(af +Bg) = aQ(f) +BQ(g)

Qi) Q) =1

Q.iii) Korrespondenz von Poisson-Klammer und Kommutator

Q({f.g}) = #[Q(F).Q(g)]
Q.iv) Irreduzibilitat
[AQ(P)=[AQ(q))=0=A=al

Dabei bedeutemp, g in Eigenschaf.iv) alle verallgemeinerten Impulse und Koordinaten. Mit asdétorten sollen
die Operatoren auf dem Hilbert-Raum auch nur von Orten unmilsen abhangen. Man beachte, da8ufgrund der
Nichtkommutativitat vor# kein Algebrenhomomorphismus sein kann.

Zu diesem Satz von Eigenschaften existiert allerdings @igar Theorem von Groenewald und van Hove. Es gibt keine
AbbildungQ mit diesen Eigenschaften!

Ubung 2.1.SeiH = L2(R?) der Raum allet.?-Funktionen iibefk? und die Quantisierun@ : C*—L2(R?) gegeben

durch (o, g- Koordinate und Impuls des PhasenrauriRé3
hfof 0 of 0 of
1= (S5~ 34m) 357 "

Man prufeQ.i) —iv).
Sind nurQ.i) —iii ) erfullt, so spricht man von einéraquantisierunges zeigt sich, daf3 die mildste Abschwachung der
Eigenschaften einer Quantisierung, die aus der Gultigles no-go-Theorems herausfiihrt, die Hinzunahme hbhere
Ordnungen irfi in Q.iii ) ist:

Qi) Q({f,g}) = &[Q(f),Q(@)]+O()V

BEMERKUNG. Man beachte, daR der KommutatorQxiii ) von der Ordnund: ist. Damit ist der erste Term der rechten Seite von
Q.iii") von der Ordnung 1.

Das Operator-Produkt auf Quantenniveau entspndttttder Multiplikation der klassischen Observablen. Mithilfe
der zuQ inversen Abbildun@,
Qo Q=ides(p),

erhalt man somit eine zusatzliche Struktur auf dem Raum(ldassischen) Funktionen Uiber dem Phasenraum, das
x-Produkt. Man definiert es Uber

fxg:=Q(Q(f)Q(9)).
Das Produkt erbt folgende Eigenschaften

UDie Funktion® erfillt hliﬂgo gh@ = const < .



x.1) C*(P)[[#]] ist eine assoziative-Algebra
w0 Lo f=Ffxl="f

i) f+g="1-g+0O(h)

wiv) frg—gxf=ii{f g} +0O(H)

BEMERKUNG. C*(P)[[A]] meint die Menge aller formalen, d.h. nicht unbedingt kogeaten Potenzreihen iavon glatten Funk-
tionen Uber dem Phasenraum.
Vergleich vonx.iv) mit Q.iii’) zeigt, dafC®(P)[[k]] mit demx-Produkt anstatt der normalen Multiplikation eine Realishg
der quantisierten Theorie darstellt.

Aquivalenz

Verschiedene Quantisierungsvorschriften fuhren nurezschiedener-Produkten. Sei

S=1+ 3 S
2

mit Differentialoperatore® von mindestens der Ordnungso daid
S1=1,
die konstante Funktion 1 also das Eins-Element bleibt. Dstraturch
frsg:=S1(SfxSg

ein aquivalentes Sternprodukt definiert, diguivalenzklassen werden durch die zweite de Rhamsche rdolugjie-
klasse,H?(P), parametrisiert. Im folgenden werden wir nun ein mogl&sternprodukt kennenlernen. Wie bereits
eingangs erwahnt, kann die Quantisierungsabbildgngin Algebrenhomomorphismus sein. Damit ergibt sich die
Frage, welche Operatoren nun Produkten von Observablexomiiget werden. In der klassischen Mechanik hat man
zum Beispiel die kanonischen Variablgrp. Diesen ordnet man bei Quantisierung jewsilszw. |Ea_ax zu, jedoch hat
man damit noch nicht festgelegt, gbpin x- |Ea_ax oder in

ho ha
*Toax TPrax X

Ubergeht. Einer Funktiof(x, pi) in den Koordinaten und Impulsen wird somit ein Differertjagrator zugeordnet,
der auf die Form

(o

QAf =Y (?)M fo oz = A

a

mit Funktionenfy, die von den Orter; abhangen, gebracht werden kann. Man definiert nun das Syleb®perators
A durch

oa; = fa(x) &%

und erhalt auf diese Weise eine Funktmiiber dem ganzen Phasenrawr C*(P).
Man rechnet leicht nach, dal3 das Produkt zweier Operatouerd B,

AN o
A:<i—) aqa?,O(A):aqE,

AN 3 o
B= (I—) qu,O(B)_bGE ’



die Gestalt

K
o(AB) = Z'i (E) 9¥0(A)05a(B) =: 0(A) 0(B)

annimmt. Hierdurch ist ein-Produkt definiert, der sogenannte Symbolkalkil. Er wind im Laufe dieser Vorlesung
noch beschaftigen.

2.2 DieUbertragung von Symmetrien

Gegeben sei eine Grupgeron Symmetrieoperationen der Lagrange-Funktion, dieldkanonische Transformationen
auf dem Phasenraum wirkeX.sei ein Element aus der Lie-Algebra vgn das tber die Exponentialabbildung eine
einparametrige Untergruppe vohgeneriertX entspricht dann, tber die Gruppenwirkung auf dem Phasenrain
Vektorfeld, welches hier auch mi bezeichnet werden solK stellt nun, auf Funktionen angewandt, die Richtungs-
ableitung in Richtung der Gruppenwirkung dar. Die Impulsitung?) 7 : M — LieG* liefert fur jedes ElemenX aus
der Lie-Algebra Li€¢ eine Funktion auf\1 Uber

Msm—=Z(m)(X) € R.

Also wird jedem Lie-Algebra-Element diejenige Funktiorfx zugeordnet, die (infinitesimal) die kanonische Trans-
formation zuX erzeugt,

X(f) = {Zx, f}.

Die Bilder der Impulsabbildung passen dann wieder in dessidghen Rahmen kommutativer Funktionenalgebren mit
Poisson-Klammer. Wir fordern noehquivarianz das heif3t die Poisson-Klammer soll die Struktur der Symigadte-
bra widerspiegeln,

{Zx, Iy} = Iix - 1)
Fur ein«-Produkt, das heif3t auf Quanten-Niveau, lassen sich fdigB8edingungen formulieren

(I) Kovarianz
Ix *IY —IY *Ix =i h{Ix,Iy} =i hI[xyy],

(1) Invarianz
{Zx, fx g} ={ZIx, f} x g+ f+{Zx, g} und

(1) starke Invarianz
Ix* f—f *Ix = ih{Ix, f}

Aus der dritten Forderung ergeben sich die ersten zwei: YJru(érhalten, wahle mah= Zy. Fur (ll) berechnet man

i hi{Zx, f*g} [Ix,f*g]
[Ixa ] *g+f*[IXag]

w |h{Ix, flxg+ f+in{Zx,q}.

Ubung 2.2.Man zeige den folgenden Sachverhalt. Fur zeitunabhérigichtransformationex(x) ist

Iy = / (OB —p)X.

In der Quantenfeldtheorie gelingt die Quantisierung diddferentialoperatoren im allgemeinen nicht sogleicheda
sich um Funktionalableitungen handeln miiRte SAE) nicht definiert ist. Defekte konnen in daguivarianz oder in

2Eine Behandlung dieser Abbildung findet man zum Beispiel]n [



der Forderungen (1) bis (111) auftreten. Ein Defekt in (I)tspricht bereits einer Deformation der Lie-Algebren-&tuu
und das Brechen von (lI) macht eine Darstellung der Lie-Bigeauf allen Observablen problematisch.

Die Vorgehensweise bei Quantisierung einer Feldtheadriengllgemeinen indirekter, man verschafft sich zuerst
die Erwartungswerte

(A QB)Q(C) = | PeABCEH T,

und rekonstruiert daraus die QuantengroRen nach der GiiStiiktior?). Notorisch schwierig ist dabei die Behand-
lung von Fermionen.
Nun ist

/DA/ Dy e/ PDFMY /det(IDA—|- m) DA.

Ware detDa+ m) ein invarianter Ausdruck unter Eichtransformationen, sarite man die Integration entlang von
Eichorbits abspalten. Der resultierende Vorfaktor widtden bei allen Erwartungswerten herausfallen. In der MNieht
varianz von detD + m) zeigt sich folglich das Auftreten von Anomalien. Zur kontereUberpriifung verwendet man
nun den Symbolkalkill. Zu beachten ist, daB(@gt+ m) im allgemeinen keine lokale Grof3e, d.h. nicht als Polynom i
den Feldvariablen und ersten Ableitungen ausdriickbawitl aber ihre Variation. Dies ist gerade der Ausdruck fur
die Anomalie.

Einiges uber die Struktur moglicher Anomalien laf3t ssafiort ohne grof3e Rechnungen aussagen. Zur lllustration
betrachten wir Eichanomalien fur Theorien der Form

£=B(D+T4(A) P+ (iD+T_(A) P,

(T2 (A = T212 sind die Darstellungen der Symmetriegruppe, e8kln), mit den KoordinateM?) und diskutieren
Anomalien von

T=Ts+J- ; TJE=T(y*TD) Pey

in D = 2n Dimensionen. Wie oben erwahnt numeriert laeden internen Freiheitsgrad der Theorie. Wir wollen al-
so den Erwartungswert der Divergenz des Vektorstromggd ¥ berechnen. Klassisch verschwindet dieser nach dem
Noetherschen Theorem. Auf Quantenniveau betrachten eikblieitung des generierenden Funktionals mit Quellterm
cDJL:
d
= d_c=0

d _
= d_JC: jdetDdet (1+ Da~'cD'7E%)Py)
=tr.{Da ' D*T1P, ).

det((Da -+ cD* TPy )

Dabei ist ;3™ der Propagator im auReren Feld. Lokal ikt D+ A= yH(0u+ Ay). Wir entwickeln nun/Rtin A
und erhalten damit Feynman-Graphen der Form von Abbildung 1

Jeder Vertex tragt dabei mit\2Matrizen bei — eine vom Propagator des freien Feldes urelv@m EichfeldA Ins-
gesamt haben wir also eine gerade Anzahl ydmatrizen, die Spur zerfallt in 2 Anteile: Spur Uber Zarstie positiver
Chiralitat und solche negativer. Weiterhin tritt in

tr. Do~ DT 2P

3Aus einer Observablenalgebra, genauer aus @heklgebra, und einem auf ihr gegebenen positiven, lineaterkional mit Norm 1, einem
sogenannten (reinen) Zustand, 14t sich ein Hilbert-Riaomstruieren, auf dem die Algebra als Operatorenalgebgedtellt ist, siehe zum Beispiel
(11



& @D

Abbildung 1: Der Erwartungswert vdhu\]i benutzt den Propc";lgatﬁ)rA_l im aulleren Feld (doppelt gezogene Linie).
Dieser wird nach den Feldern entwickelt.

noch der ProjektonliTr auf. Demnach enthalt jeder Summand der Entwicklung erdgweihe gerade oder eine un-
gerade Potenz voR. Die geraden Potenzen sind aber paritatserhaltend osieeki konsistent regularisiert werden,
etwa nach dem Pauli-Villars-Verfahren. Die ungeraden e ergeben einen Pseudoskalar, aldd #a 2n Dimen-
sionen der-Tensor. Dieser mufd mit den Impulsgnund PolarisationeA,, kontrahiert werden. Dazu formt man zuerst
antisymmetrische Tensoren zweiter Stufe,

kA — Ak,

die den Vertices zugeordnet sind, der tbrig bleibende &yafor ergibt sich noch aus der Impulserhaltung. Da der
e-Tensor UibeD Valenzen verfugt, kann man ihn mit den antisymmetrischems®ren vom = D/2 Vertices paaren.
Zusammen mit der Divergeri2, 72 erhalten wir somit eirin+ 1)-Eck als Graphen, speziell sind folglich in 4 Di-
mensionen die Dreieck-Graphen von Interesse. Die Anorhatialso die Struktur

const (Str. (T2 T — Str, (TA ... T)) |

T2 ist wie oben die Matrizendarstellung der SymmetriealgeHizhere Terme sind auch moglich, werden aber durch
Konsistenzbedingungen bestimmt.
Ubung 2.3.Wir betrachten das Standardmodell in 4 Dimensioes, SU(3) © SU(2) ®U (1). Die Ladung der Fermio-

nen ist gegeben dur@@ = I3+ Y. Firr die links-chiralen Fermionen hat man @eDarstellund)(3, 2)% ®(1,2)
und fur die rechts-chirale(B, 1)% & (3, 1)_% ®(1,1)_1
Man zeige das Verschwinden der Anomalie (anomaly matching)

_1
2

Str {TATRT® - TR T2 TR} = 0.

Bei Anwesenheit von Gravitation (als Krimmung des Raurhatjnan nicht nur di& Matrizen der zuG-Darstellung
gehorenden Lie-Algebriie G, sondern man findet auch Terme, in denen eiffiglurch Krimmungstensoren ersetzt
sind. Weil die Krimmung antisymmetrisch ist und die Spbeilieine ungerade Anzahl von antisymmetrischen Matri-
zen verschwindet, tragen nur gerade PotenzenR/bai, wie man auch an der eingangs erwahnten Rezeptfoumel
die Anomalie erkennt (man beachte den Ausdruck furAi@eschlecht %-...tr. {R?} + .. . (tr. {RZ})Z—i- Lt {RY)
Weiterhin fallen noch Terme der FormRRweg, denn die Spur Uber eine einzelfieMatrix verschwindet. (Fur
Krimmungs- und Eichanteil wird getrennt die Spur berethne
Wann verschwindet nun der Gruppentheoriefaktor? Seichst® = 2n mit n = 2r 4+ 1 ungerade. Dann wird die
Anomalie durch Terme der Forin T2 *2 bestimmt, diese kbnnen wegen der Hermitizitat G@eWatrizen nicht ver-
schwinden, also sind rein chirale Theorien ohne Eichanemaicht moglich, d.h. Beitrage mit positiver und negeti
Chiralitat mussen sich kompensieren.

Fur D = 2n = 4r Dimensionen kann man fiur den Fall, dal3 wesentlich reelist®iungen existieren, folgenden Satz
benutzen.

“In der Notation der Darstellungef®, b)c, bezeichned die Dimension deBU(3)-Darstellungb die Dimension der Darstellung der Isosplngruppe
SU(2) undc die Hyperladung'. (1, 2)% steht also fir eirBU(3)-Singulett SU(2)-Doublett mit den Ladungef + (- 3) = 0und—1 + (- 2) =

Letzteres steht fur das (links-chirale) Elektrgn, ersteres fir das Elektron-Neutring. Man beachte, daf blsher kein rechtshandiges Neutrino
beobachtet wurde, weshalb wir dort eine Darstell(thd)_, vorliegen haben.



Ubung 2.4.Man beweise den folgenden Sachverhalt:
Sei eine irreduzible, unitare Darstellumggegeben mit

Th=—T, T*=STS.

Dann kanrSso gewahlt werden, daR entwedt 'S (reeller Fall) odeS= —'S(pseudoreeler Fall), auf jeden Falll
jedoch!T = —ST S gilt.
Fur solche Darstellungen gilt dann aufgrund der Zykdizdér Spur

. T = {STITS . .S1TS = (—) 172+ = ()2 T2+ = 0,

Also besteht iD = 4r Dimensionen die Chance, Anomaliefreiheit ohne sorgfalfibstimmung der Chiralitatsbeitrage
zu erlangen. FUBQ2n+ 1), Spn), Gy, F4, E7 undEs sind die definierenden Darstellungen und die Spinordéusigl
(mit T als2"*1) eindeutig , alle Darstellungen sind vom pseudoreellen Dygse Gruppen bezeichnet man daher als
safe groupsFir SO(4k) haben wirC? = —1 (die Ladungskonjugation, siehe nachstes Kapitel) gagediso liegt auch
hier der pseudoreelle Fall vor. Es bleiben als gefah®@@#n + 2), Es und SU(n) fur n > 2. Zum Beispiel ist bekannt,
daf3 chirale Supergravitation niit = 2 Supersymmetrie in 10 Dimensionen frei von Anomalien B}, GGleiches gilt

fur N = 1 Super-Yang-Mills-Theorien mit Eichgrupfgg x Es oderSQ(32) undN = 1 Supergravitation, [8]. In beiden
Fallen muR man 6-Eck-Graphen betrachten, zu erwartenrsind Gravitationsanomalien in Anteilen der FoR%,
reine Eichanomalie if® sowie gemischte Anomalien ii*R? und T?R*. Die Kompensation ist daher auRerst delikat
und nicht trivial.

Wir haben gesehen, dal® man fiur das Verschwinden von Eioleiem in geraden Dimensionen die verschiedene
Koppelung von rechts- und links-chiralen Fermionen bgitd¥an muf3 sich daher fragen, ob sich Eigenvektoren zum
Chiralitatsoperator finden lassen. Diese heiRen Weyk@pn. Findet man sogenannte Majorana-Spinoren, das heif3t
lassen sich die Spinoren reell wahlen, so ergibt sich immalee-Ausdruck ein zusatzlicher Faktof2L Tragt nun die
Anomalie zu dertJbergangsamplituden von gewissen Zerfallsprozessesdkann man daher prinzipiell entscheiden,
welcher Darstellungstyp fur die betrachteten Teilchewahlen ist. Im folgenden wollen wir daher etwas ausfiteir
untersuchen, fur welche Clifford-Algebren man welche dbelfungen finden kann. Eine ahnliche Abhandlung findet
man in [7].

2.3 Spinoren in geraden Dimensionen

Wir betrachten die Clifford-Algebra zu einem (flachen) Raufer eine Metrikg der Signaturn,m) tragt. Bei der
Konstruktion des Dirac-Operators muf die StrukturgrupgseShinorbiindels digberlagerung der Strukturgruppe des
Tangentialbuindels sein, daher sind Metrik und relevatifeo@i-Algebra miteinander verkniipf€(n, m), die Clifford-
Algebra, entsteht dann durch Faktorisierung der vonrdemn Elementen{y'} frei erzeugten Algebra nach dem Ideal,
das von

vy vl =gl1
generiert wird.
Weyl- beziehungsweise Majorana-Spinoren sind nun Eideoven zu Chiralitat und Ladungskonjugation. Seien

v,y

diey-Matrizen (Uber eineD-dimensionalen Mannigfaltigkeit) und
FT=ay®.....yP?!

die Verallgemeinerung dér-Matrix (mit = 1), der Chiralitatsoperator. Die Clifford-Algebren zu gddimensiona-

len Raumen lassen sich nun durch das TensorprodukZ(®j0), C(0, 2) beziehungsweisg(1, 1) erzeugen.

Ubung 2.5.Man konstruiere durch Angabe von Basen die folgenden Isphismen

C(mn)®C(2,0)=C(n+2,m)

C(mn)®C(0,2) =C(n,m+2)
C(mn)®C(1,1)=C(n+1,m+1).
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Es reicht daher aus, wenn man sich zunachst die Verhgdtfiis die in detJbung untersuchten drei Falle klar macht.
Die komplexe Konjugation dgrMatrizen ergibt eine neue Darstellung, jedoch findet marBainit

(yl)* — ByiB_l,
da alle Clifford-Darstellungen aquivalent sind. WeiterkeiC die Ladungskonjugation, definiert tber
Cy:= By*.

Man beachte, daR auf den Spinotgndie komplex konjugierte Darstellungy')*, operiert. Die folgende Tabelle stellt
die Verhaltnisse in Clifford-Algebren Uiber 2-dimensaten Raumen dar.

Yoyt | YOt | T | B |c?|[¢Tle=0%| (CT)?
C(2,0) | ot,0° | —ic*| o | 1 [ 1 + —1
C(L,1) | olic®? | —0° | -c®| 1 | 1 — 1
C(0,2) |iotio® | io? | 0% [o0? | -1 + -1

Zwar sindC(2,0) undC(1,1) isomorph, denn beide werden von reellen 2-Matrizen erzeugt, aberundl” stimmen
nicht tiberein. Wie man sieht, kann es@(D, 2) keine (reellen) Majorana-Spinoren gebengda= —1 gilt und damit
Eigenwerte komplex sein miissen. Weiterhin kann es nur dewohl Majorana- als auch Weyl-Spinoren geben, wenn
€ undl” kommutieren. Dies ist nur b&l(1, 1) der Fall.

Mit den obigen Isomorphismen erhalt man nun eimad8-Struktur in der Dimension:

®C(0,2) 0 ®C(0,2) 0

C(2,00a+ "% c(0,4) - “ZB” c(6,00a- "% C(0,8)+ “E” C(10,0)a 4.

und

®C(2,0)

cray ®C(0,2)

co; ®C(2,0)

o2y ®C(0,2)

C(0,2)a - C(4,0)k - C(0,6)a 4 C(8,0)ks — C(0,10)a ...

Dabei bedeuten die Indices +“ daB einerseits der Kommutatfi?, '+ = 0 verschwindet, andererseits das Quadrat
der Ladungskonjugation gleichl ist, analog furk - usw. Majorana- und Weyl-Spinoren findet man hier daher nur
auf Raumen mit der Signat{b, 0) und (0, D + 2) mit D = 0 mod8. Nutzt man noch die verbleibende Isomorphie, so
erhalt man auf gleiche Weise als guinstige Signgtud — 1) mit D = 2 mod8.

5)Ein + soll bedeuten, daR der Antikommutator verschwindet.
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3 Indextheorem

3.1 Definitionen

Wir betrachten zunachst zwei endlichdimensionale VektoneV undW der Dimensionem undn. SeiD : V—-W
eine lineare Abbildung. Weiter sei kBrdie Menge der Elemente aus die durchD auf 0 W abgebildet werden, und
imD das Bild vonV unterD in W. Wegen der Linearitat der Abbildung gilt

dimV = m=dimkerD +dimimD, und dimwW = n= dim kokeD + dimimD.
kokerD ist dabei das Komplement von inin W. Wie man leicht sieht, ist der Index des Operaysiefiniert durch
indexD := dim kerD — dim kokemD,
unabhangig voml selbst, es gilt namlich nach den obigen Formeln
dim kerD — dim kokeD = m—dimimD —n+dimimD = m—n.

Konkret verschwindet also der Index, wenn Ausgangs- unbi&ien Ubereinstimmen.

Wenden wir uns nun Operatoren auf einem (unendlichdimeako) Hilbert-Raum zu. Hier verschwindet der
Index nicht ohne weiteres, wie die folgenden zwei Beisgelgen werden.
BEISPIEL Sei# ein Hilbert-Raum mit Basi$g }ien. SeiD ein linearer Operator, definiert durch

D:g—g41VieN.

Dann ist der Kern vo leer, wahrend der Kokern vas aufgespannt wird. Der Index vdhist damit gleich -1.
SeiD' : H—H ein linearer Operator mit

;. 8§—=6_1Vi>1lieN

D'eleo

Hier ist kokeD’ = @ und kerD’ — spar{e; }. Also ergibt sich indeo — 1.
Der Index eines Operators laRt sich nur fur spezielléefdie sogenannten Fredholm-Operatoren, sinnvoll deénie
Definition 3.1. Sei D: H1 — > ein linearer Operator zwischen zwei Hilbert-Raumenutd H und D" der zu D

adjungierte. D heil3t Fredholm-Operator, wenn gilt
dim kerD < oo und dim kokeD = dim(imD)* = dim kerD* < co.

Fur Fredholm-Operatoren kann man nun die Definition desXes tibernehmen.
Definition 3.2. Sei D: #1—H2 ein Fredholm-Operator zwischen zwei Hilbert-Raumenurdd H, und D' der zu D

adjungierte. Der Index von D ist definiert durch
indexD := dim kerD — dim kerD™.
BEMERKUNG. Fur selbstadjungierte Operatoren verschwindet dexdoéfensichtlich.
Es qilt

Satz 3.3.Der Index eines Operators andert sich nicht bei stetigefddaation innerhalb der Menge der Fredholm-
Operatoren.

BEMERKUNG. Es zeigt sich sogar, dafl? zwei Fredholm-Operatoren mitiyden Index immer durch eine stetige Kurve verbunden
werden konnen.
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Definition 3.4. Ein Differentialoperator aufRP der Ordnung m mit kompakten Trager ist von der Form

D= aq(x)0°,

Jaj<m

wobei g(x) eine Funktion _autF{D mit kompaktem Trager und ein Multiindex,a = a; ---@; ist. ES wurden die
Abkurzungen® := ‘3“71 e % |a] ;= a1+ ...+ a; verwendet.
Das Symbol dieses 6perators istdann

Op = aq (X)&°.
Jaj<m

Als Hauptsymbol bezeichnet man den Anteil mit dem hockestehin g,

OpL = z aq(x)&°.
laj]=m

Man sagt, D ist elliptisch, wenn das Hauptsymbol von D inedoar ist furg # O.
BEISPIEL In 2 Dimensionen ist das Symbol des Laplace-Operators

op =& +8,
was gleichzeitig auch das Hauptsymbol darstellt. Hier gilt
OaL=8+E=0 L=8=0
Damit istoa invertierbar undA elliptisch. Dies bleibt nattirlich auch in beliebigen Dinsgéonen gultig.
Der Wellenoperaton hat in 2 Dimensionen das (Haupt-)Symbol
On =& -&.

Der Kern vonog besteht aus allen Punktén—= +&,. Also istO nicht elliptisch.
Der folgende Satz stellt klar, warum elliptische Operatane Rahmen dieser Vorlesung interessant sind.
Satz 3.5.Elliptische Operatoren auf kompakten Mannigfaltigkegerd Fredholm-Operatoren.

Das Symbol eines Differentialoperators ergibt sich ausFerier-Transformation, indem man die Differentiation
unter das Integralzeichen zieht,

Df = aq(x)ac’/d{ilf(x) :im/ dE &¥Po(x, &) f(£).

Jaj<m

Dieses Konzept kann man nun verallgemeinern, wenn marbiggtieeelle Potenzen dérzulafit. Das geeignete Werk-
zeug sind die Sobolev-Raume:
Definition 3.6 [Sobolev-Raume]® Firr s € [0, »[ sei

HS = {f € La(R") | (1+[E[)Y2F (&) € La(R")},
versehen mit der Norm
1/2
Ifllei= ([ @+ rRerr@PE)

Fur s€] — «,0[ sei H° die vollstandige Hulle von 4 R") bezuglich der Nornjl - ||s. H® hei3t Sobolev-Raum zum
Exponenten s R.

6)zitiert aus [13].
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BEMERKUNG. Es gibt noch eine andere, aquivalente Definition der SabBaume fiir ganzzahlige Hier ist HS (auch mitwW
bezeichnet) die Menge allep-Funktionen, deren (verallgemeinerte) Ableitungen bixCmainungs existieren. Man kann zeigen,
daf beide Definitionen aquivalent sind. Eine ausfuhdiblarlegung des Sachverhalts findet man z.B. in [13].

Satz 3.7.Fir s> ¢ giltHS C HS.

Lemma 3.8.Sei D die Dimension des Raunig8, tiber dem die Sobolev-Funktionen definiert sind. tst%, so folgt
aus fe H® die Stetigkeit von f, d.hf] hat einen stetigen Reprasentanten.

Ein Pseudodifferentialoperatd?DO) der Ordnungnist also eine Abbildungi® — HS™. Insbesondere sind also die

gewdhnlichen Ableitungen

0 :CY{RP)NHS> f — o f e HS L.

Aus dem vorangegangenen Lemma ergibt sich also die Folgedai® Funktionef, die inH* fur alle sliegen, unend-
lich oft differenzierbar sindf € C*(RRP).

Der Nutzen de¥’DO-Kalkiils liegt in der Anwendung auf (partielle) Differgalgleichungen. Durch Fourier-Trans-
formation einer Differentialgleichung erhalt man eingediraische Gleichung, wobei das Produkt von Funktiones (da
sind dieSymboleder Operatoren) wie im vorherigen Abschnitt erklart ist,

(<) 6(1 ’ ag :
Oap = Oa* 0g(X, &) = % £OAX E)70A(x &)
i=0|af=i

al

Sucht man das Inverse zu einem (Pseudo-)Differentialtgealer Ordnungn, so interessiert man sich fur die Losung
der Gleichung

opxa=1. ()

Dabei ist das Hauptsymbol vdb asymptotisch von der Forgl", das gesuchte Symbalmuf3 also von der Ordnung
—msein. IstD elliptisch, so lal3t sich sein fuhrendes Symbol inveetiefwie oben bereits ausgefilhrt, ist dies geradezu
die Definition von Elliptizitat, zum Beispiel ist der Lajgle-Operaton elliptisch). Mit dem Ansatz

kann man nun die Gleichung 2 Ordnung fur Ordnung inveniges bleibt am Ende nur eine Symbol der Ordnung
—oo, der Operatoop + a— 1 bildet alsoH® aufHS! ab fir allet, das Bild unteop * a— 1 ist damit nach den obigen
Betrachtungen glatt.

Fur alle elliptischen Operatordm existieren damiD’, D", so dalfDD' = 1+ S D" D = 1+ T fir Glattungsopera-
torenS T : HS — C® gilt. Eine Funktionf aus dem Kern vob ist damit insbesondere glatt, der Kern Revon D ist
der Eigenraum voit zum Eigenwert-1. Ist der Glattungsoperatdrin der Spurklasse und also kompakt, so ist sein
Spektrum diskret und, abgesehen von 0, auch nur von endibliéachheit.

3.2 Das Indextheorem

Wenden wir uns nun der Verallgemeinerung des Kalkils aliébige Mannigfaltigkeiten zu. Hauptgegenstand dieser
Vorlesung sollen (speziell-)relativistische FermionemauReren (Yang-Mills-)Feld sein. Der Dirac-Operatari§t
dann eine Abbildung

Da: T(AM) ©V(M)) = T(AM) OV (M))

mit Index 0, was aus der Selbstadjungiertheit folgt. BesEirankung auf eine Chiralitatssorte erhalt man jechiich
Abbildung zwischen verschiedenen Vektorbuindeln,

Da: T (A (M) @V (M)) = T(D_ (M) DV (M)).
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Allgemein sind also eine Mannigfaltigkeitt euklidischer Signatur sowie komplexe Vektorbun#eF — M
vorgelegt. Ist ein Operator Abbildung zwischen zwei Bingdso ist das Symbol eine Abbildung zwischen den mit der
naturlichen Projektion des Tangentialbind&lst zuriickgezogenen Biindeln. Verfugt die Mannigfaltigke! uber
keinen Rand, so ergibt sich der Index Vdraus

. nin+1) chE — chF

=:a[M]
Fur berandetét, 0 M # &, ergeben sich zusatzliche Summanden :
indexD = a[M] 4 B[OM] + &[OM], 4)

wobeif eine lokaled — 1-Form auf dem RandM bezeichnet und ein nichtlokaler Ausdruck ist, der vom Spektrum
des auf den Rand eingeschrankten Operators abhangtréddraté die Gestalt

1
§oM] = 5 (noM]+h). (5)
h zahlt hier die Nullmoden voby, , ,, wahrend man did — 1-Formn aus dem restlichen Spektrum gewinnt,
nom] = lim z sign(A)|A] 5. (6)
S_)O)\ESpedD

Dies kann man mit Hilfe der Warmeleitungsmethode, engliszat kernel methqamotivieren.

3.3 Die Warmeleitungsmethode

Zu einem gegebenen elliptischen Differentialoperétamweiter Ordnung tiber einer kompakten Mannigfaltigkeit
betrachtet man den Operator'€. A habe dabei ein positives, skalares Hauptsynb(t, €). 4 definiert man uber
das Anfangswertproblem

du
ot

Durch formale Manipulation ilberzeugt man sich namlicf3 d

= —Au, u(0) = f € S(M). (7)

u(x,t) = e 4 f(x)

eine Losung darstellt. Wir haben damit aber noch nichtigiepob e'2 als Operator definiert ist. Eine Rechtfertigung
erfahrt der Formalismus im Rahmen des Symbolkalkiils \ssuBodifferentialoperatoren, siehe zum Beispiel Horman
ders Standardwerk [9] oder, fur die hier skizzierte Me#hothylors Buch [15], speziell die Abschnitte 7.13 und 8.3.
Man sucht zunachst Losungen von (7) der Form

u(x,t) = /}Rd a(t,x £)e™f (&) dg, (8)

wobei f die Fourier-Transformierte voh bezeichnet. Fua(t, x, £) wahlt man nun als Ansatz die asymptotische Rei-
henentwicklung

t,x &)~ S ajt,x&). 9
a(t,x &) J;a,( X&) 9)

7~ hat dabei die folgende Bedeutung. Teilt man die glatten Bonénf(x, &) € C°(M¢ x RY) beziglich ihres Abfallverhaltens d&variable
in KlassenS™ ein,

S"= {f € C™(M? x RY)||DEDS f(x,€)] < Cyp(L1+][E]1D)™ 1072,
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Die eingangs betrachtete partielle Differentialgleiofn@n) liefert nun far die Funktiones; die sogenannten Trans-
portgleichungen, lineare Differentialgleichunger mit Parameterx undg:

B Lax Baolt k) (10)
und furj > 1
% = —La(x §)a(t,x,&) — i Bo—i (X, &, Dx)aj_i(t,x,&). (11)
=1

Dabei sind die Funktioh(x, &) und die Differentialoperatorej(x, &, Dyx) mit der Leibniz-Regel durch Anwendung
vonL aufa(t,x, &)e" erklart:

2
L(a(t, X, E)ei XE) ol ei XE [LZ(X, E)a(ta Xa E) + z BZ—| (Xa Ea DX)a(ta Xa E)
I=1

Lo, das fuhrende Symbol, ensteht demnachlde8®)a(t, x, ).
Wir finden also diea; durch rekursive Integration. Riickblickend auf (8) setaémochag(0,x,§) = 1,a;(0,x,§) =0
fur j > 1 als Anfangsbedingungen. Damit ist

u(o,x):/eixff”(x)daz f(x) = ().
Fur die so gewonnene),
ao(t, x &) = e~tH2x%

t 2 12
aj(t,x &) = — / g(s—tka(x2) z 2—1(%, &, Dy)aj_i(t,x,§) ds (12)

findet man nun tatsachlich
aj(taXaE) E S_Ja

so dal3 der Reihenansatz (9) gerechtfertigt wird.
Wenden wir uns nun wieder dem gesuchten Operatt zu. Die Gleichung (8) ist noch nicht dessen Integraldar-
stellung, denn unter dem Integral steht die Fourier-Ti@msierte vonf. Setzt man fur diese den bekannten Ausdruck

fio) = (Z—i[)z/m e (y)dy

(die 1 in 14 ||&)|? verhindert, daf¥ im Ursprung verschwinden mufty| ist die Summe der Komponenten des Multiindesgso erhalt man eine
Gradierung auf der Algebra der glatten Funktionen et x RY. Asymptotische Entwicklung

mejxi

120

heif3t nun, dal3 die Differenz vanund der Summe defi,j bis zu einem endlichen Grad im nachsttieferen Grad liegt,
N
_ Z fm; (%,€) € S"NyNeN.
=0

Man verschiebt damit Konvergenzfragen, indem man die héedenen Gradg€" voneinander trennt und also nicht addieren minerhalbeinen
Grades muf3 man jedoch sehr wohl Konvergenz untersuchennsofn eine unendliche Summe gleichgradiger Funktionesigb hat. Ausfuhrli-
ches findet man unter dem Stichwéstmale Potenzreihein [12], nur ist hier der Index der Grade kontinuierlich.
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ein, so ergibt sich der Integralkern des Operatdrs) — u(t, ), alsQ = 3 ;5o Q;j mit

ot =(m) [aitxge et 13)

Qj(t,x,y) ist hierbei im distributiven Sinrifézu verstehen. Es ergibt sich nun, daB der Integralkern desa@ps e'2,
t,xy) (= (y|e*®]y) in der Bra-Ket-Schreibweise), tatsachlich die asymptité Reihenentwicklung

H taxay ~ Q taxay
(t,xy) J;J( )

besitzt und man in de@(t, x,y) noch ein polynomiales Verhaltentmbspalten kann, wie wir unten sehen werden. Die
Spur von é* ist nun das Integral voK (t, x, y) entlang der Diagonabe=y. Folglich erhalt man aus der asymptotischen
Entwicklung

i
H(t,x

tr. €™ ~ 7Y (U g o+ Pogjorat + Hayoot?+ . ) (14)

Die Koeffizienten erhéalt man dabei aus d2y1(t, x,y) und also aus dem Symbol des OperathrSie lassen sich explizit
berechnen, allerdings nur unter groRem Aufwand.

Doch zuriick zum Dirac-Operator, der ja Gegenstand un&stachtung ist. Durch Einschrankung auf Weyl-
Spinoren erhalten wir einen Operator

D:T(E)=>T(F)
sowie den dazu adjungierten
DT :[(F) =T (E).
Demnach hat man zwei elliptische Differentialoperatorérskalarem, positivem Hauptsymbol,
Ag :=D'D:T(E) —»(E) undAr :=D*D:T(F)—I(F)

zur Hand. Es gilt
Lemma 3.9.Ag undAg haben gleiches Spektrum, sogar bis auf Nullmoden gleichgzitaten.

Ist namlichy,, € I'(E) Eigenvektor zu\g,
Ay =AYy,
so gilt
ADY, = DAg Y, = DD* Dy, = Ar Dy,

Im Fall, dalDy,, # 0 und alsap,, keine Nullmode darstellt, ist demna€hp, Eigenvektor vorAe zum selben Eigen-
wert. Wir erhalten damit fur die Integralkerhg g (t) von g thEF;

tr. he(t) —tr. he (t Ze_AEt Ze_AFt
(15)
= Anzahl der Nullmoden vohAg — Anzahl der Nullmoden voAg

8)Der Ausdruck
QitxD)I= [ Qtxy)f(y)dy

soll nicht nur furf € S(M) existieren, sondern auch stetiger Operator&ut1) sein.S(M) hat aber einen Konvergenzbegriff, der aus einem
System von Halbnormen, den minimalen Schranken aller Alsigen sowie aller Produkte von Ableitungen mit Polynomeliebiger Potenz,
herriihrt. Eine Folgé f} in S(M) ist deshalb genau dann Cauchy-Folge, wenn alle diese Haltemdm Limes verschwinden. Es reicht deshalb, die
KonvergenzvorR(t, x, F) f(x) zu zeigen, wenn irgendeine dieser Halbnormer{fig} beliebig klein wird. Man wahlt sich dazu eine angenehme
Kombination von Ableitungen voify, und Potenzeg® in Abhangigkeitvon der konkreten Gestalt vy (t, , y).
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Der letzte Ausdruck ist aber wegen
0=(D"Dy,y) = (DY,DY) < DY=0

gleich dem Index des Operatdds Da der Index eines Operators (eine ganze Zahl) sich ba&sté&eformation nicht
andert, kann auf der linken Seite von (15) nur det konstante Summand der asymptotischen Reihenentwicklung
beitragen,

indexD:/ (12— 12) dx (16)
M

Bei Variation der Metrik (und damit des Levi-Civita-Zusamniangs) oder eines eventuell vorhandenen Hintergrund-
feldes (Yang-Mills-Zusammenhangs) kann sich demzufoig@dﬁerenzug — ug nur um eine exakte Forhor andern.

Nun wollen wir die Verbindung des bisher Gesagten mit akidlaomalien darstellen.

3.4 (-Funktions-Regularisierung

Wir betrachten Eichfeldtheorien mit einer Lagrange-Décht

P(D+AY.

A:= WA, stellt dabei den Quellterm fur den axialen Strq’ﬁn: QT ¥y dar. Fur obige Lagrange-Dichte ergibt sich das
erzeugende Funktional

Z= /DljJDq]e_me(X)(D'i'A*)LIJ(X)

=det{D+ A,

wobei die letzte (formale) Gleichheit aus den Integratiegsin fur GraBmann-Variablen gewonnen werden kann. Es
gilt demnach

(17)

Seff= —Indet(D+ A = —z InA.
AeSpecD+A

Dies ist ein divergenter Ausdruck, dem mit Hilfe defFunktions-Regularisierung Sinn verliehen werden kargi. S
dazuA ein elliptischer Operator auf einer kompakten Mannigfgiéit ohne Rand. Dié-Funktion des Operatoisist
dann

() =) 5 (18)

ol -

wobein das Spektrum voA numeriert. Diese Summe konvergiert nur fir geniigend gndRealteil vors, kann aber
in die komplexe Ebene analytisch fortgesetzt werden. Maadbeet formal

d d1
~ 3580 = =¥ Fosleo

d _
—_ Z d_se SIn)\nL;o (19)

= ZIn)\n = IndetA.
n
Die resultierende Gleichung,

d
Indeth := — d—szA(s)\ (20)

s=0
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fassen wir nun als Definition (Uber analytische Fortsegiuter regularisierten Determinante auf. Fur nicht selthst
jungierte, elliptische Operatordh betrachtet man

A=DD*
und definiert
| detD| ;= e~ 28%(0)
motiviert durch die im endlichdimensionalen gultige Beming
detA = detDD* = detDdetD* = |detD|?.

Der Zusammenhang zur Warmeleitungskern-Methode ist olgefidermaf3en. Mit der Darstellung deFunktion

= / dtts et
0

findet man fur die Laplace-Transformierte vb(\) = Als die FunktionF(t) = % In der Tat ist

® t s—l —At
/Odtr S)/ dtt
1

ttS—l —t
(s o
1

=3
Also erhalt man fur di€-Funktion zuA
1 00
=_——_ [ dtt>tye M
Fgh S
1 00
= dtts‘l/dxhtxx.
= [ i hit.xx)

Man beachte, dal3 die so definierte (regularisierte) Deternté kein lokaler Ausdruck, das heil3t kein Polynom in den
Feldern ist. Wir sind aber nur an Variationen der Felderregsiert, diese bewirken eine Deformation des Spektrums
VonA,

An = An+OAn,

und damit

laran(s) =) =5 )\n+6>\ Z)\s sz )\S+16)\n+

n

Wir erhalten demnach die infinitesimale Variation der Dalieante

d d 1 1
ddeth = —6d—SZA(S)‘S=0 = d_ssz F&‘”L;o - Z AT

In einigen Fallen ist die konkrete Gestalt @k bekannt:
BEISPIEL Dilatation.Seida die Anderung des Skalenparameters, dann ist

6}\[1 = 60( )\n

und damit

Boi Sor~ B im 5 7° = 844 0) = /M Ho(X) dx3a.
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Chirale AnomalieDer chirale Strom ist

(') = %ln / DljJDII]e—m(D+Cirir)LlJ|C=O

= i In det(lD_|_ CiriF)|C:0

¥
= iFiT
=" O e
=tr. _Cirif.
D

Also

=tr.T

=limtr.Te
t—0

:/ Ho(X)Tdx
M
=indexD

—tY
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4 G-Vektorbindel und charakteristische Klassen

Im folgenden sei eine Lie-Grupp@ die Strukturgruppe eines PrinzipalbindBl§iber einer Mannigfaltigkei. Zu
diesem Biindé) existiert ein assoziiertes Vektorbiindglauf demG mit einer bestimmten Darstellung operiert. Man
schreibt

E=(PxV)/G=:Px,V,

wobeiV ein Vektorraum undg : G—End(V) die Darstellung vorG ist. Umgekehrt kann man zu jedem assoziier-
tem Vektorbiindel das zugehorige Hauptfaserbiindelnstkoieren. Hat man eine (stetige, glatte) Abbildunginer
MannigfaltigkeitN in die MannigfaltigkeitM gegeben, so induzieftein Vektorbiindelf *E tberN, pullbackdes Vek-
torbundelsE unter f genannt, indem man an jede Steilen N die Faser vorkE Uber dem Punkf (n) in M angeheftet
wird. Dies fal3t man in einem kommutativen Diagramm zusammen

f*

f*E~—E

]

N M

Es gilt der folgende
Satz 4.1.Sind zwei Abbildungen:fN—M und g: N'—+M homotop, d.h. stetig ineinander deformierbax g, so sind

die zuriickgezogenen BundéEfund gE isomorph, fE = g*E.

BEMERKUNG. Induktion und Assoziation von Biindeln kommutieren.

Definition und Satz 4.2.Es gibt zu jeder Lie-Gruppe G ein G-Prinzipalbiingel mit Totalraum R, Basisraum B
und Projektionmg mit folgenden Eigenschaften

e Pg ist kontrahierbar.

¢ Jedes G-Prinzipalbindé| Uber einer Mannigfaltigkeit M ist von der Forégh= f*&¢ fir eine Abbildung f:
M—)BG.

o FE=2g'Es f~aq.

Ein solches G-Bundel heif3t universelles Buindel.

Anstatt eines allgemeinen Bewei&8soll an dieser Stelle gleich eine explizite Konstruktiondas universelle Buindel
der Tangentialbiindel Uberdimensionalen Mannigfaltigkeiten angegeben werdenubmaucht man den Satz, dal3
sich jede Mannigfaltigkei#! in einen (geniigend hochdimensionalen) flachen R&iink > dim M, einbetten laRt.
BEISPIEL SeiM eine Mannigfaltigkeit der Dimensiam eingebettet ifR¥. Dann ist der Tangentialraui,M anM in

einem bestimmten Punki ein n-dimensionaler Unterraum vdRX. Auf den Fasern des Tangentialbiindels (d.h. in
jedem Tangentialraum) wirkt die Grupf@n) (wenn eine Metrik vorliegt). Wir werden also das universél(n)-
Bundel konstruieren.

Sei G(k, n), die Menge allen-dimensionalen Unter-(Vektor-)Raume dRs, der BasisraumUber jedem Punkp

in G(k, n) sei die Faser ebendieser Pupkiaufgefallt als-dimensionaler Vektorraum. Man erhalt auf diese Weise
ein VektorbuindeE(k, n) mit typischer FaseR". Dieses Buindel heift Tautologisches Bunék, n) GraBmann-
Mannigfaltigkeit.

Sei nun eing-dimensionale MannigfaltigkeM’ gegeben, die sich iR¥ einbetten laRt. Man erhalt diese Mannig-
faltigkeit mit ihrer Tangentialstruktur als pullback fagder Abbildung :

f:M3>m— ToM € G(k,n).

9Zzur Einfuhrung in die Geometrie der Yang-Mills-Theoriei 5] empfohlen. Das Standardwerk ist natiirlich Kobay&stomizu, [10].
10)Einen solchen findet man zum Beispiel in [4].
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Die universellen Biindel sind sehr hilfreich bei der Kléiggrung aller Bindel mit einer Strukturgruppe. Um das zu

verstehen, benotigen wir den Begriff der charakteribgscKlasse.
Definition 4.3. Gegeben sei ein Prinzipalbundgmit Strukturgruppe G, Totalraumg Rind Basisraum B Eine cha-

rakteristische Klasse ist eine Abbildung
X &= X(€) € H(By)
mit der Eigenschaft
X(£7&) = (&)
fur jede Abbildung f BE—>BI§- H*(Bg) ist in dieser Vorlesung eine bestimmte de Rhamsche Kohgregtappe, im

allgemeinen sind aber auch andere Kohomologien zugelassen

BEMERKUNG. Da sich jedes Buindélals pullback des zugehorigen universellen Biingglanter einer Abbildung schreiben laft,
¢ = f*&c, werden alle charakteristischen Klasgevon den charakteristischen Klassen des universellen &8imtuziert,

X(&) = "x(&c)-

Definition 4.4 [Chern-Klasse fuir komplexe Vektorbiindel] SeiE: Ve ™ Be ein komplexes Vektorbundel. Die Chern-

Klasse von E ist definiert als

clE) = 3 o(E). o(E) € H(Be)
is
mit folgenden Eigenschaften:
ci) ©o(E)=1,G(E)=0furi>rgE.
c.ii) Fur das komplexe GraRmann-BiundélE2) —G(1, 2) giltc; = (1) =Volumenform auf 3 g = O fiir alle hdher-
en Terme.

c.iii) c(E®F) =c(E) Ac(F).

Fur komplexe Geradenbiindel gilt der folgende
Satz 4.5.Seien &, E; zwei komplexe Geradenbiindel. Dann gilt

C(E1@ BE) = c1(E1) + ci(E2).
Folgerung 4.6.Triviale Geradenbiindel haben verschwindende erste CKéanse.
Bezeichnet Edas zu E duale Geradenbiindel (d.h. i$tskE trivial), so gilt
c(E)=—a(E").
Fuhrt man nun noch fur ein GeradenbiinBetlie Abkiirzung
yi i=ci(E)
ein, so ergibt sich die Chern-Klasse der direkten Sur@xg; zu

o(PE) = [T+,

Man kann zeigen, dald die erste Chern-Klasse die komplexead@ebiindel vollstandig klassifiziert. Fur allgemeine
komplexe Vektorbiindel lassen sich aus geweitere Klassen zusammensetzen. Dazu bendtigen wirljefdtgende

Aussage.
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Satz 4.7 [Spaltungsprinzip]. Von jedem komplexen Vektorbundel E 1af3t sich ein anddrmadd@ induzieren, so dal3
f*E=EPE
i

fur komplexe Geradenbiindel &hd auRerdem die Abbildung &uf den Kohomologien injektiv ist.
Nun definieren wir andere charakteristische Klassen auftspan Biindeln.

Todd-Klasse:
td(g]i; E):=] Jﬁ
Chern-Charakter:
ch(@ E):=Y e
i |
Fur das (komplexifizierte) Tangentialbundell @ € D-dimensionaler Mannigfaltigkeiten:

Die i-te Pontrjagin- Klasse:

_ D/2
P(TM@C) = (-1)'ca(TMO C) := [](1+).
=1
Die Euler-Zahl des Tangentialbiindels:
D/2
e(TM) = [ x.
[

ch(TMa C) = (e +e7)

Fur den Vektorraum aller (un)geraden Formen iMeA® erhalt man
ch(/\*M —/\‘M) = |'|(e?‘i —e)
[

Weiterhin definiert man noch die Hirzebruchst¢h&lasse,

und das A-Dach-Geschlecht:

N ] Xi B 1
Ii_l sinhx, 1 24p1—|-...

=
=
i

BEMERKUNG. Die Vektorbiindel bilden eine Halbgruppe beziiglich dpef@tiond (sogar eine Gruppe in der K-Theorie, wo man
den Begriff des virtuellen Biindels einfuhrt). Mit dem Bemprodukt wird dies ein Ringh ist dann ein Ringhomomorphismus,
denn es gilt

ch(E® F) = ch(E) + ch(F) undch(E® F) = ch(E) Ach(F).
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Sei nun ein komplexes VektorbundgeliberM gegeben. Wahlt man einen ZusammenhArng E, so lafldt sich aus
diesem die Kruimmun§g berechnenk ist eine 2-Form tbe¥ mit Werten in&, der Lie-Algebra der Strukturgrupi
Seip : 8—End(E) die Darstellung der Lie-Algebra a&. Dann istP(X) := tr. p(X)N, X € &, eine Polynomfunktion
P: &—(C, die unter der adjungierten Wirkung v@auf & invariant ist (wegen der Zyklizitat der Spur). Es gilt
Satz 4.8.xp(E) := P(F) ist eine charakteristische Klasse, unabhangig vom géeszusammenhang A.

Bewels. 1)tr. FN ist geschlossen, denn

dir. FN =N tr.(daF)FN"1=0.

Das erste Gleichheitszeichen gilt wegen Adrinvarianz der Spur, die diad-Invarianz impliziert und deshalb die Ersetzung
vond durchda = d+[A, ] erlaubt, wahrend die zweite Identitat aus der BianckilitatdaF = O folgt.
2) Andert man die gewahlte Zusammenhangs-1-Farm dA, so andert siclk um

OF = ddA+ [AADA].
Damit verandert sicRP(F) um
3tr. FN =N tr. (3F)FN"1 = N tr. (daSA)FN-1 = N d tr. (3A)FN-1,

Die letzte Gleichheit ergibt sich wieder aus Bianchi-ld@nfir F undad-Invarianz der Spur mit der obigen Argumentation. Es
zeigt sich also, daB(F) undP(F + F) in derselben de Rhamschen Kohomologieklasse liegen.
3) Es bleibt noch zu zeigen, dal} diese charakteristischesKlg@mvariant unter dem pullback von Vektorbiindeln ist,

Xp(f*E) = *Xp(E).

Das ist aber klar, man nimmt auf dem zuriickgezogenen Bilffdeeinfach den zuriickgezogenen Zusammenhang und beob-
achtet, daf sich dessen Krummung durch Zurtickzieherrgpringlichen Krummung ergibt. Dies gilt aber auch fotyidome
vonF. o

Satz 4.9 Die r-te Chernsche Klasse ist gleich dem Koeffizienten'viorder Entwicklung vorlet 1+ ;-;TF),
Zt’cr(E) =defl+ i—tF).
- 21

BeweEls. Mit Beweis des vorhergehenden Satzes haben wir schon diielidhkeit der Konstruktion (d.i. die Unabhangigkeim
gewahlten Zusammenhang) gezeigt. Es bleiben noch
1) die Rechenregeln (Whitneysche Summenregel) und
2) die Normierung auf dem Tautologischen Biindel
alsUbung. |

BEISPIEL. Wir betrachten die Gralimann-Algebra der Formen Uber éftamnigfaltigkeit der Dimension MM =
Dr_1 A“M. Auf Schnitten inAM, F°(AM) =: Q(M), operiert die auBere Ableitung

QM) S ol S o2 m) S (21)

uber
d: QM) 3 a s dd Adza e QFHM).
Weiterhin hat man den Hodge-Stern gegeben:

1 QM) 3 o i gvg € QK(M).
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Dabei istvg die kanonische Volumenform auf und qﬁ das vermittels der Metrig ausa gewonnene antisymme-
trischek-Vektorfeld. In lokalen Normalkoordinatef®'};_; . ) ergibt sich furo = k—llail,,,ikdq‘lA ..Addk

11 . , ,
0= s ior i nda A A dg

Lemma 4.10.(a,B) := [,, a A =P ist eine symmetrische, nichtentartete Bilinearform @i 1), mit anderen Worten

ein Skalarprodukt.
Zum Beweis der zweiten Eigenschaft verwendet man

AA*xA = ail...ikailmik Vg

Man bemerke, daf, B) = 0, falls die Grade vorx undp nicht Ubereinstimmen.
Bezuglich(-, -) kann man nun den zul adjungierten Operatdr definieren. Man findet

5: QXM) 3 a — iy Oga € Q< HM).
Es gilt wiederd® = 0™ Wir haben nun einen Operatbr:= d+ & zur Hand, der
D:Q(M) 3o (dd A+ig)0sa € QM)

erfullt. Dies ist der Dirac-Operator mit Koeffizienten inpiSorbiindelV, dennAM @ C = W @ W mit der Clifford-
Multiplikation

dq - dg/ = dd Adg +iadg.
Sein Quadrat definiert den Hodge-Laplace-Operator unddgend? = 0 = & gleich
A= dd+dod.

Auf Funktionen ergibt sich der Standard-Laplace-Operati1.
Lemma 4.11.Es gilt

Aw=0 < (Aw,w) =0 + dw=0unddw=0.
Zum Beweis benutze man
(Aw, w) = ((8d 4+ dd)w, w) = (5w, dw) + (dw, dw) > 0.

Solche Formen hei3dmarmonisch
Theorem 4.12.Jede de Rhamsche Kohomologieklasse auf einer kompakiemtjeharen Riemannschen Mannigfal-

tigkeit M besitzt genau einen harmonischen Reprasentanten.
Man sieht sofort, daf3 harmonische Formen geschlossenBamdvollstandigen Beweis findet man zum Beispiel in
[16], Kapitel 6. Aus der Definition vo sieht man, da® geradgradige Formen auf solche von ungeradem Grad
abbildet und umgekehrt. Wir spalten a@9M) in diese beiden Anteile auf,

QtM):= P O*F M), QM) = P o*HMm),
0<k<n/2 0<k<n/2—1

und schranked auf die Elemente vom geraden Grad ein. Der so eingescler@yperator sei wieder mid bezeichnet.
Fur den adjungierten gilt demnach

D*=(8+d): Q" (M) = QT (M).

W Auf geraddimensionalen Mannigfaltigkeiten dilt= «dx, allgemeind = (- )9V « dx aufk-Formen.
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Da fur einek-Forma da und da unterschiedlichen Grad besitzen, besteht der Kernlvaus genau allen geraden,
harmonischen Formen, analog der Kern @raus genau allen ungeraden harmonischen. Mit Theorem 4dehfinir
folglich, daf3

dimkerD = Anzahl der geradzahligetmarmonischen Formen auft
= 5 dimH*WM).
0<k<n/2

Analoges gilt wieder fub* und also

IndexD = dimkerD — dimkokeD
= dimkerD — dimkerD*
n
=Y (=)dimHX (M)

n

_ 1k
—k;( )" (M).

Die letzte Zeile enthalt die sogenannten Betty-Zahles,idader Rang der jeweiligen Kohomologiegruppe. Eine di-
rekte Anwendung des Indextheorems ergibt andererseitSules-Charakteristik, so dafld im Ergebnis diese gleich der
vorzeichenbehafteten Summe der Betty-Zahlen ist.
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5 Familien-Indextheorem, Determinantenblindel und Eichanomalia

In diesem Abschnitt wollen wir die topologische Bedeutung Zichanomalien in der Quantenfeldtheorie beschreiben.
Wie wir wissen, ist es in der Theorie der schwachen Wechsalnwg wichtig, den Raum der Fermionen mit positi-
ver Chiralitat von dem mit negativer Chiralitat zu untdrsiden. Der Dirac-Operator

Da:T(SFoV) =T (S @V)

vermittelt zwischen diesen beiden Raumen, d.h. zwischesthiedenen Vektorbiindéfh Berechnet man die effektive
Wirkung zur Lagrange-Dicht€ — [ Day, so erhalt man formal den Ausdruck dgt Dieser ist aber nicht wohldefi-
niert, denn/R ist eine Abbildung zwischemerschiedenekektorraumen, und die Determinante solcher Operatoten is
mehrdeutig. Die Determinante von

DDA T(St@V) = F(StaV)

ist dagegen definiert, woraus man erkennt, daf3 die Mehglaitider Determinante nur die Phase betrifft. Eine mogli-
che Definition von detRist die folgende: Man wahle einen Operakor (S" @ V) — (St ®V) und definiere

detpDp 1= det(P DA)

Tatsachlich entspricht die Regularisierung von/detdem derartigen Verfahren. Obwohl der Ausdruck-iatnatiir-
lich vonP abhangt, sind Variationen beziiglich des Eichpotentinfbhangig vor.

Die regularisierte GrofRe dékbst nun, im Gegensatz zu den Erwartungen aus formalen Betnagen, im allge-
meinen nicht eichinvariant. Die Variation unter einer iitsimalen Eichtransformatidf)

5 Indeth), = / d"x E(x) a(A) = (&, a(A)), 22)

ist die stetige Eichanomalie der Eichtheorie mit chiralennfionen. In einer konsistenten Theorie sollte sie heraus-
fallen. Ein physikalisches Beispiel ist die Eichanomatiis fur den Zerfall des®-Mesons verantwortlich ist, und
deren Verschwinden durch die fermionischen Beitrage iam@rdmodell. Die Anomalie(A) ist einen-Form auf der
Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit\t, wahrend die integrierte AnomaldgA] als geschlossene 1-Form auf der Eichgruppe
G interpretiert wird; die Wess-Zumino-Konsistenzbedingun

[0, On] Indet Dy = DL deth

ist gerade die Geschlossenheit woaufg, da = 0.
Geometrisch ist deftfkeine global, d.h. Uberall auf der Mengkder Eichpotentiale definierte Funktion, sondern
ein Schnitt im Determinantenbiindel (einem komplexen Gambiindel)

DETDZ:.AXQ(D

ilber dem Raur /G von (Eich-Aquivalenzklassen von Zusammenhangen duslie Eichvariation detJbergangs-
funktionen dieses Bundels ist gerade die Eichanomalie.

Im folgenden wollen wir kurz die topologischen Eigenscaafties Determinantenbiindels und seine Verbindung
zur Eichanomalie diskutieren. SHISt bzw. #S~ das Hilbert-Biindel iiber /G von Schnitten irS" @V bzw.S" @ V.
Dann gilt

DETD = Hom(A™®3(/SF AM@/S")
= Hom(A™*ker D, A",

denn bis auf die Nullmoden fallen alle Beitrage herausekimfache Rechnung zeigt

Chl(DETD) = Cl(DETD) = Ch1(|ND|D),

12)v ist hier ein assoziertes Vektorbiindel, das die relevaats®llung der Eichsymmetrie tragt.
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wobei das sogenannte Indexbiindel
INDD := ker D— ker

als virtuelles Geradenbiindel wohldefiniert ist: kenil kert) sind Familien von endlichdimensionalen Vektorraumen,
parametrisiert durch Elemente adgg. Obige Differenz ist nun ein virtuelles Buindel, weil dedéx deformations-
invariant, d.h. in4/G lokal konstant ist. Um den Chern-Charaktef @NDD) zu berechnen, kann man sich auf eine
2-Spharer C A/G einschranken. Das Familien-Indextheorem ergibt dann

chy (INDD) = /MA(M)chv € H¥(Y). (23)

Der Integrand ist eine geschlossene Form ubek Y, dessen Raum-Zeit-Anteil vom Gradsepariert und tbet
integriert wird. Man erhalt auf diese Weise eine gesclgnesrorm au¥. Die exakte Sequeh?

0= H(A) = HL(G) % H2(A4/G) — HZ(A) =0
liefert einen Isomorphismus
d: o~ chy(INDD) = chy(DETD),

wobeia, als 1-Form Uibeg betrachtet, die Anomalie darstellt.

Die Dichte in Gleichung (22) ist eing+ 1)-Form UberM x Y mit Gradnin M- und Grad 1 irG-Richtung. Einen
lokalen Ausdruck erhalt man mit der Technik der Absteigegiiungen. Zerlegen wir den Grad der Dictitaus Formel
(23) zuerst inM- undY-Anteile:

w=Ach(V)[ ., = tn20+ nss1+---.
Bezeichnet man die auBeren Ableitungen.&tibzw.Y C .4/G mit d bzw. d und benutzt
(d+38)2=d’=3°=0,
so findet man wegen ddrGeschlossenheit vamn, 2 o,
dwni20=0,
lokal ein Potential
Unh42,0 =: dony10.
Daw aber auchd-geschlossen ist, gilt
duns20=0
und damit
0= dUn+2,0 = 0dtn+1,0 = —ddnt10=0.
Wieder findet man lokal ein Potential, eifrg 1)-Form
Ony1,0 =: dwn 1.
wn,1 ist die gesuchte Anomaliendichte Die Konsistenzbedingung folgt aus
ddwn,1 = —8don 1 = 8%wnt10 = 0.

Integriert marwy, 1 UberM, so erhalt man eine geschlossene Formgauf

Binduziertvon 1+ ¢ — A — A/G. Es giltH* (A) = 0, da.A kontrahierbar ist.
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