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1 Symmetrien und Invarianzen

1.1 Vorbemerkungen

1. Symmetrietransformationen eines physikalischen Systems sind im allgemeinsten Sinne
umkehrbar eindeutige Abbildungen 7', die jedem Zustand z € Z des Systems einen
anderen transformierten Zustand 7'(z) zuordnen. Beispiele: Translationen, Drehungen,
Spiegelungen, Vertauschungen von Teilchen. Eine Symmetrietransformation heifit Inva-
rianztransformation, wenn die Zusténde z und T'(z) fiir alle z physikalisch gleichwertig
sind. In sehr vielen Féllen bilden Symmetrietransformationen oder Invarianztransfor-
mationen eine Gruppe im folgenden Sinne:

Sei G eine Gruppe (etwa Translationsgruppe), dann gehort zu jedem g € G eine Sym-
metrietransformation

T(g): M — M,
so daf3

(A) (1) T(e) =id; (ii) T(gh)=T(g9) -T(h) Vg,heG (,,Kovarianz”)

oder (i1) T(gh)=T(h)-T(9) VYg,heG (,,Kontravarianz”)
Symmetrie- und Invarianzgruppen kénnen kontinuierlich oder diskret sein.

2. Wir sind bei der Definition von Symmetrietransformationen bisher vom sog. aktiven
Standpunkt ausgegangen, indem wir uns den Zustand z durch Anwendung von 7T zu
T'(z) verandert dachten. Diese Transformation ist nicht immer praktizierbar, und es
kann zweckméfBiger sein, den passiven Standpunkt einzunehmen. In diesem Falle fiihrt
man zur Beschreibung der Zustédnde ein Koordinatensystem ein und fragt sich, wie sich
die Koordinaten desselben Zustandes d&ndern, wenn man von einem Koordinatensystem
zu einem transformierten Koordinatensystem {ibergeht.

Beispiel: Rotationen in IR? (Orthonormalbasis {¢;}). Transformierte Basis: T€; = &;R;i
(Summenkonvention!). Punkt: & = €;¢;.

aktiv: 7' =T7 = &Rl = €, = & = Ry&;,

= @& =Teé = €Ru& = & = R

passiv:
Im aktiven Fall transformieren sich die Koordinaten kovariant:
&' = Skl = SinRij&j = (SR)ij&;,
und im passiven Fall kontravariant:
& = S;'é = S Ryjé = (RS) ;¢

1.2 Symmetrietransformationen quantenmechanischer Systeme

Die (reinen) Zustéinde eines quantenmechanischen Systems beschreiben wir durch die Menge
P('H) der eindimensionalen Unterrdume eines seperablen Hilbertraumes H. (Auf die Kompli-
kation der Einschrinkung des Superpositionsprinzipes durch Superauswahlregeln wollen wir
hier noch nicht eingehen.)



Ein Zustand ist also durch einen Strahl [¢)] gegeben, wobei ¢ € H und (¥,1) = 1. Es ist
[¢] = [¢] genau dann, wenn v’ = €'*)) mit o € IR. Sie definieren ein Strahlprodukt durch

([¥] [¢]) = [(¢19)]

(unabhingig von den ,,Représentanten” ¢ und % von [¢] und [¢]). Eine Symmetrietransfor-
mation eines quantenmechanischen Systems ist eine umkehrbar eindeutige ,,Strahltransfor-
mation” T : P(H) — P(H), die zusétzlich das Strahlprodukt erhilt:

(5)  (Tlel, Tly]) = (W] [eh) VIl (] € P(H).

Die Bedingung (S) bedeutet Invarianz der physikalischen ,,Ubergangswahrscheinlichkeit”. Der
Satz von Wigner erlaubt es, statt in P(H) im Hilbertraum H zu arbeiten. Es gilt ndmlich:

Eine umkehrbare Strahltransformation 7" in P(H) (dimH > 1), die der Bedingung (5) gentigt,
148t sich immer in der Form T'[p] = [Vry] schreiben, wobei Vi : H — H ein unitérer oder
antiunitérer Operator ist. Ferner ist durch 7" schon festgelegt, ob Vr unitéir oder antiunitér
ist, und Vr ist bis auf eine Phase durch 7" eindeutig bestimmt.

Erlduterung: Eine Abbildung A : H — H heifit antilinear, wenn
Alp+¢) =Alp) + A(¥) und Alap) =a"A(p) ¢, v € Hia e C.
Das adjungierte einer (stetigen) antilinearen Abbildung ist definiert durch

(ATly) = (p|Av)Y* Vo, € H.

Dann ist A selbst antilinear, und es gilt (AB)" = BYAT fiir A, B linear oder antilinear. A
heift antiunitir, wenn A antilinear und AAT = ATA = 1. Fiir antiunitéres A gilt:

(Ap|A) = (plP)* = (P]p).

Zu einer Gruppe G von quantenmechanischen Symmetrietransformationen gehort eine Zuord-
nung g — 1'(g), so dafl A(7) und A(ii) gelten, und 7'(g) eine quantenmechanische Symmetrie-
transformation ist. Fiir die zugehorigen unitéren oder antiunitéren Operatoren D(g) := V()
mufl dann gelten:

(B)  D(gh) =e“9MD(g)D(h) und D(e) =1 o0.B.d.A.

Wenn zusétzlich D(g) unitér fir alle g € G (einzige Moglichkeit fiir kontinuierlich zusam-
menhéngendes ), dann spricht man von einer unitdren projektiven Darstellung von G in
H oder von einer unitiren Darstellung bis auf einen Faktor. Durch geschickte Anderung der
noch freien Phase der Darsteller

D(g) — D'(g) = ¥ D(g)

kann man versuchen, w’(g,h) = 0 zu erreichen, also den unbequemen Faktor e™(9:") zu
beseitigen, so dafl
(@) D'(gh) = D'(9)D'(h) und D(e) = 1.

Eine Abbildung D : G — EndV (=Menge der linearen Abbildungen V' — V), die (C) erfiillt,
heifit lineare Darstellung von G in V. D heifit unitdre Darstellung, wenn D(g) unitér fiir alle

g € G ist.
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Es gilt der folgende

Satz:

Eine unitére projektive Darstellung D einer zusammenhéngenden, einfach zusammenhéngen-
den kontinuierlichen Gruppe G in einem endlichdimensionalen Vektorraum lafit sich durch
geeignete Wahl der Phasen des Darstellers D(g) stets in eine lineare unitire Darstellung
iiberfithren.

Dieser Satz garantiert z.B., dal man fiir die Translationsgruppe R® nur lineare Darstellun-
gen zu untersuchen braucht. Auf die Probleme, die sich in diesem Zusammenhang mit der
Drehgruppe ergeben, werden wir weiter unten eingehen.

1.3 Transformationsverhalten fiir Wellenfunktionen und Observable

1. Wellenfunktionen
Wir betrachten als Beispiel Ortswellenfunktionen (Ortsdarstellung). (N.b.: der tradi-
tionsbedingte Gebrauch des Wortes ,,Darstellung” im Begriff ,,Ortsdarstellung” hat
nichts mit einer Darstellung einer Gruppe im oben eingefiihrten Sinne zu tun.)

Man definiert
(T)(Z) = (@|Vr) = (Via]p) ™) = y(Viz)®)

(konjugiert Komplexes fiir V' antiunitér). Dieses Transformationsverhalten ist kovariant.
Fiir Dichtematrizen findet man sofort

Pl = VrpVy
(héngt nur von T' ab, kovariant.)

2. Observable
Der Erwartungswert einer Observablen B wird sich i.a. bei der Transformation eines
Zustandes dndern:

(V[BlY) = (V| BIVrip).

Vom passiven Zustand aus kann man die Observablen als Koordinatensystem deuten
und die Anderung des Erwartungswertes einer entsprechenden Anderung der Observa-
blen zuschreiben. Also:

(Ve BIVr) = (V] BVr|w) = (4] BJ)
mit B = V;[BVT (kontravariant). Es gilt:

(a) B hiingt nur von B und T ab

(b) B selbstadjungiert = B selbstadjungiert; By Bs = B Bo

(¢) B hat dasselbe Spektrum wie B (Bew.: By = Ay = BV,iy = ViBy = AVi4p.)
Eine andere Fragestellung ist die folgende: Wie mufl man die Observable B transfor-
mieren, damit der Erwartungswert der transformierten Observablen im transformierten

Zustand mit dem Erwartungswert der untransformierten im untransformierten Zustand
tibereinstimmt? Die Bedingung hierfiir lautet:

(| Blg) = (Vreo|B'|Vry),

woraus sich



B' = VyBV}

ergibt (kovariantes Transformationsgesetz). Fiir B’ gelten dieselben Aussagen (a), (b),
(c) wie fur B.
Die kanonischen Vertauschungsrelationen [P, Q;] = ?5@1 gehen unter dieser Transfor-

mation iiber in

+ fiir unitdres V.
— fiir antiunitares V

h
[PZ/7Q;] = :]:;1(51] mlt{

Eine Symmetrietransformation T eines quantenmechanischem Systems heifit Invarianz-
transformation, wenn fiir den Hamiltonoperator H gilt:

(I) H=H:=VrHV].

Das ist dquivalent mit
(I [H, V] = 0.

Wir registrieren einige unmittelbare, wichtige Folgerungen aus einer derartigen Invari-
anz:

(a)
(Y| H[y) = (Voo [H V).
Energieerwartungswerte bleiben bei Transformation des Zustandes invariant.

(b) Fiir einen Eigenraum Wg von H zum Eigenwert E gilt:
VoW = W, denn Ho = By = HVpih = VpHep = Vi B = EVip.

Insbesondere sind bei Invarianzgruppen G die Eigenrdume Wg (projektive) Dar-
stellungsrdume von G.
f%Ht (

(c) Fiir den Zeitentwicklungsoperator U(t) = e H zeitunabhingig) gilt:

U(t) fiir unitédres Vp

T
VTU(t)VT = { UT(t) = U*l(t) =U(—t) fir antiunitéres Vp

Im antiunitdren Fall wird also die Zeitentwicklung umgekehrt. Im unitéren Fall
finden wir

(VrolU(0)[Vr) = (p|U(t)|4).

M.a.W.: Der Zustand [¢] entwickelt sich in den Zustand [¢] mit derselben Wahr-
scheinlichkeit wie der transformierte Zustand [Vr] in den transformierten Zustand
[Vrp]. Im antiunitidren Fall ist hingegen

(VrelU@)|Vrv) = (plU(6)'9)" = (U (t)] ) -

[¢] entwickelt sich in [¢)] mit derselben Wahrscheinlichkeit wie [Vpe)] in [Vrg].
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1.4 Translationen

Zur Ilustration betrachten wir die Realisierung von Translationssymmetrien fiir spinlose Teil-
chen in der Ortsdarstellung genauer.

Der Translation um einen Vektor @ ordnen wir einen unitidren Operator D(a) zu, der auf die
Eigenvektoren |Z) des Ortsoperators Q wie folgt wirkt:

D(@)|Z) = |Z + @)

Es gilt D(a + E) = D(ﬁ)D(g); D(0) = 1; DY(@) = D~1(d@) = D(—a).
Wir geben das Transformationsverhalten verschiedener Grofien an.

1. Wellenfunktion:

also

d.h.

Der Impulsoperator erzeugt infinitesimale Translationen.

Dies ist ein wichtiger allgemeiner Zug kontinuierlicher Gruppen, daf} sich endliche Trans-
formationen als Exponentialfunktion infinitesimaler Erzeugender schreiben lassen.

2. Operatoren

—

D(@)QD¥(a)|#) = D(@)Q|7 - @) = (¥ — a)D(@)|7 - @) = (¥ — a)|2),

also

oder auch
Q. D(@)] = aD(a).

Hieraus 148t sich wieder D(a) = e~ #3P ableiten. Ferner:

P = D(@)PD! (@) = P.
Kanonische Vertauschungsrelationen:

h
PLQ) =[P Q)] = 5.

also lassen sich Translationen immer nur unitir realisieren.

3. Erwartungswerte

(D(@)¢|@|D(va)p) = (Y| DN(@)QD(@)|w) = (|G + aly) = (¥|Q|v)a.



4. Translationsinvarianz
Die Bedingung fiir Translationsinvarianz

[H, D(d@)] =0
fiir alle @ € R? ist gleichwertig mit
[H, P] =0,

wie sich z.B. durch Differentiation nach @ anzeigen l48t.

Translationsinvarianz ist also gleichwertig mit Impulserhaltung.

Ganz allgemein bedeutet Invarianz unter einer kontinuierlichen Gruppe, dafl die zugehori-
gen infinitesimalen Erzeugenden (stets selbstadjungiert), Erhaltungsgréfien sind. Systeme mit
mehreren Teilchen mit oder ohne Spin lassen sich ganz analog behandeln. In diesem Falle ist

D(EL’)|£’1,m1; To,mM2;. .. > = |f1 4+ d,my; T + ad,ma;. .. >,
=, - . = ., P,
Qa:Qa_aa Pa:POu Sa:sa'
Translationsinvarianz ist hier gleichwertig mit Erhaltung des Gesamtimpulses

F=Y"F.

1.5 Drehungen (spinlose Teilchen)

Wir definieren zu jeder Drehung R eine unitire Transformation D(R) durch
D(R)|Z) = |RZ).
Dann transformieren sich Wellenfunktionen wie folgt:
[D(R)Y)(Z) = (Z|D(R)y) = (DN (R)Z|¢) = (R™'Z|¢) = v(R™'T).

Insbesondere gilt fiir eine kleine Drehung um den Winkel da um die 7-Achse

RlZ=Z-dafixZ+... und
[D(R)V](Z) = (& —dait X )+ ...
= (%) — da(@t x ) - Vo(Z) +
= @)~ Lo (¥ x TVyu(@) +
= (@) —idait - Lp(T) + ...,

und fiir endliche Drehungen um die 7i-Achse

D(R(a)) = e~t1L,
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Also werden Drehungen durch den Drehimpulsoperator erzeugt, und Drehinvarianz
[H, D(R)]
ist gleichwertig mit Drehimpulserhaltung
[H,L) = 0.
Fiir den Orts- und Impulsoperator findet man leicht das kovariante Transformationsgesetz
i = D(R)Q:D'(R) = Q;Rji,

P/ = D(R)P,DY(R) = P;Rj;,
L) = D(R)L;D'(R) = L;R;;.

Die kanonischen Vertauschungsrelationen sind drehinvariant:

h h
[Q;,JDJI] = [erps]Rm'st = E&"SR”RSjl = ;51‘1‘1'

Also konnen selbst diskrete Untergruppen der Drehgruppe nur unitdir realisiert werden. Orts-
und Impulsoperator sind Beispiele fiir sogenannte Vektoroperatoren. Ein Vektoroperator ist
ein Satz von drei Operatoren Ay, As, As, so dafl

D(R)A;D'(R) = A;Rj;.
Analog definiert man Tensoroperatoren r-ter Stufe durch
D(R)A;,. i, D'(R) = Ajy_j. Rjyiy - - R,

Durch Verjiingung kann man aus einem Tensoroperator r-ter Stufe einen Tensoroperator
(r — 2)-ter Stufe konstruieren. Beispiel fiir Tensoroperatoren zweiter Stufe: A; (=), Aj;) ist
skalarer Operator (=Tensoroperator nullter Stufe):

D(R)AiD'(R) = Ay;.
Der Erwartungswert eines Vektor- (oder Tensoroperators) transformiert sich kovariant:

(D(R)Y|Ai| D(R)y) = (Y| D(R™)A;DN(R™Y)|y) = Rij(w|A; ).

1.6 Lineare Darstellung von Gruppen

Wir tragen hier einige grundlegende Definitionen zu linearen Darstellungen von Gruppen
zusammen. Der Begriff selbst wurde schon in 1.2 definiert, ebenso der Begriff der unitiren
Darstellung. Die meisten der folgenden Aussagen und Definitionen sind sinngeméif auch auf
Darstellungen bis auf einen Faktor (projektive Darstellungen) anwendbar. ,,Darstellung” wird
im folgenden immer ,lineare Darstellung” bedeuten.

Es seien D und D’ Darstellungen einer Gruppe G in den Vektorrdumen V und V.

1. D und D’ heiflen dquivalent (D = D’), wenn es einen linearen Isomorphismus C': V —
V' gibt, so daf3
CoD(g9)=D'(g)oC VgeQG.
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. Zu jeder Darstellung D in V gehort eine Darstellung D in End(V), die durch

D(g)A = D(9)AD(g™")

definiert ist (A €End(V)).

. Zu D und D’ gehort eine Darstellung D ® D' im Tensorproduktraum V ® V' von V

und V’, definiert durch:

(D@ D')(g)(v@') = (D(g)v) @ (D'(g)).

. Zu D und D’ gehért eine Darstellung D @ D' in der direkten Summe V &V’ von V und

V', definiert durch

(D@ D")(g)(v @ v') = (D(g)v) & (D'(g)).

. Ein Teilraum W C V des Darstellungsraumes V heifit invariant, wenn fiir alle g € G

und alle w € W
D(g)w e W

gilt. Eine Darstellung D in V heifit irreduzibel, wenn {0} und V' die einzigen invarianten
Teilrdume von V sind, andernfalls reduzibel. Fiir unitire Darstellungen D gilt:

Wenn W C V invarianter Teilraum ist, dann auch W+ = {u| (u,w) = 0Vw € W}. Es
gibt also zu jedem invarianten Teilraum einen komplementéren invarianten Teilraum,
und es ist D = Di @ Dy, wobei D7 und Dy Darstellungen in W und W+ sind. So
fortfahrend, kann man jede unitire Darstellung als direkte Summe von irreduziblen
unitiren Darstellungen darstellen, und diese Zerlegung ist bis auf Aquivalenz eindeutig.
In einer geeigneten Basis nehmen dann die zu D(g) gehorigen Darstellungsmatrizen alle
Blockdiagonalform an:

Es ergeben sich im Zusammenhang mit der Darstellungstheorie von Gruppen zwei
Hauptprobleme:
e Auffinden aller unitéren irreduziblen Darstellungen,

e Zerlegung (,,Ausreduktion”) einer gegebenen Darstellung nach ihren irreduziblen
Bestandteilen.

. Fiir kontinuierliche Gruppen gehért zu einer (irreduziblen) Darstellung von G immer

auch eine (irreduzible) Darstellung der Algebra der infinitesimalen Erzeugenden, und
umgekehrt 148t sich ,,im wesentlichen” (d.h. bis auf einen Faktor) aus einer solchen
Darstellung eine Darstellung von G zuriickgewinnen. Wenn D(L) die Darstellung der
infinitesimalen Erzeugenden L ist, dann gilt:

2. D(L)A = [D(L), Al A €End(V)

3. (Do D) Lvev =(D(L)v)®@v+ve (D'(L)V)

Beispiele der Darstellung der Drehgruppe:
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(a) Natiirliche Darstellung in V = IR3
D(R)é; = é;Rji; D(L;)j = —iegp,

(b) Darstellung auf V' = £2(IR?) (Wellenfunktion)
[D'(Ryy)(@) = »(R™'F);  D'(L) =

(¢) Vektoroperator A; (V = {o;A;|a; € R})
D'(R)A; = D'(R)A;D'(R™") = A;Rj;

D und D’ sind irreduzibel und &quivalent (Isomorphismus Cé; = A;). D" ist
unendlich-dimensional und reduzibel. Beispielsweise spannen alle Funktionen mit
Trager in einer Kugel vom Radius 1 einen invarianten Teilraum auf.

1.7 Unitare Darstellungen der Drehgruppe
Die infinitesimalen Erzeugenden der Drehgruppe sind durch die Vertauschungsrelationen
(*) [Ji, Jk] = iEjlil

gekennzeichnet. Man kennt alle irreduziblen unitédren Darstellungen der Drehgruppe, wenn
es gelingt, alle irreduziblen Darstellungen der J; durch selbstadjungierte Operatoren zu kon-
struieren. Genau dies haben wir bereits im letzten Semester getan. Wir wiederholen hier nur
das Ergebnis:

Die unitéren irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe sind alle endlich dimensional. Zu
j=0,1/2,1,3/2,... gehort (bis auf Aquivalenz) je eine Darstellung D7 der Dimension 2j+1.
Der Darstellungsraum V; von D7 wird durch ein Orthonormalsystem von (25 + 1) Vektoren
l7,m) (m = —j,—j+1,...,+7) aufgespannt. Die Darsteller der Erzeugenden wirken wie folgt:

J3‘j7m> = m|.77 > }
Jeljm) = i(G+1) —mmE1)j,m=1)

(Jx = Ji & iJy), wir schreiben J; statt D7(J;). Die Darstellungsmatrizen beziiglich dieser
Basis fiir endliche Drehungen lassen sich dann ebenfalls gewinnen:

R)|j,m Z [, m) (3, m/ | D (R)|j,m Z |4, m

Zur weiteren Reduktion des Problems ist es oft zweckméfig, die Drehung durch die Fulerschen
Winkel zu parametrisieren:

= JY,m) = j(j +1)|j,m)

R(a, B,7) = Ron(7) Ry (B) R ()

(erst Drehung um « um die z-Achse, dann Drehung um 3 um neue y-Achse, dann Drehung
um + um neue z-Achse). Es gilt auch

R(Oé, B, ’7) = RZ(Q)Ry(ﬁ)RZ(V)a

und wegen ' ‘ ‘
Ry(B) = e "2 Ru(Q)ljym) = e P |j,m) = 7| j,m) -

i c—i . 4 . Def _im/a—i ]
J m(a,ﬁ,’)/):e im’a zm'y<j’m/|€ ZJQ,B‘]’m> :e e im’a zm’yd.anlm(ﬂ)‘

Es geniigt also die Grofien dﬁn,m(ﬁ) zu berechnen, was nicht sehr schwierig ist. Wir werden
nun die Darstellungen D’ der Reihe nach betrachten.



1. DY ist eindimensional, D°(R) = 1 fiir alle R € SO(3):,,triviale Darstellung”.

2. D2 ist zweidimensional (Spinordarstellung). Die Darstellungsmatrizen der J; sind in
der Basis (|1/2,1/2),]1/2,—1/2))

L1 /01 (0 = /1 0
i=% 1=\ 4 o) 2=\ ; o) BT\o -1 )

Fiir endliche Drehungen gilt:
¢

D%(ﬁ, () = e M0/ = cosg —i(fio) sin 2

insbesondere

1 ;B 8 . i cosZ —sin8
dz — e 1292 — [ — 2 2 .
(B)=e cos 3 i(02) sin 5 ( sing cosg )

Eine wichtige Beobachtung;:
1
D2 (i1, 2m) = —1.

Eine Drehung um 27 wird also nicht durch die Einheitsmatrix dargestellt. D3 ist also
nur eine Darstellung bis auf einen Faktor von SO(3). Dasselbe gilt von D7 mit halbzah-
ligem Drehimpuls j. Andererseits miissen alle Observablen invariant unter Drehungen
um 27 sein:

A" = D(2m)ADT(27) = A.

Wenn ¢, zu ganzzahligem und ¢y, zu halbzahligem j gehort, dann mufl das Matrixele-
ment (pq|A|pp) fiir alle A verschwinden:

(pglAln) = (pg| DT (2m) AD(2)|pn) = (D(2m)pg | AID(2m)pn) = —(pg| Alon)

= (pglAlen) = 0.

Eine kohirente Uberlagerung ayp, + by, (|a|?> + [b|?> = 1) ist fiir alle Erwartungswerte
von einem durch den Dichteoperator

p = lal*|pg) @yl + [b]*|on) (en]

beschriebenen Gemisch ununterscheidbar. In diesem Sinne entspricht einer Superpo-
sition von Zustdnden mit ganzzahligem und halbzahligem Spin kein zulédssiger reiner
Zustand eines quantenmechanischen Systems. Stattdessen hat man mit zwei Hilber-
trdumen Hgy, Hj, zu arbeiten:

H="Hy D Hh,

und jeder reine Zustand ist entweder Strahl in ‘H, oder Strahl in H}. Der Zeitentwick-
lungsoperator U(t,t') wird wegen [H, D(2m)] = 0 die Réume H, und H), festlassen,
so daf} ,,ganzzahliger” Zustand stets ganzzahlig und ein ,,halbzahliger” Zustand stets
halbzahlig bleibt. Man sagt: Es gilt die Superauswahlregel der Univalenz. H, und H,,
heiflen Superauswahlsektoren.

Die Existenz von Superauswahlregeln und -sektoren bedeutet stets eine Einschrankung
des Superpositionsprinzipes. (Anderes Beispiel: Ladungssuperauswahlregel, keine kohéren-
te Uberlagerung von Zustédnden verschiedener Ladung.)
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Unsere frither gegebene Formulierung der formalen Grundlagen der Quantenmechanik
bedarf in diesem Lichte einiger (allerdings sehr offensichtlicher) Modifikationen, die die
Moglichkeit von Superauswahlregeln beriicksichtigen.

Eine Symmetrietransformation mufl die Superauswahlsektoren, in denen das Superposi-
tionsprinzip gilt, entweder festlassen oder als ganzes miteinander vertauschen. Die Ein-
schriankung einer Symmetrietransformation T' auf einem solchen Superauswahlsektor ist
dann stets (bis auf Phase eindeutig) durch einen isometrischen oder antiisometrischen
Operator darstellbar. Fiir das Transformationsverhalten des Spinoperators finden wir

D2(R)o;D2(R™') = o;Rs,
also ist §'= %6 ein Vektoroperator, insbesondere ist

D%(Qﬂ')aiD%(Qw)*l = 0.

3. Die Darstellung D! zum Drehimpuls 1 ist dreidimensional. Beziiglich der Basis |1, 1),
|1,0), |1, —1) sind die infinitesimalen Erzeugenden durch die Matrizen

1 0 0 010 0 00
Js=(00 0o |, Jgo=v2(l0oo0 1|, Jo=v2[10 0],
0 0 —1 0 00 010
gegeben. Da es genau eine unitéire dreidimensionale Darstellung gibt, miissen D! und die

(komplexifizierte) Standarddarstellung dquivalent sein. Der zugehérige Isomorphismus
&8t sich leicht angeben. Es ist:

11,1) H—%(é} + i€y): =€y,

|1,0> — 53 2260,
11, —1)e %(a —iey) 1=E_.

Die Vektoren &, €_, €, bilden die sogenannte sphdrische Basis von €3, die im Gegensatz
zur kartesischen Basis €1, €, €3 aus Eigenvektoren von J3 besteht. Der Ubergang von
der sphérischen zur kartesischen Basis ist auch fiir Tensoren héherer Stufe in analoger
Weise moglich und in vielen Féllen niitzlich. Die sphdrischen Koordinaten hingen mit
den kartesischen Koordinaten wie folgt zusammen:

F1

\/5(51 Fil); &o = &3.

T=¢& =er8 +e-§ +épbo e =

4. Die Darstellung D' (I ganzahlig) haben ungerade Dimensionen 21 + 1. Solche Dar-
stellungen werden durch symmetrische spurfreie Tensoren [-ter Stufe realisiert, die
(142'2) — (é) = 2] + 1 unabhéngige Komponenten haben. Der Zusammenhang mit den
(21 + 1)-gliedrigen Standardbasen (|l,m))=—;,. ; ergibt sich durch Umschreiben auf
die spharische Basis. Wellenfunktionen vom Drehimpuls I, auf denen die infinitesima-
len Erzeugenden als Differentialoperatoren L; = —i€; ;25 X Vi wirken, sind gerade die
Kugelfunktionen Yj,,,, und die Darstellung auf dem Raum, der von den Funktionen Y,
mit festem [ aufgespannt wird, ist der Darstellung D! dquivalent: Y, < |{,m). Wir
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wollen statt Yy, (0, ) schreiben Y, (7)) mit (n,ng,n3) = (cos 6 cos ¢, cos 0 sin ¢, sin 0).
Dann ergibt sich fiir die Kugelfunktionen das folgende Transformationsgesetz:

Vi (R™13) = Vi (78) Do (R).
Wir notieren zwei unmittelbare Folgerungen hieraus:
[ ]

Y (R7) = Yip (7) D!

m’m(

R,

also mit 77 = €3 wegen

20+ 1
Vi (83) = 4+ omro und D', (R)*=D! (R7!):
7

DLo(R) = Vit (Ri)y |~ oder DLo(,0,7) = 1/ —T—¥7* (0, )

m0 — 4im 20+1 mo\$, V7)) = 2l+1lm P
[}

ZYzm (78) Y (71 ZYzm Rii)Yjy, (Ril"),
also mit Rii’ = €3 wegen Yjo(0, @) = 2fl—frlpl(cos 0):

. 20+ 1 .
ZYzm )Yy (1) = = —Pi(iii).

Dies ist das Additionstheorem fiir Kugelfunktionen. Die Zerlegung der Darstel-
lung von SO(3) auf Wellenfunktionen £2(IR%) entspricht der Entwicklung nach
Kugelfunktionen:

Y V0, in) it i) = [ 95, 6.000).

I m=-=l
Eine weitere konkrete Realisierung der Darstellung D' sind die irreduziblen Tensorope-
ratoren [-ter Stufe.
Definition:
Ein Satz (T%,)m=—1,... +1 von (20 + 1) Operatoren heifit irreduzibler Tensoroperator I-ter
Stufe, wenn das folgende Transformationsgesetz unter Rotationen gilt:

DR)T.,D(RY) =T1!,D!, (R).
Durch die Zuordnung |I,m) < T wird dann eine Aquivalenz zur Darstellung D' dar-

gestellt. Gleichwertig mit dem obigen Tranformationsgesetz sind die folgenden Vertau-
schungsrelationen mit den Darstellern J; der infinitesimalen Erzeugenden:

[(J3, TL] =mTl; [T, Th] = VII+1) —m(m £ )T, .

Beispiele fiir irreduzible Tensoroperatoren [-ter Stufe sind spurfreie symmetrische Ten-
soroperatoren [-ter Stufe, umgeschrieben auf die sphérische Basis. Insbesondere gibt
der Vektoroperator A zur Bildung des irreduziblen Tensoroperators erster Stufe

1 ) 1 .
Ap = —5(Ai+idy), A= 54 —ids), Ao= A,

Anlaf3.
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1.8 Tensorprodukte von Darstellungen der Drehgruppe

Das in 1.6 definierte Tensorprodukt von Darstellern D/t und D72: D/t @ D72 ist eine (i.a.
reduzible) Darstellung der Drehgruppe auf dem (2j; 4 1)(2j2 + 1)-dimensionalen Raum Vj, ®
Vj,. Wir stellen uns die Aufgabe, diese Darstellung in ihre irreduziblen Anteile zu zerlegen.
Eine Basis von V;, ® Vj, wird durch das Orthonormalsystem

. . Def (. .
{71, m1)lj2, m2)} = {|j1,m1; j2, m2)}

gebildet. Die infinitesimalen Erzeugenden wirken auf diese Basisvektoren wie folgt:

J3|41,m1; J2, ma) (J:)E )+ J3 )111,m1,]2,mz)
= (m1 + ma)|j1, m1; j2, m2),

(%) Tl ma; o, me) = (J()+Ji Vg1, ma; g2, ma)

= Vil +1) —mi(my £ 1)|j1,m1 £ 1; j2, ma)

+  Vi2(j2 + 1) — ma(ma £ 1)|j1,m1; jo2, mo £ 1).

Das geschilderte Problem tritt etwa auf, wenn man die moglichen Werte des Gesamtdrehim-
pulses fiir ein System aus zwei Teilchen mit gegebenen Drehimpuls bestimmen will. Aus (*)
entnehmen wir, dafl die Operatoren J; des Gesamtdrehimpulses sich additiv aus den Dre-
himpulsoperatoren der einzelnen Teilchen zusammensetzen. Andererseits gehort der Zustand
|71, m1; j2, m2) i.a. nicht zu einem scharfen Eigenwert des Operators J? = (f(l) + j(z))Q. Ein
anderes Beispiel fiir das Auftreten von Darstellungen D' @ D72 ist die Drehimpulszerlegung
der Wellenfunktion eines Teilchens mit Spin, das durch eine Wellenfunktion

Z¢u )s, )

mit Werten im (2s + 1)-dimensionalen Darstellungsraum D? bschrieben wird. Unter Drehun-
gen transformiert sich eine solche Wellenfunktion kovariant:

(D(R)W)(@) = Y _ (R D)|s, 1) Dy (R).
!
Zerlegt man die Komponentenfunktionen v, nach Kugelfunktionen:

Z flmu Yim )‘5 M>

w,l,m

so transformieren sich die Groflen Yj,,|s, u) wie Vektoren aus V; @ V;, gehoren aber noch nicht
zu einem definierten Wert des Gesamtdrehimpulses.

Der héchste Eigenwert von J3 = J(l) + J§2) im durch {|j1, m1; j2, m2)} aufgespannten Raum
Vi, @V}, ist (41 + j2); er ist elnfach Der hochste bei der Ausreduktion auftretende Gesamt-
drehimpuls ist demnach ebenfalls (j; + j2). Durch sukzessives Anwenden von J_ auf

1, 713 32, 32) := |J1 + j23 41 + Jo)

erhélt man dann die 2(j; + jo) + 1 Zusténde |j1 + j2, M), die einen zu Vj, 4, dquivalenten
Darstellungsraum von SO(3) aufspannen. Der zweithochste Eigenwert (51 + j2 — 1) von J3
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ist zweifach, der Vektor |j; + jo — 1,1 + j2 — 1) ist orthogonal zu |j; + j2,j1 + j2 — 1) und
gehort zum Gesamtdrehimpuls (71 + jo — 1). Wieder erzeugt man sich durch Anwenden von
J_ Basisvektoren |j1 + j2 — 1, M) der entsprechenden, zu D/1772=1 jquivalenten Darstellung.
So fortfahrend findet man:

Die (21 + 1)(2j2 + 1)-dimensionale Darstellung D't ® D72 enthilt genau die Darstellungen

o i -
Dlin=ipl pli—i+l  piti
je einmal.

Zur Kontrolle berechnen wir die Dimension:

J1+72
2+ D+ = > (2j+1).
J=lj1—j2|
Die Vektoren |J, M) aus V;, ® V}, mit
(JO £ T2 My = J(J+1)|J, M)

Y 4 Tg, M)y = M|J, M)

(J =i — oo ond + g2 M=)

bilden ein weiteres vollsténdiges Orthonormalsystem von V;, ® Vj,. Der Ubergang von einem
System zum anderen wird durch die Clebsch-Gordon Koeflizienten vermittelt:

‘J7 M> = Z |j17m1;j27m2><j17ml;j27m2|<]7 M>7
mm/
1, g ma) =Y [T, M)(J, M|j1, ma; ja, ma).
J,M

Es gilt natiirlich (j1,m1; j2, ma|J, M) = 0 fir M # mj 4+ mg, so daf§ die Summationen in
den obigen Formeln zum Teil inaktiv sind. Die Clebsch-Gordon Koeffizienten sind durch die
Orthogonalititsrelationen

Z(JvM‘jlaml;j27m2><j1)ml;j27m2|J/7M/> - 5JJ’5MM’7
mm/
Z<jla ml;j27m2"]7 M> <J7 M‘jla mll;j27m/2> = 5m1m’16m2m’27
JM

die Rekursionsformel

(j1,ma; jo, ma|Je|J, M)y = /J(J+1)— M(M £ 1)(j1,m1; j2, ma|J, M £ 1)

= Vi +1) —mi(my F 1) (G, m1 F 15 j2, mal|J, M)
+ V22 + 1) — ma(ma F 1){j1, m1; jo, mo F 1|J, M),

und die Phasenkonvention
(1,715 J2, J — j1|J, J) > 0
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eindeutig bestimmt. Sie sind alle reell und erfiillen die Symmetriebedingungen
(1, ma; ga, malJ, M) = (=1)77 772 (o, ma; ji, ma |, M),
(1, ma; ga, malJ, M) = (=1)7772 (1, —my; ja, —malJ, — M),

. . ; [2J+1 . .
<]13m1;]27m2‘J7M> = (_1)J2+m2 2j2+1<327_m2;J7M|j17m1>‘

Von Bedeutung sind noch die sogenannten Spinorkugelfunktionen

Y 0,0) = 37 (M — i s, ul, M)Yiar— (8, 0)|s, 1),

pn=—s
Wellenfunktionen, die Zusténde von Teilchen mit Spin s und Bahndrehimpuls [ zu gegebenen
Gesamtdrehimpuls J (=Bahndrehimpuls+Spin) beschreiben.

Die Drehimpulszerlegung der allgemeinsten Wellenfunktion eines Teilchens mit Spin s, die
wir oben angestrebt hatten, lautet dann

\I/(f) = Z flmu(T)Ylm(@,SOﬂS,M)

w,l,m

l,s
= > furrmp (MM — s, 1l MY (8, 0)
J,M,

I
= > g,y
JMi

Die Matrixelemente (o; j", m/|T, qk]oz; j,m) eines irreduziblen Tensoroperators k-ter Stufe zwi-
schen Zustéinden mit gegebenen Drehimpulsen und magnetischen Quantenzahlen (der Index
a soll eine eventuelle Entartung von Zustdnden zu denselben Werten von j und m beriick-
sichtigen) lassen sich weitgehend mit darstellungstheoretischen Mitteln berechnen.

Man beobachtet, dafl sich die Zusténde Tf|a; j,m) wie Zusténde |k, q)|j, m) transformieren:

D(R)T}|a;j,m) = D(R)TFD(RUY)D(R)|a;j,m)
_ ki .- / k j
= Tjla;j,m")Dy (R)D; . (R).
Dann transformieren sich die Zustande

. Def . .
(Tag)J, M) =Y (k. q; j,m|J, M)Ty|; j,m)

q?m
wie die Zusténde |J, M) aus V;. Man findet:
(s, m/|Tyles j,m) = > (k,q;4,m|J, M){as §',m/|(Tag)J, M)
J,M
= (k,q;j,m|j", m') (/s 5, m/|(Tej) ", m).
Man sieht ferner (etwa durch das Anwenden von Ji), dafl das zweite Matrixelement nicht
von m abhédngt, und erhélt das wichtige Wigner-Eckart-Theorem:

(5", m!|TF e 4, m) = (k,q; 3, m|j’,m/)(, §'||T"||ev, 5).

Die GroBe (o, j'||T*||a, 7) heift reduziertes Matrizelement. (Bei seiner Definition werden oft
noch gewisse Faktoren herausgezogen.) Die gesamte Abhéngigkeit von m, m’ und ¢ ist vom
konkreten Tensoroperator T(f und «, a’ unabhingig und nur durch einen Clebsch-Gordon-
Koeffizienten gegeben. Die speziellen Eigenschaften des Tensoroperators und der Zusténde
gehen nur in das reduzierte Matrixelement ein.
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1.9 Isospininvarianz
Beobachtungen:

1. Elementarteilchen treten in Multipletts auf, d.h. in Gruppen von Zustéinden (fast) glei-
cher Masse aber verschiedener Ladung. Beispiel:

e Proton-Neutron: Nukleonenduplett (p, n)
e Pionentriplett: (7, 7%, 77)
e A-Resonanzquadruplett: (AT, AT A% A7)

2. Die Kernkrifte (starke Wechselwirkungen) zwischen pp und nn sind gleich und der pn-
Kraft dhnlich. Diese Tatsachen werden durch die Isospininvarianz der starken Wechsel-
wirkungen erklért: Es existiert eine Invarianzgruppe SO(3) (oder SU(2)) mit infinitesi-
malen Erzeugenden I;, so daB [I;, I;] = ie;j 1), und der Hamiltonoperator H der starken
Wechselwirkungen [H, I;] = 0 erfiillt. (Die elektromagnetischen und schwachen Wechsel-
wirkungen werden zunéchst als klein vernachléssigt.) Die Zustédnde in den Isomultipletts
zu gleichem Impuls spannen irreduzible Darstellungsrdume der Isospingruppe auf:

(p,n) = (11/2,1/2),[1/2,-1/2))
(7T+a7r0>7ri) = (|171>>|1a0>7|17_1>)
(A++7A+’A07A_) = (|3/273/2>7|3/271/2>7|3/27_1/2>7‘3/27_3/2»
z.B.: . .
Llp) = Slpy - Lsln) = —5ln);

Iilp)=0; I_|p)=|n); Ii|n)=1Ip); I_|n)=0.

Fiir die Ladung eines Zustandes gilt Q = I3 + %Y, wobei die sogenannte Hyperladung
Y fir p, n, A den Wert +1 und fiir 7 den Wert 0 hat.

Die Gleichheit der Massen erkliart sich dann aus
(I,Is|H|I, I3y = (I,Is £ 1|H|I, I3 £ 1).

Da H Isoskalar ist, so ist auch der Zeitentwicklungsoperator U Isoskalar, und es lassen
sich mit gruppentheoretischen Methoden Verhéltnisse von Ubergangsmatrixelementen
berechnen.

Die Isospininvarianzgruppe ist isomorph zur Drehgruppe (deshalb der Name ,,Isospin”).
Natiirlich sind die Isospintransformationen in keiner Weise als rdumliche Drehungen zu
deuten, sie transformieren vielmehr gewisse Zustdnde verschiedener Ladung ineinander.

1.10 Paritiat

In der klassischen Mechanik ist die Paritétstransformation eine Abbildung I,,, die den Zustand
(Z,p) tberfiithrt in (—Z, —p). Es ist Ig = id. In der Quantenmechanik muf I, ein unitérer
oder antiunitdrer Operator P entsprechen mit

ppt = pip=1,
P2 = ¢

P = P'PP=-P,

Q@ = PlgP=-aQ.
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Somit
L'=P(QxP)P=L

und fiir den Spinoperator S ist zu fordern
S =PiSP=3S.
Die kanonischen Vertauschungsrelationen sind unter P invariant:

h
also mufl P unitir sein. Dann la8t sich durch geeignete Phasenwahl P? = 1 erreichen, woraus
sich zusammen mit der Unitaritit Pt = P folgt. Also ist P eine Observable, die sogenannte
Paritit. Thre moglichen Eigenwerte sind +1. Jeder Zustand |¢) 148t sich in einen ,,geraden”

und ,,ungeraden” Anteil zerlegen:

1

9) = s} + 9o} = 5

(14 P)l) + 51 P)l)

mit P|1/):|:> = :i:’1/):|:>.
Eine Observable A heifit gerade (ungerade) unter P, wenn

PAP = +A(—A).
Es gelten die folgenden Auswahlregeln:
A gerade Observable: (¢4 |A|ps) =0,
B ungerade Observable: (11 |B|p+) = 0.

Ein Tensoroperator n-ter Stufe heifit Pseudotensoroperator, wenn
PTP = (—1)"*T,
und Tensoroperator (im engeren Sinne), wenn
PTP = (—1)"T.
Insbesondere gilt fiir skalare (pseudoskalare) Operatoren S:
PSP =+S(-95).

Parititsinvarianz bedeutet [H, P] = 0. H ist also ein skalarer Operator.
(Beispiel:
P? -
H = 5 +W(r)+Vi(r)L - S.

Gegenbeispiel:

P2 - oo
H=—+1V2QS + V3PS.)
2m

Wenn Paritétsinvarianz gilt, ist P eine erhaltene Groe, und gerade (ungerade) Zusténde
bleiben bei ihrer Zeitentwicklung stets gerade (ungerade). In der Ortsdarstellung hat die
Paritétstransformation folgende Gestalt:
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und P ist unitédr. Also
(P) (T, 1) = (T, p| P) = (P(T, p)|) = (=T, ulp) = (=T, p),
und entsprechend fiir Mehrteilchenzusténde (P ist multiplikative Quantenzahl). Wegen
PYi (6, 0) = Yin (1 = 0, ¢ + 1) = (=1)'Yin (6, ¢)

ergibt sich die Paritédt eines IN-Teilchenzustandes mit Bahndrehimpulsen [; der einzelnen
Teilchen zu

(~DZH,

1.11 Bewegungsumkehr (Zeitumkehr)

In der klassischen Mechanik gehort zur Bewegungsumkehr eine Transformation Iz mit 12 =
id und Ip(Z,p) = (Z, —p). Bewegungsumkehrinvarianz bedeutet, dal zu jeder Losung der
Bewegungsgleichung, bei der eine gewisse Menge von Zustéinden durchlaufen wird, auch eine
zeitumgekehrte Losung der Bewegungsgleichung gehort, die zeitlich ,,riickwérts” verlauft, bei
der also die mit I transformierten Zustédnde in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen werden.
In der Quantenmechanik muf} es also eine unitire oder antiunitire Transformation 6 geben
mit

00 = 06" =1;

0> = eml;
0tP9 = —P;
0’0 = q;
0'Lo = —L;
0tSe = -—S.

Man sieht, daf fiir die kanonischen Vertauschungsrelationen gilt:
Qi Pj] = —[Qi, Py,

so daB 6 antiunitir sein mufl. Zeitumkehrinvarianz bedeutet [H, 6] = 0.

(Beispiel:

-,

P2 - o
H=—+W+WVL-S.
2m

mit W, V; reell; Gegenbeispiel:

P2 - oBre o
H:%—FVQZQQS’Q—i—ZV}; (84 % 85)L.)

Fiir zeitunabhéngiges H ist dann
OU (£)0" = fe~ 1 Ht0T = enlt = U(—t) = UT(1),

also
Oly(t)) = OU (1)[1(0)) = U (1)67015(0)) = U(—1)6]1(0)) = o (1)) :

Transformierte Zustéinde werden in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen. Die Realisierung
von 6 in der Ortsdarstellung ergibt sich wie folgt:
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1. Spin s = 0:

0|%) = |Z) antiunitir =

(09)(Z) = (£|0v) = (0F[¢)" = (Z|)" = " (2).

6 ist also einfach der antiunitéire Operator der komplexen Konjugation, und es ist #? = 1.

2. Spin s # 0:
Ansatz: § = VK, wobei K die komplexe Konjugation in der Ortsdarstellung ist (antiu-
nitdr) und V eine noch zu bestimmende unitidre Transformation. ¢ (%) ist eine (2s+1)-
komponentige Funktion, und die Spinoperatoren S; sind (2s + 1) x (2s + 1)-Matrizen.
Es muf} gelten:

[6150](2) = [KVISVEY)(Z) = [(VIsV)*¢)(F) = —[5¢](Z),

also
visy = -5

Insbesondere fiir s = %:

VigV = -3 = V =¢"0y,
und nach Festlegung der physikalisch bedeutungslosen Phase

V = —igy = d2(7) und

(09)(F) = —io2™(T).

Hieraus 1483t sich V' auch fiir hheren Spin und fiir Mehrteilchensysteme berechnen. Fiir
s = % gilt #2 = —1 und allgemein

0° = (—1)*.
Weitere Folgen der Bewegungsumkehrinvarianz:

1. Fiir s = 0 148t sich ein vollstéindiges Orthonormalsystem von (in der Ortdarstellung)
reellen Eigenvektoren des Hamiltonoperators H konstruieren. (|¢)) Eigenvektor = |¢) +
0)1) reeller Eigenvektor zu demselben Eigenwert.)

2. Fiir s halbzahlig ist der Entartungsgrad jedes Eigenwertes E des Hamiltonoperators
H gerade (Kramers-Entartung). (|¢) Eigenvektor = 6|¢) Eigenvektor zu demselben
Eigenwert und

(®l6y) = (99]6°p)" = —(P|6y),
also (¥]0v¢) =0.)
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2 Zeitunabhingige Storungstheorie

2.1 Storung eines entarteten Eigenzustandes
Spektren und Eigenzusténde eines Hamiltonoperators Hy seien bekannt:
Hy|n) = E,|n).

Die Eigenzustinde {|n)} sollen ein vollsténdiges Orthonormalsystem bilden. Wir stellen uns
das Problem, den Hamiltonoperator

H=Hy+ \V

zu diagonalisieren. Diese Aufgabe ist in den meisten Féllen nicht geschlossen losbar, wohl aber
&8t sich eine formale Entwicklung der Eigenzustéinde und Eigenwerte nach dem Parameter
A angeben.

Wir betrachten die Storung eines Eigenzustandes |n) von Hp, und wihlen 0.B.d.A. |n) = |0).
Ferner nehmen wir zunéchst an, daf |0) der einzige Eigenzustand von Hy zum Eigenwert Ej
sei. Wir setzen folgende Reihenentwicklungen nach A an:

(Ho +AV)[9(N)) = EAN)[$(N);

W) = D [T
r=0

E(\) = iE(T)X"
r=0

mit
|o) =0y und E(0) = EO — R,
Ferner stellen wir fiir [1(\)) die Normierungsbedingung

Olp(A) =00y =1 ( = (Ol¢r) =0Vr>0).

Vergleich der Keoffizienten von A" ergibt ein rekursiv 16sbares Gleichungssystem. Die ersten
Glieder der Entwicklung nach A sind:

BO =g BV = o=y CEWEND,
n£0 0 — Ln

o) =10); [y =3 yn>m.
n#0 n

Bemerkungen:

o Wichtige Merkregel: Die Anderung des Energiewertes in erster Nitherung ist gleich dem
Erwartungswert der Stérung im ungestoérten Zustand.
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e Es darf nur erwartet werden, dafl die ersten Terme der Stérungstheorie eine Ndherung
liefern, wenn

(n|V1]0)

EO - En

ist. (Energiedifferenzen grofy gegen Matrixelemente des Storterms.)

’)\ <1

e Wenn |0) der Grundzustand des von Hy ist, dann ist E®) immer negativ. Wir werden
hierfiir spéter einen tieferen Grund angeben.

Falls der Eigenwert Ey von Hy entartet ist, mufl das oben angegebene Schema modifiziert
werden. Wir bezeichnen mit {|0,7)} ein VONS des Eigenraumes von Hj zum Eigenwert Ej.
Die Rekursionsgleichungen fithren auf ein Eigenwertproblem

Z{<O, O‘|V‘O7 ﬁ> - €5aﬁ}cﬁ =0,
dessen Losungen wir e, und cg nennen. Also:
> {{0,0]V0,8) — eydap}ch = 0.
B8

Die Eigenwerte €, sind die Losungen der Sékulargleichung
det((0, a[V]0, B) — €dap) =0,

und falls der Eigenwert ., nicht mehr entartet ist, sind die Koeffizienten CB durch } 4 ]cﬁ\Q =1
bis auf eine Phase eindeutig bestimmt. (Andernfalls kann eine Orthonormalbasis des zu e,
gehorigen Eigenraumes noch frei gewéhlt werden und wird eventuell erst in héherer Ordnung
weiter festgelegt.)

ﬁcﬂ =0 fir e,#e¢s

gilt aus Hermitizitétsgriinden.
Die ersten Glieder der Entwicklung nach A lauten jetzt:

Y Y
0) _ . ( ) _ 2 _ <1/J0]V|n><n|V]¢0>
E© = Fy; ey;  ES 7% o
=Y o) ) =3 )
« n#0

Diese Formeln gelten, wenn der Eigenwert e, nicht mehr entartet ist, andernfalls mufl man
einen weiteren Entartungsparameter ¢ einfiithren:

3 =2 10.a)ey
o

und EY (2 ) durch Diagonalisierung der Matrix

ij (3" |V In) (n|V]4557)
MY = n%% -
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bestimmen. (Man kann auch )\Egl) + )\ZE%.) durch Diagonalisieren von

0,7[Vn)(n[V]0,6)

Y6 2 <
N =0V ,6) + 32 3 BV

n#0

erhalten.)
Bemerkung:

e Man sieht, daf} eine Storung i.a. zur Aufspaltung eines entarteten Eigenwertes fiihrt.

e Die Diagonalisierung von R,.3 = (0,a|V0, 5) gelingt besonders leicht, wenn man die
Basis {|0,a)} des Eigenraumes Wg, von Hp zum Eigenwert Ey schon so wihlt, daB
R,z schon Blockdiagonalform hat. Hierzu ist es wichtig, die Erhaltungsgréfien A aufzu-
suchen, fiir die [H, A] = [Ho, A] = [V, A] = 0 gilt. Zusténde von W, zu verschiedenen
Eigenwerten von A liefern dann verschwindende Matrixelemente zu R,g.

e Die Bemerkungen zum nicht-entarteten Fall behalten ihre Giiltigkeit.

2.2 Storungstheorie von Atombhiillen

Der Hamiltonoperator fiir die Elektronen der Hiille eines Atoms der Kernladungszahl Z ist
(bei Vernachléssigung der Kernbewegung, relativistischer Effekte etc.) durch

1 e?
52

a#3 ’Qa - Q,@|

Z

Hoou = Z

a=1

]52 Ze?

2m |Qal

gegeben. Selbst dieser Operator ist fiir eine strenge Behandlung noch viel zu kompliziert. In
der Zentralfeldniherung ersetzt man den EinfluBl des Kerns und der iibrigen Elektronen auf
ein Elektron durch ein geeignet gewéhltes effektives Zentralpotential:

Z 4 P*Q .
Ho=Y% H&=) |-* —V(\Qa!)] :
a=1 @

— 2m

Der Unterschied
Vi = H, Coul — He

wird dann als Stérung behandelt.

Eine Spinabhingigkeit des Hamiltonoperators durch die sogenannte Spin-Bahn-Kopplung Vo
muf} bei grofleren Anspriichen an die Genauigkeit ebenfalls beriicksichtigt werden. Sie ergibt
sich durch Wechselwirkung des Spinmagnetmomentes mit dem vom Elektron ,,gesehenen”
Magnetfeld

B=-"xE.
c
Eine genaue Berechnung dieses Effektes (Thomas-Faktor) ist erst im Rahmen einer relativi-

stischen Theorie moglich. Man findet

o 1, =
Vo=>" l V/(|Qal),

aSaT=
(6% 2m202 |QOL‘

wobei l; und §, Bahndrehimpuls und Spin des Elektrons « sind.
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Der Hamiltonoperator der Elektronenhiille ist dann,
H=Hc+Vi+Vo+...,

wobei vorerst weitere Terme, die Kernbewegung, duflere Felder, weitere relativistische Effekte,
Wechselwirkung mit Multipolmomenten der Kerns etc. beriicksichtigen, fortgelassen werden.
Wir geben nun Erhaltungsgroflen fiir die verschiedenen Hamiltonoperatoren an:

Hco erhalt l; (a )s Sa, (5a 2)
He+Wy erhilt E:Z I (L2)S Y Som( %)
Heo+ Vo erhilt  Jo = Iy + Fa, (Jo 2)
He+Vi+ Ve erhilt J=3,7a (J?).

Die Erhaltung der in Klammern stehenden Gréflen ist bereits eine Folge der iibrigen auf-
gefiihrten Erhaltungssétze.
Wir kommen nun zum Problem der Diagonalisierung von H. Die Diagonalisierung von H¢
ist besonders einfach, wie schon im letzten Semester erkldrt. Es sei |\) = |n,m,l, u) ein
Eigenzustand von Hg:

HE[X) = exlA),
WO €\ = €y, hur von n und [ abhéingt. Dann sind die Eigenzustdnde von H¢ unter Beriick-
sichtigung des Pauliprinzips

{Aa}) = f ;Z sign )AL .. | Az)

und es ist

Holhd) = (D en) HAah)
= EpalAad).

Der Energiewert ist bereits durch die Konfiguration (Besetzungzahlen g,; des Niveaus mit
gegebener Hauptquantenzahl und gegebenen Bahndrehimpuls) bestimmt. Entartungsgrad

o =11 (2(21 + 1)>.

nl gnl

Beispiel: Kohlenstoff: Z = 6

Konfiguration des Grundzustandes: 1s2, 252, 2p®. Entartung: (g) @) (g) = 15.
Allgemein tragen ,,volle Schalen” (g,; = 2(2] + 1))nicht zur Entartung bei.
Fiir die weitere Diagonalisierung betrachtet man zwei Grenzfille:

(A) Vi > V, (Coulombabstoflung grof gegen Spin-Bahn-Kopplung)
(B) i < V3

Fall (A) ist der wichtigere und fiir die Elektronenhiille leichter und mittlerer Elemente erfiillt.
Mit wachsendem Z nimmt die relative Bedeutung von V5 zu, und die schwersten Atome
gehoren zum Ubergangsbereich zwischen (A) und (B). (Im Schalenmodell der Atomkerne
mufl man mit sehr groflen Spin-Bahneffekten rechnen.)
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(A) Die Rechnung verlduft in zwei Schritten: Zuerst betrachtet man V; als Storung zu

He, dann Vs als Stérung zu Heo + V. Wir rechnen jeweils in niedrigster nicht-trivialer
Ordnung der Stérungstheorie. Das ist berechtigt, da Vo zur Aufspaltung von Niveaus
fithrt, die in jeder Ordnung in V7 entartet sind und durch hoéhere Ordnungen in Vi nur
verschoben wiirden.

— Schritt 1: Diagonaliserung von He + V)

Es ist die Matrix
(B { VI E{ALD)

zu diagonalisieren (15x15-Matrix fiir Grundzustand des Kohlenstoffes). Aus der
vorangegangenen Diskussion sehen wir, dafl es besser ist, zu einer Basis

{|E,~; L, L3, S, S3)}

des Eigenraumes W von H¢ iiberzugehen, deren Vektoren zu scharfen Werten von
Betrag und 3-Komponente von Spin und Bahndrehimpuls gehéren. (Man macht
sich leicht klar, daf3 abgeschlossene Schalen nicht zu Lund S beitragen.) Dann ist
namlich

<E777 L,Lg,S, 53“/1‘E77/;L/7 g7slvsé> - 6LL’6L3L35$S’553S§V’Y’Y’

und nur noch (V) ist zu diagonalisieren.
Fiir Kohlenstoff ist der zusétzliche Entartungsparameter «y iiberfliissig. Die Eigen-
zustdnde von Hg + Vi, die bei der Stérung des Grundzustandes entstehen sind
vom Typ
1S (L =0, S =0, einfach)
'D (L =2,8 =0, 5-fach)
3P (L =1, S =1, 9-fach) Neuer Grundzustand (Hundsche Regel)
Die Entartung des Grundzustandes wird also durch Aufspaltung wie folgt redu-
ziert:

15— 94+1+5.

Schritt 2: Diagonaliserung von He + Vi + Vo (Feinstruktur)
Es sind die (25 +1)(2L + 1) x (25 + 1)(2L + 1)-Matrizen

L,S
MégSS{LgSé = (E; L, L3, S, Ss|Va| E; L, Ly, S, S%)

zu diagonalisieren. Ein Blick auf die erhaltenen Gréfien lehrt, dafl es zweckméBig
ist, zu den Basen

{|E,L,S;J,J5)} = { Y |E; L, Ls, S, Ss)(L, Ls; S, Ss.J, Ja)}
L3,S3

iiberzugehen:

<E7 L7 Sv J7 J3|V2|E7L7 57 Jl7 Jé) = 5JJ'5J3JéCELS]-
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Die J-Abhéngigkeit der Aufspaltung des entarteten Niveaus 148t sich mit Hilfe des
Wigner-Eckart-Theorems vollsténdig berechnen:

(E,L,S;J,J5\Va|E,L,S; J, Js) = A-(E,L,S;J,J5|L-S|E,L,S;J,Js)
AE,L,S;J,J5|J? - [* - S*|E, L, S; J, Js)

T +1) = L(L+1) — S(S +1)].

e N e

Fiir das Kohlenstoffatom ergibt sich dann das folgende Aufspaltungsschema:

18: J = 0 keine weitere Aufspaltung
ID: J = 2 keine weitere Aufspaltung
3P: Aufspaltung in J = 2 (5-fach), J = 1 (3-fach), J = 0 (einfach)

Weitere Beispiele:

— Alkaliatome
(Etwa Na: Z=11, Grundzustandskonfiguration 1s2, 252, 2p%, 3s)

— Wasserstoff
Hier gibt es den Term Vj nicht, die Spin-Bahn-Kopplung Vo mufl aber zusammen
mit relativistischen kinematischen Effekten beriicksichtigt werden, da beide zur
Authebung der fiir den Wasserstoff typischen [-Entartung fithren. Es zeigt sich,
dafl die Lage der Niveaus nur von n und j abhéngt:
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(B)

2.3

4 8
e e n 3
E, ;= 1— - - — [ —_2
n, TTL< 22 4 <]+% 4))

Die Entartung von Niveaus zu demselben Gesamtdrehimpuls j wird erst aufgeho-
ben, wenn man auch noch die Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld berticksich-
tigt, die zu einer kleinen Aufspaltung fiihrt (Lambshift, Priifung Quantenelektro-
dynamik).

Vi<V,
In diesem Fall diagonalisiert man zunéchst den Hamiltonoperator

He + Vs 22{2m+e V(Qal) + 2m202l°‘8°‘@ ’

V’(\Qa!)}7

«

der die Groflen fa = l_;( + S, erhilt und behandelt V; als Storung zu Ho + Va. Die
Eigenzustinde von Ho+Va sind {|E; ja, Jag) }- Die Entartung ist [[(2ja+1). Ho+Vi+Va
erhiilt nicht mehr die einzelnen Drehimpulse j,, sondern nur noch den Gesamtdrehimpuls
J = Yoa ja. Die Diagonalisiecrung der Martix

((E;joujozZ%’Vl’E;jévjag»
wird also durch den Ubergang zu einer neuen Basis {|(7ja);J, J3)} erreicht. Die neuen
Energiewerte sind nur noch (2J + 1)-fach entartet. Das hier beschriebene zweistufi-

ge Schema der Kopplung der Drehimpulsvariablen zur Gewinnung der Energieeigen-
zustinde nennt man j — j-Kopplung:

(focaga) ﬁ).;a L j

Die Russel-Saunders-Kopplung verlduft dagegen nach folgendem Schema

—

(lo5a) 5 (L, §) =% .
Atome im statischen dufleren Magnetfeld

Homogenes Magnetfeld (Zeeman-Effekt)
FEin dufleres homogenes Magnetfeld fiihrt zu folgendem Zusatzterm zur Hamiltonfunk-
tion:

Vs = 765([_; + 2§)§ paramagnetischer Term

2mce

VvV, = % Za[ézéi — (é@aﬂ diamagnetischer Term
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Durch das angelegte duflere Feld wird die Drehinvarianz des Systems gebrochen, so dafl
nun Zustidnde zu verschiedenen Eigenwerten von J3 (magnetlsche Quantenzahl) nicht
mehr entartet sein werden. Auler im Falle L = S = 0 ist stets Vs > V4, und wir
diskutieren zuerst den Effekt von V3. Hierbei sind zwei Félle besonders wichtig:

L Va3V Wy
Hier ist von den Eigenfunktionen von H¢c + Vi + Vs von Russel-Saunders-Kopplung
auszugehen. Wenn wir B in 3-Richtung legen, so ist die Matrix

(<<aLS> IS = LB 14 283) (L) M5>>

bereits diagonal. Die Eigenwerte lassen sich rein gruppentheoretisch berechnen.
Wegen des Wigner-Eckart-Theorem ist

((aLS); J, My|L + 25| (aLS); J,M;) = gsrs((aLS); J, M| J|(aLS); J, M)
mit
JJ+1)=L(L+1)+S(S+1)
2J(J + 1) '

gjLs =1+ (Landéscher g-Faktor)

(Zum Beweis wertet man

=

((aLS); J, My|(L + 28)J|(aLS): J, My} = gsr5{(aLS); J, M| J ?|(aLS); J, M)

unter Beriicksichtigung von (I_; + 2§)f: %fQ — %EQ + %52 aus.) Die Aufspaltung
der Energieniveaus ergibt sich dann zu

h
Esyim = Ews)s — ;—gJLSBMJ (anormaler Zeemaneffekt)

2. V3>V,
In diesem Falle hat man von den Eigenfunktionen von Heo + Vi (oder H¢) auszu-
gehen. Fiir die Aufspaltung findet man

(v; L,Mp; S, Mg|L3 + 2S3|y; L, Mp; S, Mg) = My, + 2Msg,
also

h
Epag, s = Ers — ;—B(ML +2Mg).  (Paschen-Back-Effekt)
mc
(Fiir V3 ~ V4 ergibt sich ein komplizierteres Ubergangsverhalten zwischen 1. und
2.)

Die Aufspaltung der Energieniveaus 148t sich in beiden Féllen so deuten, daf} sich ein
magnetisches Moment, das vom Spin und Bahndrehimpuls herriihrt, in quantisierter
Weise im dufleren Magnetfeld einstellt. In einem verdiinnten Gas ergibt sich fiir das
gesamte magnetische Moment von N Atomen im Falle 1

J J
Ni=N > (uogMjeJrﬂuogMJB) / Y tinogMyB

My=—J Mj=-J
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mit ) "
e
ﬁ - k’iT’ Ho = _ch'

Fiir grofle Temperaturen findet man

— 19’ 4 2| VB

Nomd oy 2 Mg
My=—
Die Magnetisierung ist der angreifenden Feldstéirke proportional und gleichgerichtet
(Paramagnetismus). Die Suszeptibilitit x,, ist positiv und nimmt mit wachsender Tem-
peratur ab, da die thermische Bewegung dem ausrichtenden Effekt des angelegten Ma-
gnetfeldes entgegenwirkt. Die magnetische Gesamtenergie des Systems ist

= N
Un == [ B =5 B,
nimmt also mit wachsendem B ab. Eine paramagnetische Probe wird in den Bereich
maximaler Feldstiarke gezogen. Den Effekt des diamagnetischen Terms diskutieren wir
im physikalisch wichtigen Fall L = .S = 0, in dem er nicht vom paramagnetischen Term
iiberdeckt wird. Wir legen B in 3-Richtung und berechnen

232
AE ’770 O‘Z +Qa2 h/?O 0>
Der Operator
1 2
QF + Q3= (@ + Q320D + S(QF + Q3+ Q)

ist die Summe eines skalaren Operators und der Komponente TO2 eines irreduziblen
Tensoroperators zweiter Stufe, dessen Matrixelemente zwischen Zustédnden mit J = 0
verschwinden. Also finden wir

232 o

B 0\2@2\ 0,0) 2 ZR?
) 77 mC2 *

AE =
Tome

Die Magnetisierung eines verdiinnten Gases aus N Atomen ist

OAE 2 ZR2
Nuy=—N S NB:
H 0B 6mc? ’

sie ist dem angelegten Feld B entgegengerichtet (Diamagnetismus) und kommt nicht
durch die Ausrichtung von magnetischen Momenten sondern durch Polarisation der
Atome zustande. Deshalb ist die diamagnetische Suszeptibilitit temperaturunabhingig.
Die magnetische Energie nimmt mit |B| ab, weshalb eine diamagnetische Probe aus
einem Magnetfeld hinausgestofien wird.

Homogenes elektrisches Feld (Stark-Effekt)
Ein solches Feld fiihrt zu einem Zusatzterm

Vi= -3 GuF = - DF
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zur Hamiltonfunktion.
D=e Z Qo
(0%
heilt Dipoloperator.

V5 ist gerade unter 7' und ungerade unter P, wihrend V3/V) gerade unter P und unge-
rade/gerade unter 7" waren. Wegen der T-Zeitinvarianz von Ho + Vi + Vo + Vs mu8 fiir
halbzahligen Gesamtspin Kramers-Entartung vorliegen. V5 ist aulerdem invariant ge-
gen Spiegelungen an Ebenen, die den Vektor E enthalten. Legen wir Ein 3-Richtung, so
sehen wir, dafl die Energieniveaus nur von | M| abhingen koénnen, was fiir halbzahliges
J wirklich zu einer Kramers-Entartung fiihrt.

Die Matrixelemente von V5 verschwinden zwischen Paritétseigenzustidnden zu gleicher
Paritét, so daB sich ein Effekt in der Stérungstheorie erster Ordnung (linearer Stark-
effekt) nur dann ergeben kann, wenn Energieeigenzustinde mit verschiedener Paritét
miteinander entartet sind. Das ist beim Wasserstoff der Fall (z.B. 2s-2p). Alle anderen
Atome zeigen einen quadratischen Starkeffekt, fiir den die Storungstheorie in zweiter
Ordnung anzuwenden ist.

Die Auspaltung der Energieeigenwerte ergibt sich wirklich durch Diagonalisierung der
Matrix

22N\ B I MY, Qasln)(n] 3o, Qas|B; JM')
e‘F Z B, E,

— 2B JM|0|8; IM'),
n#0
die in der angegebenen Basis sogar schon diagonal ist, so dafl nur noch die M-Abh#ngig-

keit der Eigenwerte zu bestimmen ist. Der Operator O 148t sich in irreduzible Tensor-
operatoren nullter und zweiter Stufe zerlegen:

O =0+ Oy
mit ,
_ 1 (32, Qai)|n)(n(X, Qai)
o = Z 3 Eo— E,
i=1 n#0
und
Oy =0 — Oq.

Das Wigner-Eckart-Theorem erlaubt es, diese Operatoren durch bequemer auszuwer-
tende Tensoroperatoren zu ersetzen, wobei nur zwei noch zu berechnende Konstanten

Ay, By freibleiben:

EX(B; JM|O|3; IM) = ¢2E? |LA,(8; TM|J?|8; TM)
+ BB IMIIE - 3 T8 M)
= E*[1A;J(J+1)+ By(M3—1J(J+1))].

Wir sehen, dafl wirklich die Lage der Niveaus nur von |M ;| abhéngt und, wie zu fordern,
fir J = % keine Aufspaltung eintritt. Wenn Fy die Grundzustandsenergie ist, so ist
(Ep; JM|O|Ey; JM) < 0. Wir finden also, daf} die elektrische Suszeptibilitét stets positiv
ist. Ein elektrisches Analogon zum Diamagnetismus existiert nicht.
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2.4 Hyperfeinstruktur

Bei weiter erh6hten Anspriichen an die Genauigkeit mufi man beriicksichtigen, dafl der Kern
eines Atoms nicht einfach eine Punktladung sondern eine Ladungs- und Stromverteilung von
allerdings zehntausendmal geringerer Ausdehnung als die Atombhiille ist und elektrische und
magnetische Multipolmomente besitzt. Hierbei ist in erster Linie das magnetische Dipol-
moment des Kerns, in zweiter Linie sein elektrisches Quadrupolmoment zu beriicksichtigen.
Wir beschrinken uns hier auf eine kurze Behandlung der Effekte des mangetischen Kern-
dipolmomentes. Der Atomkern hat i.a. einen nicht-verschwindenden Drehimpuls I und ein

magnetisches Dipolmoment
- eh

= _[7
MK = gK M’

wo M die Kernmasse und gx ein Faktor der Groflenordnung Eins ist. Das magnetische Mo-
ment des Kerns ist also etwa tausendmal kleiner als Spin- und Bahnmagnetmomente der
Elektronen. Dieses Kernmagnetmoment tritt mit dem von den Elektronen erzeugten Ma-
gnetfeld in Wechselwirkung, was zu einem zusétzlichen Term Vg in der Hamiltonfunktion des
Atoms fithrt, der von der Struktur

Ve =a <9K26]\30> <9JLS2€TZC> IJj
sein muf. Der ortsabhéingige Faktor a ist fiir kleine Abstinde vom Kern besonders grof3, so
dafl, wie zu erwarten, besonders grofie Effekte fiir Wellenfunktionen mit endlicher Aufent-
haltswahrscheinlichkeit am Kernort (s-Wellen) auftreten. Die neue Gesamthamiltonfunktion
erhélt dann nicht mehr Elektronendrehimpuls J und Kerndrehimpuls I einzeln sondern nur
noch ihre Summe F = I + J. Die Behandlung des Effektes der Hyperfeinstrukturwechselwir-
kung geschieht analog zur Diskussion der Spin-Bahn-Kopplung;:
Die Matrix

((ys I, My I, My|Vi|ys J, My; I, My))

wird in der Basis

s B Mp) = Y | J, My I, M) (s J, My I, My |F, Mp)
M j,My

diagonal, und die neuen Energieniveaus sind
Egnrme = Er+A[F(F+1) = J(J+1) = I(I +1)].

Die ohne Vg (2J + 1)(2] + 1)-fach entarteten Niveaus spalten in (2min(7, J) + 1) Niveaus zu
den Gesamtdrehimpulsen
F=|I—-J|,....|[+J]

auf.

2.5 Variationsverfahren

(Literatur: Thirring, Math. Phys. Bd. III)
Fiir 0 # |p) € H betrachten wir den Erwartungswert des Hamiltonoperators

EWPJ%M@

(ele)



Quantenmechanik II. H. Rémer 33

der ein Funktional von |p) ist. Fundamental ist der folgende
Satz:
E[p] ist genau dann stationér bei |p) = |1), wenn |¢)) Eigenzustand von H ist. Der zugehorige
Eigenwert ist dann E[¢)].
Beweis:
SE[] = 0
& (WR)ER] = 0(Y[H|¢p) — E[plo(4[y) =0
& (OY|H — E[]|d) + (Y|H — E[Y]|oy) =0 Vi|p) e H
& Hly) = E[Yllv)

(Ebensogut kann man (p|H|p) variieren mit der Nebenbedingung (p|p) = 1, was nach
FEinfithrung eines Lagrangsche Parameters auf

S{(YIH|) = M)} =0

fithrt.).
Weiter gilt, wie man sofort sieht:
Satz: Im Grundzustand |t¢p) nimmt E[p] sein absolutes Minimum an:

Ey = inf Elop|.
0 l0)#0 i

Nummeriert man die Energieeigenwerte ihrer Grofie nach:
Ey<Ei<FE>y<...,

so findet man

N
E,= inf S H
; (2 DN+1CH pDNJrl b

wobei D41 C H (N+1)-dimensionale Teilréume von H sind und Spp, , , H wie folgt definiert

ist: Sei (|e1),...,|en+1)) irgendeine Orthonormalbasis von Dy 1. Dann ist
N+1
Sppy H =Y {eil Hles)
i=1

(unabhéngig von der Basis).
Zur konkreten Bestimmung von Energieeigenwerten und Eigenzustdnden variiert man gwohn-

lich nicht iiber alle Zusténde in H sondern iiber eine geeignete parametrisierte Schar {|¢(aq, oo, . . .

von ,,Probezustinden” und sucht die stationdren Punkte der Funktion
E(ay,...,00) = Elp(ai,...,a)]

auf.

Dieses Verfahren fithrt zu guten Werten fiir die Energieniveaus, da ein Fehler erster Ordnung
in |¢) nur einen Fehler zweiter Ordnung zu E[¢] beitriagt. Fiir die Grundzustandsenergie
ergeben Variationsverfahren stets obere Schranken.

,067«)>}
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Definition:
Fine Funktion f: R™ — IR heifit konvex, wenn stets

FO i) = pif (i)

fir x; € R" und p; >0, > p; = 1.
Die Fldche unter den Kurvenbogen einer kovexen Funktion f : IR — IR ist konvex. Solche
Funktionen sind durch Graphen mit monoton nicht-zunehmender Steigung gekennzeichnet.
Lineare Funktionen sind konvex.
Satz:
f konvex = f stetig, f hat iiberall rechte und linke Ableitungen, f” existiert fast iiberall und
ist dort < 0.
Satz:

(fi)ier konvex = ?g fi konvex.

Beweis:
inf FiO i) = fio O pmg) —e = pifi(z) —e =D inf fi(z;) —¢ Ve >0.

Hiermit gewinnen wir leicht eine wichtige Aussage iiber die Abhéngigkeit der Energieeigen-
werte der Hamiltonfunktion H = Hy + AV von Storparameter \.

Satz: Ey(\) (und Zz‘]\io E;(\)) sind konvexe Funktionen von .
Beweis:

EoN = imf o) = nf (A0 EAVIE)

lp)eH—{0} ler—0y  {#lp)

ist Infimum linearer, also konvexer Funktionen von A. Dieser Satz erklart, warum der stérungs-
theoretische Beitrag zweiter Ordnung zur Grundzustandsenergie stets negativ ist.
FEine untere Schranke fiir die Grundzustandsenergie erhélt man beispielsweise wie folgt:
Satz: Im Intervall

[(H) — AH,(H) + AH]
(<H> Bl (amy? = AW <H>)2|<P)>

(#le)
liegt wenigstens ein Spektralwert von H.
(Bew.: Im Intervall [0, (AH)?] liegt wenigstens ein Spektralwert von (H — (H))2.) Wenn man
weif, dal By > E[p] + AH, so ist Ey > E[p] — AH.
Beispiel fiir Variationsverfahren: Grundzustand des Heliums:

Hamiltonoperator:
g B2 2
2m  2m  n ro | — 7|
Versuchsfunktion:
3
©0a(1,72) = %e‘ (r1+72)
Minimum von E(a):
FEoin = —23 eV

Zum Vergleich:

Storungstheorie 0. Ordnung: -54.12 eV
Storungstheorie 1. Ordnung:  -20.3 eV
Experimenteller Wert: -24.46 eV
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2.6 Hartree-Fock-Verfahren

Dies ist ein besonders wichtiges Variationsverfahren, das wir am Beispiel des Atoms mit
hoherer Kernladungszahl erldautern wollen. Es liefert eine Erkldrung fiir die Existenz von
Energieschalen und das Periodische System der Elemente und erlaubt die Bestimmung eines
optimalen effektiven Zentralpotentials.

Hamiltonoperator:

]32 2

ENE

=1

mit

:Zh“ HQZ%ZQ}Z']'.
7

i#]

Als Versuchszustinde werden alle ,,Slaterdeterminanten” von orthonormalen Einteilchen-

D) = VZIA|D)

zustdnden zugelassen:

mit R
@) = |aa)|az) ... Jaz);  (ailag) = i

A\CI) 71 ZT["(I) )sign , Al = A= A2, [Hy, A] = [Ha, A] = 0.
Man findet:

(D|H,|®) = Z/(D|H, A|D) = ZZ O |y |®)sign m = Z<CI>|h D),

1 ~ ~
(B |@) = 5 3 (Bluij(1 — 7)),
i#j

und somit

1
E[@] = (oulhilos) + 3 > {laiajlwijlaias) — (iaglwijlagai)}.
i i#]

Die Variation mit Lagrangschen Parametern fiihrt zu

M E[® Z)\” ajlaj)} =0
((Aij) hermitesch). Wenn man zu neuen Zusténden

@) =) la;)Cji mit (a@ilaj) = o

iibergeht, so dndert sich hochstens das Vorzeichen von |®). Diese Freiheit niitzen wir aus, um
die Matrix \;; = €;9;; als diagonal anzunehmen. Die Variationsgleichung lautet dann

®) i)+ Y {0l lwiglanag) — (0 jwijlajeq)} = eifos)
J(i#5)
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oder in der Ortsdarstellung

( ) ( QmA | ’)wal() J(]z};l){/dy |g7;'—17| 7/}041'()

R E e )} SNE)

Dies ist die Hartree-Fock-Gleichung, eine Eigenwertgleichung fiir einen Operator, der selbst
wieder von den gesuchten Eigenfunktionen abhéngt, also eine komplizierte nicht-lineare Selbst-
konsistenzgleichung. Die Losung kann man durch eine iterative Prozedur zu bestimmen su-
chen. Man geht von einem Orthonormalsystem {’a§0)>} aus, bestimmt den Operator auf der

linken Seite von (%), dann die Eigenfunktionen {|a£1)>} dieses Operators, hieraus wieder den
Operator in néchster Naherung usw., solange bis die Eigenfunktionen sich reproduzieren und
Selbstkonsistenz erreicht ist.

Die Deutung der Gleichung (**) ist einfach:

Der erste Term ist die kinetische Energie des i-ten Elektrons und seine potentielle Enerige
im Kernfeld. Der zweite Term ist die Coulombenergie des i-ten Elektrons in der Ladungsver-

=e Y |ta, (i

3(#9)

der iibrigen (Z — 1) Elektronen. Der dritte Term, der sogenannte Austauschterm, wird durch
das Pauliprinzip erzwungen. Wenn man ihn ,,vernachlissigt”, so erhilt man die sogenannte
Hartree-Gleichung. Der Eigenwert ¢; ist die lonisationsenergie in Hartree-Fock-Naherung, also
die Energie, die aufgewandt werden muf3, um das i-te Elektron aus dem Atom zu entfernen.
Die Grundzustandsenergie des Atoms ist nicht etwa die Summe der Ionisationsenergien, denn
wenn man alle Elektronen sukzessive aus dem Atom entfernt, so ist bei spéter entfernten nur
die Restwechselwirkung mit den noch verbleibenden Elektronen in Rechnung zu stellen.

In der Tat findet man durch Multiplikation von (%) mit |a;) und Summation iiber i das
physikalisch plausible Ergebnis

teilung

Zel— (D|H|®) + 2(D|Hy| D).

Die Verhiiltnisse sind diesselben wie bei der klassischen Coulombenergie eines Systems von
Punktladungen:
Gesamtenergie:

Energie der Ladung g;:

also
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2.7 Born-Oppenheimer-Nidherung fiir Molekiile

Atome konnen sich zu Molekiilen zusammenschlielen, indem sich die Elektronen (der &ufleren
Schalen) so umlagern, dafl die Gesamtenergie des Molekiils geringer ist als die Summe der
Energien der beteiligten Atome. Fiir das qualitative Verstdndnis von Molekiilspektren ist der
grofle Massenunterschied zwischen Elektronen und Atomkernen entscheidend.

Die Anregungen eines Molekiils lassen sich in diese Hauptgruppen aufteilen:
1. Elektronische Anregungen
2. Schwingungsanregungen
3. Rotationsanregungen

Uber die GroBenordnungen der Anregungsenergien ergibt eine einfache Betrachtung:

2
Eel: Ea ™= ’27—;2 R 5 :LaQ ~ einige eV, #hnlich wie bei Atomen

Evip: nimmt man die Molekﬁlschwingung zur Groﬁenabsehétzung als harmonisch an, so erhélt

man fiir die elastische Energie 5 Dy2 — Mz“’ x?

Mt~ Eam 2 o homEmn e~ [T
~ Ce] ~ 2ma2 ~ Cvyib ~ ma2 ~ M el

12
Erot: Erot R G R Ma2 A b = TF

Eal, Evib und &o sind also in ihrer Groflenordnung jeweils um einen Faktor \/% ~ 1072
unterschieden. Das fithrt zu der charakteristischen Bandengestalt der Molekiilspektren: Je-
dem Elektronenterm entspricht eine Gruppe von Schwingungsniveaus, die jeweils wieder in
verschiedene Rotationsniveaus aufspalten.

Wir kommen nun zur quantitativen Beschreibung von Molekiilen. Eine Hamiltonfunktion ist
schnell hingeschrieben:

-,

P2 P2 1 ZiZe?
H= 22M+ a2:z+2z_'lj ’Z|q

i#j |Qz

ZZe

_Qﬁ| i |Qz QOA‘

Tk + Te + V(sz ia)
= Tk + H07

wobei sich groBe Buchstaben (P, @, M, Z) auf Kerne und kleine Buchstaben (7,q,m) auf
Elektronen beziehen.

Fiir ein ruhendes Molekiil wird der Gesamtimpuls der Kerne dem Gesamtimpuls der Elektro-
nen entgegengesetzt gleich sein. Also ist die kinetische Energie T der Kerne um einen Faktor
der GroBenordnung m/M kleiner als die kinetische Energie T, der Elektronen (und als V).
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Die Kerne werden sich wegen ihrer groflen Tréagheit nur langsam bewegen, und wéhrend einer
Schwingung der Kerne werden die Elektronen etwa hundertmal umlaufen kénnen. Es liegt
also nahe, in einem ersten Schritt Tk zu vernachléssigen. Der verbleibende Hamiltonoperator
H erfiillt [Hy, Q@] = 0, so daf} die Kernorter @ Erhaltungsgrofien werden. Die Eigenzusténde
von Hy kénnen dann zugleich als Eigenvektoren von Cj — 1 angenommen werden. In abkiirzen-
der Schreibweise erhalten wir

QIn, X) X|n, X)
(n, Xn', X"y = Gd(X —X)

Ortsdarstellung:
(n, X|n', X"y = pn(z, X)0(X — X')

on(x, X) darf als reell angenommen werden und
(nron) = [ dalnla X)P = 1.

Die Energieeigenwerte E,(X) ergeben sich, indem man in Hy die Operatoren Q; durch die
Parameter X; ersetzt und die so erhaltene elektronische Hamiltonfunktion diagonalisiert. L.a.
wird diese Diagonalisierung nicht voll gelingen, und man wird sich mit Variationsmethoden
zur Bestimmung von E,(X) begniigen miissen.

Wenn man nun die durch Tk représentierte Kernbewegung berticksichtigt, so wird man in
guter Niherung annehmen diirfen, daf die entsprechende Anderung der Elektronenzustinde
adiabatisch erfolgt und somit die Grifle n, die den Elektronenzustand bei festgehaltenen
Kernen charakterisiert, in sehr guter Niherung eine erhaltene Grdfe ist.

Der allgemeinste Zustand zu festen n ist von der Form
©) = [ dXln, X)u(X)
oder in der Ortsdarstellung
(z, X|®,) = pn(z, X)p(X), wobei /d}(w(xn2 =1

Diese Zusténde wollen wir als Versuchszustdnde zulassen, indem wir (®,,|H|®,,) variieren.
Wir finden

<(I)n’H|(I)n> = <q)n‘TK’(I)n> + (‘Dn’H0’¢n>
mit

(@alHol®) = [ X EA(X)|(0)P
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und
2
@alTuln) = [aX [ v (Xen(e. )Y~ 50 Axi(onle, X))
= [ax [ w0 x)
h2 hZ . .
hQ
_me(X)AXﬁpn(va)}
2
— /dXz/}*(X){—;;MAXZ‘f‘Wn(X)}w(X)?
wobei

Wh(X) = % /dx —QMi|VXiapn(x,X)] .
Hierbei haben wir die Identitaten

<‘Pn|6X@n> = 0
<90n’AXS0n> = _<VX§0n|vX90n>7

die durch Differenzieren von (¢ |prn) = 1 folgen, ausgenutzt. Variation von (®,|H|®,,) liefert
dann die Gleichung

2
{_Z ;LMAXi + En(X) + Wn(X)} h(X) = ey (X),

i

eine Schrodingergleichung fiir die Funktion 1, die Wellenfunktion der Kernbewegung. Hierbei
ist W,, < E, eine kleine Zusatzgrofle, die zu F, geschlagen oder vernachlissigt wird. Wir
sehen, da} E,(X), die Summe von Elektronenenergie und Coulombwechselwirkungsenergie
der Kerne bei gegebenen Kernortern als Potential fiir die Bewegung der Kerne auftritt. Die
Gleichgewichtslage der Kerne mufl einem Minimum von E(X) entsprechen. Das Bindungs-
potential der Kerne hingt vom Elektronenzustand n ab.

Fiir zweiatomige Molekiile ist F,,(X) gewohnlich vom Typus eines Morsepotentials.

Fiir kleine Abstinde ist das Potential stark abstoflend, hat, wenn ein stabiles Molekiil exi-
stiert, ein Minimum und strebt fiir |Z] — oo gegen einen festen Grenzwert.
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3 Zeitabhingige Storungstheorie und Strahlung

3.1 Wiederholung zum Wechselwirkungsbild

Wenn der Hamiltonoperator H = Hg+ V in zwei Terme aufspaltet, ist es oft zweckméBig, im
Wechselwirkungsbild zu arbeiten, in dem die Zeitabhéngigkeit von Zustéinden und Observa-
blen gegeben ist durch

Aw () = Ul(t)As()Us(t),
Ww () = UJ0U(,0)|s(0)) = W(t,0)[1s(0)).

Hierbei ist Uy(t) = e_%Hot, und U (t,t') ist durch die Differentialgleichung
d
ihaU(t,t’) =HU(t,t') und U, t)=1
eindeutig bestimmt. W (t,t) erfiillt
d
ihaW(t,t’) = Vw ()W (t,t), W, t)=1
mit
Viy (t) = UT(6)VsU (¢).
Aquivalent dazu ist die Integralgleichung
ot
Wt t)=1— ;_L/ dr Viy (1)W (1, 1),
t/

aus der sich durch Iteration eine Losung in Form einer unendlichen Reihe gewinnen 14f3t:

W(t,t') = i <_hz>" Wa(t,t')

n=0

mit
t T1 Tn—1
Wo(t,t') =1; Wy(t,t) = / dmy / dmo / dry, Viv (11) Vv (12) - .. Viv ()
#/ t t

(n>1). Wegen
d
dt
ergibt sich in der Tat eine Losung der DGL.
Mit Hilfe des sogenannten zeitgeordneten Produktes 148t sich der Term W,, noch bequemer
schreiben. Man definiert

Wa(t,t) = Viw () Wh_1(t, 1)

T{V(r)...V(m)} =

> 0Ty = T2)0(Tr@) = Tx3) - - OTrtn1) = Tam)V (Tr@) - V(Ta(my)-
TeEST

Der Operator T bedeutet also, dafl man ein Produkt der V’s so anzuordnen hat, dafl die
Zeitargumente von links nach rechts abnehmen. Es ergibt sich

1t ¢ t
Wn(t’t,):n!/ﬂ dTl/t/dTQ.../t/ drn T{Vw (1) ... Viw (7n) }
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und, in offensichtlicher symbolischer Schreibweise die Dysonsche Formel

W (t, ) = Texp [—; /t “ir VW(T)} .

Wenn Viy(7) und 7 unabhingig oder [Viy(7), Viy(7')] = 0, so geht dies in eine normale
Exponentialfunktion iiber.
Sehr oft kann man sich mit einer Niherung erster Ordnung in Vjy begniigen:

W (t —1/d7’VW
t/

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen Eigenzustéinden |p;) und |¢;) von Hy unter
dem Einflu} einer periodischen Stérung

Vs = Vige ™! + Ve

hatten wir in (QM 1,3.7) gefunden

wpi > ﬁﬁ( —W)eslVwlen?  (Ba = hwa).
Fiir wy > w; und w > 0 bedeutet dies entweder die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang
i — f (Absorption) oder die Wahrscheinlichkeit fiir einen induzierten Ubergang f — i
(stimulierte Emission). Beide Wahrscheinlichkeiten sind gleich. Wenn die Stérung nicht rein
periodisch sondern mit einer Frequenzdichte p(w) iiber ein Frequenzband verteilt ist, so ergibt
sich fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit

. 2T
Wy = ﬁwa\VWﬁ\%HQp(sz‘)

(wpi = wf — wj).

3.2 Storung durch eine ebene Lichtwelle

Der Hamiltonoperator eines Atoms in einem durch ein Vektorpotential ff(f,t) gegebenen
duferen Feld mit V - A = 0 ist bei Vernachléssigung des diamagnetischen Terms und relati-
vistischer Effekte

e2 eh L= o
Ho= 2 am | T2 me (VX A

- |Z o] 5 |%a - zg|
_PE Ze? 1 e e P L= -
B S FCAE M § S [AaPa+ 15,V x Ay
2m | %y 2 |To —Zg|  mc
a L #0 «

= Ho+V(t). (Aq= A(Tart))

Sofern das duflere Feld durch eine ebene Lichtwelle gegeben ist, setzen wir

A(Z,t) = % cos(wt — k), (&% =1,w = ke)
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also
E(#t) = —1/cA=_asin(wt — k)
_ =x k -
B(#,t) = £ Z asin(wt — kZ)

Wir sehen, daf} & die Bedeutung eines Polarisationsvektors hat. Die zeitlich gemittelte Ener-
giedichte ist:
1l =——=; a?
- —(F?2ipB2y= "
87r( +5) 8m

Vergleich mit Abschnitt 3.1 ergibt also fiir die ebene Lichtwelle ein periodisches Stérpotential

PE

ae

-5 h oz ik
Viy = — Z{EPQ+%5(/€XUQ)}€’W.

2mw

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Sekunde unter dem Einflul der Stérung durch eine
ebene Lichtwelle, gemittelt iber Einfallsrichtung und Polarisation der Welle, erhalten wir

Wi = Bripe(wri),

wobei der Einsteinkoeffizient By; gegeben ist durch

By = W/dﬂkwpﬂzek ° {Pi_+2ik X aa} l0i)|? (Pt = ﬁk x (P X k).

By; beschreibt fiir £y > E; Ubergiinge i — f (Absorption) und induzierte Ubergiinge f — i
(stimulierte Emission). Uberginge f — 4 finden auch ohne zeitabhingige Stérung spontan
statt (spontane Emission). Zur Berechnung der Ubergangsrate A i ist die Wechselwirkung
mit den Freiheitsgeraden des elektromagnetischen Strahlungsfeldes zu beriicksichtigen, was
exakt nur im Rahmen der Quantenelektrodynamik méglich ist. Es fiihrt jedoch eine einfache
Hilfsiiberlegung zum Ziel.

Im thermischen Gleichgewicht miissen fiir jedes Paar ¢, f mit £y > E; pro Sekunde gleich
viele Ubergiinge i — f wie Ubergénge f — i stattfinden. Wenn wir die Zahl der Atome im
Zustand a mit N, bezeichnen, so bedeutet dies

NiByipg(wyi) = NyByipg(wyi) + Ny Ay

oder

NyAg; A 1
pewr) = N IB " B,

Ni=Np)Bpi  Bpi gt — 1

Nun ist N, = e~ # und pE(w) muf im Gleichgewicht mit der Planck-Verteilung

hod 1

hw

pp(w) = 55—
@)= o —

iibereinstimmen. Das ist nur mdéglich, wenn
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Zur Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist die Grofe
5»:6(@ |Zeigfa ﬁL+EEXE loi)
fi f ~ « % a 7
heranzuziehen. Fiir die Gréenordnung der Matrixelemente der auftretenden Operatoren gilt:

l(pf|Zalei)) ~ R Atomdurchmesser ~ 10~ 8cm
[{oflPalei)] =~ &
[(efldales)] ~ 1

In der Né&he der Resonanziibergénge ist k = /\ , wobei die Wellenlédnge A von der Grofienord-
nung A ~ 107 %cm ist. Damit ergibt sich

{pr1g:K X Falpi)]
[(pf|Palei)]

Das legt eine Entwicklung nach dem kleinen Parameter v nahe. (Bei elektromagnetischen
Ubergéngen in Kernen liegen die Gréfenverhiltnisse anders.)
In guter Ndherung ist {y; gegeben durch das elektrische Dipolmoment

Et = eles > Prlei)

= melpy| Zégw

~ (sl EZalps) ~ ~ Z'y < 1.

B e
)

mez

= pr‘ Z Qa ‘Qal
= imewyi(pyl ZQQI%
(0%

= imwﬁ@f@ﬂ%%

woraus
~ pE1 4 5L 2
By = By 5 |{¢r|D~|wi)]
3h
folgt. Die néchsten, um einen Faktor v = unterdruckten Beitrage zu f i sind
M1 . eh - 5 : .
§hi = —imwyis X <g0f|—(L + 25)|pi) Magnetisches Dipolmoment,

gﬁ? = emwf ! ]Z (kZo) T |os) Elektrische Quadrupolmoment.

Mit Hilfe des Wigner-Eckart-Theorems leitet man Auswahlregeln fiir die Ubergangsmatrixele-
mente gﬁ” und 5% ™ her, die wir fiir die elektrischen Dipoliiberginge hier auffiithren wollen. D
ist ein Vektoroperator (irreduzibler Tensoroperator erster Stufe) und von ungerader Paritét.
Deshalb gilt fiir

(E;J,My|DIE"; J', M}) = {py]Dlpi)

allgemein:
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1. AJ=0,£1, AM; =0,£1, (AJ=J —J',...)
2. Ubergiinge mit J = AJ = 0 sind verboten,
3. |¢y) und |¢;) miissen entgegengesetzte Paritéit haben,
bei L — S-Kopplung fiir (E, L, S;J, My|D|E', L', S"; J', M/):
4. AS =0,
5. AL =0,+1,
in der Zentralfeldndherung:
6. AY, lo =1 (da die Paritiit durch P = eXale gegeben ist.)

7. Die Konfiguration von |¢) und |¢;) diirfen sich nur in einer Besetzungszahl unterschei-

den (da D ein Einteilchenoperator ist). Insbesondere &ndert sich nur ein Einteilchen-
drehimpuls /., und es ist Al, = 1.

4 Streutheorie

4.1 Mgller-Operatoren

Ein Streuzustand eines quantenmechanischen (oder klassischen) Systems ist dadurch gekenn-
zeichnet, daf in der fernen Vergangenheit und in der fernen Zukunft ,freie” Teilchen beob-
achtet werden konnen. Es liegt nahe, einen Streuzustand durch die sich frei entwickelnden
Zusténde, gegen die er fiir t — —oo oder fiir t — 400 strebt, zu chrakterisieren. Zur Illustra-
tion geben wir foldendes Bild:

lim ||e"# 7 5y ) - e-%H°t|ea>H =0
t—Fo0 out
oder
lim ’ ¢ in ) — e;LHte_;»HOtI@H = 0.
t—Fo0 out

Man definiert ein- und auslaufende Zusténde |¢i,) und |@oyt), indem man ihre Zeitentwicklung
mit der freien Zeitentwicklung eines Zustandes |p) vergleicht und den Zusammenfall fiir
t — —oo bzw. fiir t — +oo fordert.

Die Mglleroperatoren €2 j;, = Q4 sind definiert durch

out

0 ) = Qulp) = lim enfle w0l gy = lim Wi(t)|e).
out — t—o0

t—Foo
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W(t) ist gerade Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild. Die Operatoren 4 wer-
den nur existieren (im starken Sinne, nicht im Sinne der Operatornorm), wenn V' = H — Hy
im rdumlich Unendlichen schnell genug abféllt. Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz
von )4 ist

r—0

/d3x V(z)]? <oo und limr?V(r) = 0.
Beweis: Es ist

iy . Cy
Ive t g = [ da V@ Plo@nf < 5 [ de VP

fiir grofle 7 und

e\l
Wil - Wil = a [ar g

t T
t . .
/dTe;LHTVe_;LHOT\@H
t/

t . )
< | [ arllerrveitrig)
tl

t )

= | [ ariveimman
t/

oo | [P

< e firt,t > N(e).

N

IN

3 —t"%‘

Eigenschaften der Mgpller-Operatoren:
1. Q4 sind isometrische Operatoren H — H, d.h.
QL0 =1 oder (QeplQui) = (olo) Vig) € H.

(Beweis: (Qxp|Qep) = limezoo (W)l WH(t)9) = (0]))

HOL =QuHy;,  QLH = HQL

(Beweis: Q4+ = limy_, o0 e HtHT) o= Ho(t+7) e%HTQief%H‘)T. Differentiation nach 7
liefert die erste Behauptung, die zweite folgt durch Adjunktion.)

Das bedeutet, dafl 24 Eigenzustinde von Hy in Eigenzustinde von H zu demselben
Eigenwert umwandelt. Sei ndmlich Hy|E) = E|E), dann ist

HOL|E) = QL Hy|E) = EQL|E).

3. Erhaltungsgrofien A mit [H, A] = [Hp, A] = 0 kommutieren auch mit Q4. Das gilt etwa
fiir Drehimpuls, Paritat etc.

4. Unter der Bewgungsumkehrtransformation 6 gilt, wenn [0, H] = [0, Hy| = 0:

010460 = O
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oder, fiir Zusténde, etwa fiir |p'i, ) (spinlose Teilchen)
out

0P in ) = 00£[p) = Q=0[p) = Qx| —p) = | — Pout).
ou m

Dies ist ein physikalisch plausibles Ergebnis. Insbesondere werden ein- und auslaufende
Zusténde untersucht.

5. Q4 ist zwar isometrisch, aber i.a. nicht unitir. Es gilt QlQi =1. Von Qin 1483t sich
allgemein nur sagen, daf} dies ein Projektionsoperator sein mufl:

o)) =00l (©e0l)? = ou@lLon)0l = 0.0k

Fiir Bindungszusténde |¢p) mit H|Yg) = ElYg) und E < 0 ist Ql|¢E> ein Eigenzustand
zu Hy mit negativen Eigenwert, also QLW@ = 0. Wenn wir mit Pg den Projektor auf die
Bindungzustinde von H bezeichnen, so gilt also PgH C kernQy = (Q+H)*. Fiir geniigend
schnell abfallende Potentiale gilt asymptotische Vollstindigkeit:

QO H=(1- Pp)H.
Gleichwertig hiermit sind die Aussagen
kern QL = PpH  oder Q.QL =1 - Pg.

Asymptotische Vollstéindigkeit entspricht der physikalischen Forderung, dafl jeder Zustand,
der orthogonal zu allen Bindungszustinden ist, ein Streuzustand ist.

4.2 S-Matrix

(bout|@in) ist die Ubergangsamplitude, die beschreibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Zu-
stand, der in der fernen Vergangenheit durch die freie Konfiguration a gegeben war, in der
fernen Zukunft der Konfiguration b entsprechen wird. (bout|ain) ist also genau die Grofe,
die es erlaubt, die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das Ergebnis eines Streuexperimentes
vorherzusagen und insbesondere den differentiellen Wirkungsquerschnitt zu bestimmen. Wir
schreiben (boyt|ain) als Matrixelement eines Operators, einmal zwischen freien Zustdnden und
einmal zwischen in-Zustédnden

(Bout|ain) = (Q-b|24a) = (BIQL Q4 |a) = (b]S]a),

<b0ut‘ain> = <Q—b‘ain> = (Q—lein‘ain> = <bin‘Q+QT_’ain> = <bin’S’ain>~

Also erhalten wir zwei Operatoren S = Q+QT_ und S = QT_QJr.

Fiir die Potentialstreuung ist i.a. S der praktischere Operator, wiahrend S auch unter all-
gemeineren Rahmenbedingungen der Quantenfeldtheorie definierbar ist, bei der die Wech-
selwirkung auch am Zustandekommen der ,,freien” Teilchen, mit denen ein Streuexperiment
ausgefiithrt wird, beteiligt ist.

Man rechnet leicht nach:

S=lim W(t,t)

und o
STS=85T=1:
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S ist unitér;
St =988T=1-Pg:

S ist nur auf den Raum (1 — Pg)H der Streuzusténde unitér.
Energieerhaltung:

[S,Hol =0,  [S,H]=0.
Andere Erhaltungsgrifien:
[H, Al = [Ho,A]=0 =[S, A4 =[S, A4 =0.
Bewegungsumkehr: N N
0750 = ST, 0TS0 = ST,

Das heif3t N N N N
(b]S)0a) = (b]6TSOla)* = (b]ST|a)* = (a|S|D) :

Die Ubergangsamplituden fiir Hin- und Riickreaktion sind gleich.

4.3 Lippmann-Schwinger-Gleichung

Wir erhalten einen besonders bequemen Ausdruck fiir £, wenn wir uns auf Eigenzustéinde
von Hy beschrinken.

Holpg) = EleE)

Q:I:|§0E> = tliglooe%Htef%HothpE)
Eood oo i
= <1+ lim dT{erHTeﬁHOT}> o)
t—Foo 0 T
: t , v
= (1—i—Z lim dTe;LHTVe_;LHOT) loE)
ht—>:Foo 0
. t X )
= <1+lim lim Z/ dTe;(H_Equ)TV) o)
el0 t—Foo 0
1—lim—— V) o)
= — 11m .
SWH—ETie )¥F

Man 148t aus Bequemlichkeitsgriinden das Symbol lim. g gewdhnlich weg und erhélt damit
auf dem (uneigentlichen) Eigenraum Hg von H fiir Q4 den Ausdruck

1

Qi =1—-—V.
= H— E Fie

Hierbei ist (H — E Fic)~' = Ry (E +ic), wobei die Resolvente Ry (z) durch Ry (2) = -
definiert ist. Ry (z) ist analytisch injektiv und stetig fiir z ¢ SpecH.

z
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Das Spektrum von H besteht aus der postiv-reellen Achse und Punkten auf der negativ-
reellen Achse, die den Bindungszustéinden von H entsprechen. lim. g Ry (E =+ ic) existiert
noch im Distributionssinne.

Fir H = Hy + V gilt die Resolventenidentitdt:

1 1 1 1 1 1 1

= — Vv = - Vv .
H—-—z2 Hy—-z2 Hy—-=z H—z2 Hy—z2 H-—z Hy—=z

(Zum Beweis multipliziere man von links und rechts mit Hy — z und H — z.) Einsetzen der
Resolventenidentitéit ergibt die Lippmann-Schwinger-Gleichung:

1 | 1
0 = 1- Vv v
* Ho—Exic.  Hy—Egic H—Exi
1
-1 va..
Hy—EFic =

Angewandt auf einen Zustand |¢) fithrt dies auf die Integralgleichung (Hp|e) = E|p))

) =I9) ~ T—p=rVlem)
Ca T T Hy-Fwie Yo
fiir die Zusténde |¢ in ). Durch Iteration erhélt man die Bornsche Reihe
out
o) 1 n s -1 n
Qp = —V d in ) = —_—V :
+ ;<HO—E¢2'5 > oder [ i) §<H0—Ezms > )

In der Ortsdarstellung lautet die Lippmann-Schwinger-Gleichung fiir den Zustand |Ein>

. 7 S 1 S SN T
(@lf) = (@lF) [ d* <:1c o :c> V(E") (i)
Oder wegen
. 1 q/> 3/ . ik (F—Z") o eiklT—T|
T|l————|7")=(27 d’k = = = -
< Hy~ By it (2m) Eri_Epr i |- 7
} k|7
- -3 ikz m 3 € .y .y
VR, (7) = (@m) 72 = 5 [ PV @, (@)

Dies ist genau die Integralgleichung, die wir in QM I, 2.5 fiir Losungen der Schrodingerglei-
chung gefunden hatten, deren asymptotisches Verhalten durch die Uberlagerung einer ebenen
Welle und einer auslaufenden richtungsmodulierten Kugelwelle gegeben ist. Vergleich mit dem
asymptotischen Verhalten

[SII¥Y

Y~ (2m)”

in

ergibt fiir die Streuamplitude den Ausdruck

L dmtm o o , , L
[k k) =— 2 (K'|V|kin) = —7</€,\VQ+|/€> = - (k'|T|k).
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Die Grole T' = V1, deren Matrixelemente zwischen freien Zusténden gleicher Energie die
Streuamplitude ergeben, heifit T-Matrix:

(a|T[b) = (a|VE[b) = (a|V[bin).
Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt finden wir sofort

2
do - B
S =0 BE = () (T

Der Zusammenhang zwischen T-Matrix und S-Matrix ergibt sich wie folgt:

(t1Sla) = (bout|ain)
- <bin‘ain> + <bout - bin‘ain>

1 1
- w®_<LLJ%+w_H—&—Eb%

Qin >

1 1
= la) = {blV . .
(bla) <' [a,&%—m l%—EyHJ‘a>

21e
= (bla) — blVain
(0la) ~ gz IV law)

= (b|1|a) — 2mi6(Ey — E,)(b|T]a).

Ebenso leitet man ab

<b0ut|ain> = <bout‘aout> + <bout’ain - aout>
— (b1} — 2mi6(Ey — Ba)(bout|Va)

= (b]1]a) — 27wid(Ey — E,)(b|T"|a).

Die Operatoren T' = VQ, und T' = Q' V sind durchaus verschieden, haben aber zwischen
Zustianden zu demselben Eigenwert von Hy (,,on shell”) gleiche Matrixelemente.

Die T-Matrix
1
T=VQ,=V-V—
* H—F —ic
geniigt der Lippmann-Schwinger-Gleichung

1

T=VQ.,. =V 1{1 _— T
+ < Hy— E —ic '

1
. VO, )\=V =
m—E—wV+> V=V

woraus sich die Bornsche Reihe

o0 _1 n
T=V —V
> (a-r)
n=0
ergibt. Insbesondere sind die beiden ersten Bornschen Ndherungen

1

M _ . @_y_ vy L+
W=V, IO =V-V V.
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4.4 TUbergangswahrscheinlichkeiten und T-Matrix

Es gilt
< out’k1n> = hm <k ’ehHote th‘]C >

Die Anderung der Ubergangswahrscheinlichkeit

wi (K Jer Hote= n k) |2

ist
dwgf(t) _ _%’<g/|e%HotVef%Ht,;;m></;’/|6%Hotef%'Htu;}n>* + komplex konjugiertes
_ % m{ K|V Ko (R i)
2 1 .
= 2o F Wik [ V| |
— 7{5@)( — B)Im(k'|V|kin) + 76(Ep — Ey)|(k'|V]E)|*}.

Durch Integration {iber ein kleines Impulsvolumen um k' # k und Division durch den ein-
laufenden Fluf (27)~3 hk erhalten wir fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt erneut

do Ar?m\> | -,
o= () 1w

Integration von % iiber alle k' ergibt das optische Theorem

- m™n - -,
mlETIR) = =Tk [ dw (TR

oder

- o k
Imf(k, k)= Eatot-

4.5 S-Matrix und Streuphasen

Fiir rotationssymmetrische Potentiale kommutieren S und S mit den Drehimpulsoperatoren.
Der Einfachheit halber betrachten wir die Streuung eines spinlosen Teilchens. Die Zusténde
|k, 1, m) mit

21.2
Holk,l,m) = MIlc,l,m>
L2|k,l,m> = (l+1)|k7l)m>7
L3|k7lvm> = m’kJ?m)’
1
(k,Lm|k',lI',m') = 5(k — K)o Oy

Amk?

diagonalisieren die S-Matrix. Da S unitér ist, miissen alle FKigenwerte von S von der Form
e mit reellem § sein. Also

1

a0k - k') 311Gy €201 F)
7

(k,1,m|S|k I',m') =
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Die Bedeutung der reellen GroBe (k) finden wir durch ausrechnen der Streuamplitude

472m
ilk) = == = G, L T, )
, 1 . m
- ’ 18— — 2Ml—— T =
5(]{7 k )511 Ormm {47Tk‘2 Tmh2]€ <kalam| |kalam>
_ 1/ , , QiSl(k‘)
(k= K)o bmmt T3

1 .= -
= jﬂk)::%d&@)ﬁnéxk)

Also ist &;(k) mit der in QM I, 2.6 auftretenden Streuphase identisch.

4.6 DWBA

Es sei H = Hy + V1 + V5. In manchen Féllen kennt man die Losung des Streuproblems fiir
den Hamiltonoperator H (1) = Hy + V4. Wenn dann V5 als klein angenommen werden kann,
so liegt es nahe, eine modifizierte Bornsche Reihe aufzusuchen, bei der die Streuzusténde von
H® als nullte Niherung auftreten.

Wir haben dann neben den Mglleroperatoren

1
QL =1- Vi+V)=1— ———— (V1 + 15)Q
= Ho+ i+ Va—Egic 1Y) Ho—Egic 1t V)
noch die Mglleroperatoren
1 1 1
ol —1_ Vi=1— ——voW.
* Hy+Vi—ETFie ' Hy— EFic ' =
Anwendung der Resolventenidentitit
1 1 1 1

= — \%
Ho+Vi+Vo—z Hoy+Vi—z Ho+Vi—z “Ho+Vi+Va—2z

liefert sofort

1
T Hy+Vi-EFie 07
oder 1
(1)
in /)= in / 2 V2lY in )
|¢out> |¢011r11t> Hy+Vi —EFie 2Wout>

Durch Iteration dieser Gleichung erhélt man die DWBA-Entwicklung (,,Distorted waves Born
Approximation”) fiir |1 i, ). Fiir die Streuamplitude findet man ,,on shell”
out

15
g

(b|T']a) (b[V1 + Valain)

1
= (Ui + Volain) + <b(()1u)t Vi (Vi 4+ Vh)

H() — FE —ue
1 1 1

— Vi + Valaim) + GULVAla) — 08V |ain)

= 0 Vila) + (0 Valain).-

ain>

Also
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I T|a) = BITD]a) + BE)Valain).-

In erster DWBA-Né&herung ist |ain) = |ai(i)> und

®|T)a) = (BTDV]a) + B [Valally.

4.7 Inelastische Streuung und Streuung komplexer Systeme (allgemeines)

1. A, B,C, X,Y,... seien einfache oder komplexe, gebundene Systeme (Elektron, Proton,

Atom, Ton, Molekiil ... ). (B, C) bezeichne ein aus B und C' zusammengesetztes System.
Bei der Streuung von zwei Systemen konnen folgende Reaktionen auftreten:
(a) Elastische Streuung: A+ X — A+ X
(b) Inealstische Streuung mit Anregung: A + X — A* + X*
(c) Inealstische Streuung mit Umordnung: A+ X - B+Y + Z... z.B.
i. ,,Pickup”: A+ (BC) — (AB)+C
ii. ,,Aufbruch”: A+ (BC) — A+ B+ C

In allen diesen Fillen liegt ein quantenmechanisches N-Teilchensystem mit einem Ha-

miltonoperator
H=Y gty XV
B —2M; 2 vy Y
i#]

Vvor.

Eine Einteilung der (zunéchst als unterscheidbar angenommenen) N Teilchen in k Frag-
mente, die jeweils aus n, (r = 1,..., k) aneinander gebundenen Teilchen bestehen, heifit
Kanal mit k Fragmenten. Es ist dann N = ZI::1 n,. Kanéle werden oft mit Indices
a, 3,7, ... bezeichnet.

Fiir einen Kanal « gibt es eine Aufspaltung
H=H,+1V,,

wobei H,, die freie Hamiltonfunktion des Kanals «, die Hamiltonfunktion der Frag-
mente ist, wihrend V,, die Wechselwirkung zwischen den Fragmenten beschreibt. Diese
Aufspaltung hingt natiirlich vom Kanal ab. Die Eigenzustdnde von H, sind von der
Form

|pa) = le1)lp2) - - - ler),

wobei |¢,) Zustandsvektor des Fragments r ist.

H|¢a> = Eoz‘qso)'

Hierbei ist E, die Summe der inneren Energien der Fragmente und der kinetischen
Energie der Schwerpunkte der Fragmente:

ka
Eo=) e+ Eg™
r=1
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Eine Streuung von |¢,) im Kanal « nach |¢g) im Kanal (3 ist energetisch nur méglich,
wenn

kg ko
ki
Eam > Zef - Z&? = ESch'
r=1 r=1

Escn heifit Schwellenenergie.

Beispiel: N = 3: Dreiteilchensystem

P  p2  p2
H=_L 2 S Vi + Vaz + Vi
SIITVARE A R
Kanal 1: 1+ (2,3)
132 ]5’2 ]5’2
H — 1 2 3 V-
! oM, oMy 2
P: Py BE
= \%Z
2M1 + 2M23 + 2m23 + %
Vi = Vig+ Vs, wobei
Py = B+ B, Moz = My + M3
B o [P P e — MM
23 B\My, M)’ 7 My + Ms
Eigenzustdnde von H;
|p1) = [P1)|P23, €)
mit
Pilp) = plp)
Ps|paz,e) = pas|pes,e)
PE?
(27721323 + Vz3> |D23, ) = €|pas,€) (e <0)
Also:
S 9
b1 P23
H —
1|é1) o0 + My +e
Kanal 2: 2 + (31) und
Kanal 3: 3 + (12) analog.
Kanal 4: 1+2+3
uo_ BB B

oM, oM, | 20
Vi = Vig+ Vag+ Vi

Figenzustdnde von Hy:
|pa) = [P1)|P2)[P3)-
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2. Ganz analog wie in 4.1 definieren wir fiir einen Kanal o Mglleroperatoren Qo+ durch

. i i
Qor = lim enflte=wHotp
t—Foo

wobei P, der Projektor auf die Zustédnde ist, die im Kanal « liegen, bei denen also die
der Definition von « entsprechenden Teilchen aneinander gebunden sind. Man priift
leicht die folgenden Eigenschaften nach:

(a) T
Qo1 Qs+ = 0apPp

Dies folgt fiir o # [ daraus, da8 e_%HatPa]cp) und 6_%Hﬁtp,3’¢> fir t — oo
orthogonal werden, und ist evident fiir a = .

(b)
Qot = VsV,

ist Projektionsoperator (folgt aus (a)).

(c)
Qa+Qp+ = 00pQp+

(folgt aus (b)), eine analoge Eigenschaft gilt nicht fiir P,, Pgs.

(d)
HQod: = Qcu:I:I—Icu

Beweis wie fiir die analoge Eigenschaft von ..

(e)
[H, Qa:t] =0

(folgt aus (d)).

Zu fordern ist asymptotische Vollstandigkeit

> Qui+H = (1- Pp)H,

wobei Pp der Projektor auf die Zusténde ist, bei denen sémtliche Teilchen aneinander
gebunden sind.

Fiir die S-Matrix finden wir

(/Bout‘ain> = <ﬁ‘QL,Qa+|O‘> = <5|§ﬁa’a>

mit
Spa = QL _Qays
§ga:PaH — PgH isometrisch;
ggaHa = Hﬁgﬂa;
oder

(Boutlain) = (Qp_Blawn) = (- Bunlain) = O 2,0, Bilain) = (8] S|aun)
vy
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mit
s=> a0l
¥
unitér auf
(1-Pp)H,
[S,H] = 0.

Verhalten unter Zeitumkehr:

01Spat = Si,, 0750 =S,

3. Der differentielle Wirkungsquerschnitt ergibt sich durch eine Uberlegung, die der in 4.4
dargestellten gleicht. Insbesondere gilt fiir die Streuung o — (3, wenn o und 3 jeweils
Kanile mit zwei Fragmenten sind, im Schwerpunktssystem der Fragmente

do o\ D3 . -2
v e mgma—— (3, D|Tpa|ct; Da
o = () momal2105. 5Tl i)

o\ * ) R R
= () mie i tla. )
Hierbei sind (mg, pj3, U3) bzw. (ma, Pa, Ua) reduzierte Masse, Relativimpuls und Rela-
tivgeschwindigkeit des Zweifragmentsystems im Kanal 8 bzw. a.

Das T-Matrixelement ist

(B1Sgala) = (Blo)dga — 2mid(Ep — Eo)(B|Tpala) :

(B|Tpala) BIV5Qa+t|a)

{

= (6Vplain)
=
(

Bl Vala)
Bout| Val). (on shell)

Fiir die T-Matrix T}, ergeben sich mit

1 1
Qo=(1-— V)P =(1-— V.Q.|P
e+ ( H—EA,:FZEVV) 7 < HV—E,YZFZ'SVW ”i> 7

die beiden on-shell dquivalenten Formen

1
.Va:

Th, = — [ — _ e
pa = Vs VﬂH—ang Va VﬁH—EﬁmgVa

Bornsche Naherungen, deren praktischer Wert allerdings oft beschréankt ist, berechnet

man durch Einsetzen der Lippmann-Schwinger-Gleichung fiir 23 bzw. {14.

Die erste Bornsche Ndherung ist
(B Tpaler) = (BVpla) = (BVala)

(In der Tat ist
(B1V — Vala) = (8|Ho — Hpla) =0

on shell.)



