Hinweise und Formeln
zur Vorlesung

Quantenmechanik 1
Prof. Dr. H. Romer

18. April 2008



Inhaltsverzeichnis



Quantenmechanik 1. H. Rémer

Literatur (Auswahl)

e
= w

15.
16.
17.
18.
19.

— =
CEO00No e wn e

H
N

G. Grawert
Becker-Sauter
Blochinzew

A. Messiah

K. Gottfried
Davydov

L. Schiff

G. Ludwig

G. Mitter
Feynman

W. Thirring

S. Fligge
Landau-Lifschitz
R. Eisberg, R. Resnik

Cohen-Tannoudji
Galindo, Pasqual
Merzbacher

A. Bhm

N. Straumann, Springer

1 Einfiihrung

Quantenmechanik

Theorie der Elektrizitat I1

Grundlagen der Quantenmechanik

Quantum Mechanics (auch auf Deutsch erhéltlich)
Quantum Mechanics

Quantum Mechanics

Quantum Mechanics

Grundlagen der Quantenmechanik
Quantenmechanik

Lectures Bd. III

Theoretische Physik Bd. III

Lehrbuch der Theoretischen Physik Bd. IV
Lehrbuch der Theoretischen Physik Bd. III
Quantum Physics of Atoms, Molecules, Solids,
Nucleii and Particles

1.1 Quantenerscheinungen und Auftreten der Naturkonstanten als Signale
fiir neue nicht-klassiche Physik

1. Photonen
Energie E = hw, Impuls p = hk
Licht hat Photonencharakter bei folgenden Erscheinungen:

(a) Photoeffekt

Energie des Elektrons F = hw — A (A = Ablosearbeit)
(b) Comptoneffekt (Stofl von Photonen auf (quasi) freie Elektronen)

Frequenzénderung

_ 27h

MeC

A

(1 —cosf)

unabhéngig von A, nur abhéngig vom Streuwinkel des Lichts

(c) Planksches Strahlungsgesetz
Anwendung von Statistik auf Photonengas liefert folgendes spektrales Verteilerge-
setz fiir schwarze Strahler

Srhw  widw

du =

(Planksches Strahlungsgesetz)

(2mc)3 efw/KT — 1"

Insbesondere maximale Intensitéit bei wmax mit

hTwmax = akT, a=~ 1. (Wiensches Verschiebungsgesetz)
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Beide Gesetze konnen nur mit Hilfe der Naturkonstanten A formuliert werden.
Zum Vergleich: Ohne 7 ergibt sich aus Dimensionsgriinden als einzig mogliches
Verteilungsgesetz
8rkT
du = (;;TTPdew. (Rayleigh-Jeans)
Stimmt fiir kleine w mit dem Plankschen Strahlungsgesetz iiberein, fiir grofle w
aber Ultraviolettkatastrophe.

. Phononen

Schallquanten ergeben fiir Translation- und Vibrationsfreiheitsgrade die richtige Tempe-
raturabhéngigkeit der spezifischen Warme, die sich klassich als temperaturunabhéngig
erweist. Quantenmechanisch: ,,Einfrieren von Freiheitsgeraden”.

Quantisierung des Drehimpulses

Sucht man einen Drehimpuls (etwa im dufleren Magnetfeld) in die Richtung 7 auszu-
richten, so kann die 7-Komponente die Werte 7iL = (r + 5)h annehmen. (r ganz, e = 0
fiir Bosonen, ¢ = 1 fiir Fermionen)

FluBBquantisierung
Der magnetische Flufl durch einen supraleitenden Ring ist quantisiert:
2mhe
d=n .
2e
. Josephsoneffekt

Strom in der abgebildeten aus zwei supraleitenden durch diinne Isolatorschichten von-
einander getrennte Halbringe zusammengesetzten Anordnung in Abhéingigkeit von dem
die Anordnung durchsetzenden Fluf3 ®

ed
Ccos —

I=1 e

Welle-Teilchen-Dualismus

. Beugungsversuche

Elektronen- und Neutronenbeugungsversuche an Kristallen zeigen, dafi sich Teilchen
unter gewissen Versuchsbedingungen wie Wellen verhalten kénnen. Wellenvektor und
Impuls héngen hierbei wie folgt zusammen

7= hk.

Erlduterung am Zweispaltversuch mit Elektronen:
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Beobachtungen:

e Auf dem Schirm zeigt sich ein Interferenzmuster, das verschwindet, wenn man
eines der beiden Locher schliefit.

e Auf dem Schirm, in der Nahe der Locher und zwischen Blende und Schirm, wer-
den immer nur ,,ganze” Elektronen beobachtet (Impulse gleicher Stérke messen
die Detektoren, immer volle Elektronenladung e). Das Entstehen der Interferenz-
muster ist also nicht so zu erkldren, dafl ein Elektron nur zur ,,H&lfte” durch jedes
der beiden Lécher gegangen ist.

e Das Interferenzmuster verschwindet auch, wenn durch zusétzliche Messungen be-
stimmt wird, durch welches der Locher das Elektron gegangen ist. (Storung der
Messung, ,,Reduktion der Wellenfunktion”)

2. Wahrscheinlichkeitswellen fiir feste Zeiten
Das Verhalten der Elektronen wird durch Wahrscheinlichkeitswellen beschrieben: kom-
plexwertige Funktion ¢ = ¢(Z) mit folgender Interpretation: Die Wahrscheinlichkeit,
ein Elektron im Volumen A7, um den Ort Zy zu finden ist

wa(fo) = ’1/)(50) IZATx.

Die Wellenfunktion ¥ macht also nur Wahrscheinlichkeitsaussagen {iber den Ort des
Elektrons und beschreibt somit eine statistische Gesamtheit von Elektronen. Die Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation erzwingt die Normierungsbedingung

/d3x lp(Z)])? = 1. (,,Elektron mit Sicherheit irgendwo”)

3. Fourierzerlegung der Wahrscheinlichkeitswellen
w@y—@w)wa/fkdﬁéﬁ.
Aus der Normierung von 1 folgt

/&MdQP:L
Interpretation von C(E)Z Die Wahrscheinlichkkeit, den Impuls des Elektrons im Intervall
AT, um Py zu messen ist
N\ |2
c B
h

Aw,(po) =h 3 AT,




4. Unbestimmtheitsrelation
Definiert man

@) = [ @onjo@P ()= [ bkl
(Ay)? = / @ (i — @)@ (Ak)? = / 03k (ks — (k)2 |e(R) 2,

so gilt fiir alle normierten Wellenpakete ¢(Z) das mathematische Theorem
1
Az;Ak; > 55”-.

(pas Gleichheitszeichen gilt nur fiir Gauische Wellenpakete). Mit der Deutung von k als
% und der statistischen Interpretation von (&) und c(k) bedeutet dies die physikalische
Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

h
AmiApj Z 5(523

Ort und Impuls in der gleichen Richtung kénnen nicht zugleich mit absoluter Genauig-
keit gemessen werden.

Die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation, die unmittelbar aus der Beschreibung von
Teilchen durch Wahrscheinlichkeitswellen folgt, macht eine Aussage iiber die Unsicher-
heit von Orts- und Impulsmessungen, die unabhéingig von Mefiverfahren gelten muf3,
sogar fiir zukiinftige, heute noch nicht bekannte Mef3verfahren. Eine Messung, die eine
Verletzung der Unbestimmtheitsrelation ergébe, brichte das Gebdude der Quantenme-
chanik zum Einsturz. Wir geben deshalb einige

5. Beispiele

(a) Einspaltversuch

A
Ax ~d i = —
x , singp ¥
. pA  wh
Ap ~ = —=— ApAx ~
p ~ psip 9 d:> pAzx ~ wh

(b) ~-Strahlenmikroskop

5 Soen: Ag a2
Auflésungsvermogen: Ax ~ ;o

Unsicherheit des auf das Objekt {ibertragenen Impulses: Ap ~ p, sin 6

= ApAzx =~ 27h.
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(c) Zweispaltversuch (vgl. Abb. zwei Seiten vorher)
Man koénnte versuchen, das Loch, durch welches das Elektron geflogen ist, durch
Messung des Riickstofles auf dem Schirm zu bestimmen. Der Riickstoimpuls be-
tragt:

d
Ap%pz.

So genau mufl dann mindestens der Impuls des Schirms bekannt sein. Das bedingt
eine Ortsunschérfe fiir die Lage des Schirms von

A, o 27h 27Nl
T Ap pd

Das ist von derselben Groflenordnung wie der Abstand des ersten Minimums des
Beugungsmuster vom Zentrum, also wird das Beugungsmuster verwischt, wenn
man durch Messung des Riickstofles Informationen iiber den Durchtrittspunkt des
Elektrons gewinnt.

1.3 Zeitabhingigkeit fiir freie Wellenpakete

W(F, 1) = (2m) 32 / B o(F, 1) eF
Annahme 1: Wahrscheinlichkeitsverteilung des Impulses zeitunabhéngig
= c(k,t) = c(B)e~ kD

Annahme 2: Die Gruppengeschwindigkeit eines freien Wellenpaketes ist zeitunabhéngig und
durch vy = % = <mi> gegeben.

—

-

= o(k,t) =w(k)t mit Vjwk)= h%

., hl? =2

(wo physikalisch irrelevante Konstante).

Im relativistischen Fall hétte sich w(E) = m;QCQ + k2 als Dispersionsgesetz ergeben. Also:

Freies Wellenpaket (neue Bezeichnungen!)

2
)
pr— %t>

W(F,t) = (2mh) % / d*p(p) (ﬁ<

Das ist genau die allgemeinste Losung der freien Schrodingergleichung:

. 61#(37,75) _ h2 =2 (=




Wahrscheinlichkeitsstrom:

pED = WP,
S 1 v o = Y
I A CU BTty
erfiillt
p+ﬁj’:0

Ausbreitungskern: G(Z,t) mit G(Z,0) = 6)(Z):

m ) (3/2)  ;ma?
. e' 2nt
2miht

(@1 = (
Verhalten des Wellenpaketes fiir groe Zeiten (Methode der stationéren Phasen):
of (7))
@l ~ (5) [ (5
= Laufzeitmessungen der Impulsverteilung fithren ebenfalls zum Resultat:
Awp(o) = [ (70)|* Ay

1.4 Vergleich zwischen klassischer Physik und Quantenmechanik fiir Punkt-
teilchen

klassisch quantenmechanisch
Wellenfuntion (%) oder
(p1,Dp2, 3, %1, T2, x3), Element ¥(p), Element eines
eines 6-dim. Raumes unendlich-dimensionalen
Vektorraumes iiber C

Beschreibung des
Zustandes durch
(Kinematik)

FErgebnis einer Messung nur Wahrscheinlichkeits-

. vollig bestimmt verteilungen und
bei bekanntem Zustand Mittelwerte bestimmt
Zeitabhingigkeit Bewegungsglelchung o Scbrodmgergl.elchung
(Dynamik) (i.a. nicht-lineare gewohnliche (Lineare partielle

Y Differentialgleichung) Differentialgleichung)

1.5 Lineare Operatoren und Erwartungswerte

Ein linearer Operator in einem Vektorraum V ist eine Abbildung A : V — V mit
A(’Ul + UQ) = Avy + Awvsg, A(Ozl}) = aAv.

Lineare Operatoren bilden Algebra. Wir betrachten folgende lineare Operatoren im Raum
der Wellenfunktionen (Zusténde) (Fragen wie Definitionsbereich, Stetigkeit etc. werden spéter
behandelt):
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Ortsdarstellung Impulsdarstellung
Ortsoperator @ (Q¥)(&,t) = T(T,1)  (QV)(F.t) = —FVu(.1)
Impulsoperator P (Py)(&,) = IV, (&) (PY)(5.t) = P (p,1)

Es gilt
Def

P % PQs — QiP = .

Erwartungswerte eines Operators A im Zustand :
Ao = [@orr @A = . 40)
= [ @I 030G ) = (5, AD)
A = Ay
Fiir A = f(Q) oder B = g(P) ergeben sich gerade die Mittelwerte:

o= [ Esf@@ols (Bl = [ Epe@I0E0P

N2
Beispiel: (B2), = [ dpp? [0(5,t)[2 = [ dPzy*(7,1) (’gv) (T, 1)
Deflntlon. Der lineare Operator a heiBt hermitesch, wenn

(A, @) = (P, Ap) Y, .

(Anmerkung: Es gilt natiirlich A hermitesch < A hermitesch)
Satz: Ein linearer Operator A hat genau dann reelle Erwartungswerte fiir alle Zusténde, wenn
er hermitesch ist.

Observablen Groflen eines quantenmechanischen Systems, auch Observable genannt, miissen
somit hermitesche Operatoren entsprechen. Die korrespondenzméflige Ubersetzung

A(p, ) ~ A(P, Q)

von klassischen in quantenmechamsche Observable fithrt nicht immer zu einem emdeutlgen
hermiteschen Operator A(P Q) Hermitisierung ist wegen der Nichtvertauschbarkeit von P
und Q auf verschiedene Weise moglich. Beispiel:

ﬁQQQ nicht hermitesch
p°q* ~ %(ﬁ2é2 + @2ﬁ2) hermitesch
i(ﬁ@ + QP)? hermitesch

1.6 Allgemeine Unbestimmtheitsrelation

Seien A und B hermitesche Operatoren, dann sind auch AA = A — (A), AB = B — (B),
(AA)?%, (AB)? hermitesch. Man definiert die Schwankungen

0< 02 =((A4)%) und 0< 0% = ((AB)?).
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Aus

<<AA ,AB) <AA ,AB) )
0< —ti— |, | — 1 — | ¥
oA oB OA 0B

folgt die allgemeine Unbestimmitheitsrelation
1
oa0p 2 5 [([4, B])l.

(Gleichheitszeichen nur fiir %d} = +i28y))
A oB
Beispiel: Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation:

h
op0Q; = 55@-

(Gleichheitszeichen nur fiir Gaufische Wellenpakete).
1.7 Hamiltonsche Formulierung der klassischen Mechanik

Gegeben sei eine Hamiltonfunktion H = H (p, Z). Hamiltonsche Bewegungsgleichung;:

oH . od
api = Ty, O = —Pi-

e Hamiltonfunktion fiir Teilchen im dufleren Potential V:

=2
H(p, %) = 5— + V(%) Energie, ausgedriickt durch p und 7.
m
Hamiltonsche Bewegungsgleichungen:

r
m

7=

, p=-VV = mi=-VV().

e Hamiltonfunktion fiir Teilchen im &dufleren elektromagnetischen Feld:

wobei

¢ skalares Potential: E= —ﬁ¢ A Vektorpotential: B=VxA.

Hamiltonsche Bewegungsgleichung fiithrt wirklich auf
m# = $i x B(Z) — eV ().
c

— =

Poissonklammer von Funktionen F'(p, %), G(p, T):
Definition:

oF 0G  OF 0G
hG)= ; dz; Op;  Op; Ox;’

Es gilt:
1. {F,G} =—{G,F}
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2. {F,G} linear in F und G

@

{F,G1G3} = G1{F,G2} + {F,G1}G2

W

AEAF,G}} +{F,{G,E}} +{G,{E,F}} =0 (Jacobi-Identitt)

5. {pl7F} - ax ; {':UMF} ap ; {plvxj} - 52]

Zeitabhéngigkeit einer klassischen Observablen A(p, Z):

d
—A={AH
A={4H}

1.8 Schrodingergleichung fiir das quantenmechanische Einkorperproblem

Rezept: Man iibersetzt H(p,Z) ~» H (]3, Cj) Hamiltonoperator, Observable der Energie des
Systems und erhélt die Schrodingergleichung

0 L.
h—¢ =H(P .
ihet = H(P,G)
Beispiel:
1. Teilchen im Potentialfeld: H = 5721 + V(@). Hermitesch, wenn V(%) reellwertig.

- S o\ 2 - -
2. Teilchen im E-M-Feld: H = 5 (P %A(Q)) + e¢(Q). Hermitesch, wenn A(Z) und
() reellwertig.

Zeitabhingigkeit von Erwartungswerten ergibt sich aus der Schroédingergleichung zu

d 1

LA) = —{[A, H]).

Diese Gleichung dhnelt der entsprechenden klassischen Beziehung, wenn man analogisiert

(Poissonklammer) ~-» (Kommutator).

In der Tat erfiillt %[, ] die Identitéiten 1.7.1.-5. (Bei 3. ist auf die Reihenfolge zu achten.) Zur
Losung der Schrodingergleichung macht man den Ansatz

Y(T,t) = e i Phy(T)
und erhalt
Hy(%) = By(T).

Eigenwertgleichung, 1) (%) Eigenvektor von H zum Eigenwert E. Es gilt: E reell und V (%) > V)
VIi=FE>V,.
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1.9 Eindimensionale Modelle

Schrédingergleichung:
R\
W@+ (5) (B Vi)t 0.
Fiir zwei Losungen zu demselben V und F gilt:

din@) = di(d)ﬂbé —botp)) =0, W heiBt Wronskideterminante.
x x

Quantenphinomene an Treppenpotentialen

1. Potentialschwelle

E >V, : Transmission und Reflexion.
E <Vy : Reflexion mit Verzégerung. Aufenthaltswahrscheinlichkeit
im klassisch verbotenen Gebiet nicht verschwindend.

2. Potentialtopf

E <0 : nur endlich viele diskrete Energieniveaus moglich (wegen
Forderung nach Normierbarkeit).
Aufenthalt im klassisch verbotenen Gebiet moglich.

E >0 : Transmission und Reflexion.
Resonanzerscheinungen fiir Reflexion, Transmission,
Verzogerungen und Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Inneren
des Potentialtopfes.

3. Potentialschwelle

E >Vy : ahnlich 2. fir £ > 0.
E <Vp : Transmission (Tunneleffekt) und Reflexion.
Aufenthalt im klassisch verbotenen Gebiet.
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1.10 Klassischer Grenzfall, Ehrenfesttheorem
Fiir eine Observable A(P,Q, 1) gilt:

d 0A. i
$<A> = <§> + #[H,AD.
Wegen [P}, F| = %% und [Q;, F] = —?g—g bedeutet dies

oy QHP.Q)  d . OH(PQ)
(Ehrenfestsches Theorem).

—

Mit H = % + V(Q) ergibt sich

d? = o=
ms (@) = ~(VV(@)).

<C§> erfiillt die klassische Bewegungsgleichung, wenn (ﬁV(@» = 6V(<C§)) Das ist der Fall
genau fir

—

1
V(Q) = §Az’jQiQ]’ + BiQ; +c. (Aij, Bi,c € R)

(Harmonischer Oszillator, freier Fall, freie Bewegung) Auch fiir die Bewegung im konstanten
duferen Magnetfeld gilt

Allgemein: Naherung .
V(@) = V(@) + V" (@)

gut fiir V" ((Q))UQQ < V'((Q)). (Kraft langsam verdnderlich iiber Absténde der Grofie o¢)
Anwendung: Zeitabhingigkeit von aé, 0123 fiir freie Bewegung, freien Fall, harmonischen Os-
zillator.

1.11 MefBBwerte und Erwartungswerte

1. Ergibt sich bei einer Messung der Observablen A der genaue Meflwert a, so mufl wegen
der Reproduzierbarkeit der Messung das System unmittelbar nach der Messung in einem
Zustand v sein, fiir den (A)y, = a und ((4 — (A))?),, = 0 gilt. Das bedeutet:

a€R und Ay = ay.

Nach der Messung befindet sich das System in einem Eigenzustand von A zum Eigenwert
a. (Reduktion des Zustandes; erneute Messung von A darf den Zustand nicht mehr
reduzieren.) Mogliche scharfe Mefiwerte sind nur die Eigenwerte von A. Es gilt:

(a) Eigenvektoren von A zu demselben Eigenwert a bilden linearen Teilraum V.

(b) Eigenwerte von Observablen sind immer reell.

(¢) Eigenzustinde zu verschiedenen Eigenwerten einer Observablen sind orthogonal.
)

(d) Erwartungswerte einer Observablen A in Eigenzustinden von H sind zeitunabhéngig.
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(e) Fir ErhaltungsgroBen sind Erwartungswerte und Schwankungen in allen Zusténden
zeitunabhéngig.

Von besonderer Bedeutung sind die Eigenzustinde des Hamiltonoperators H: Hy =
FE. Fiir sie gilt die Eigenschaft der Stationaritéit:

Fiir alle Observablen A(P, Q) und Hy = Eq gilt 4(A)y =0.

Umgekehrt gilt:

Satz: Stationdre Zustidnde sind Eigenzustéinde von H.

. Im folgenden wollen wir zur Orientierung so tun, als wire der Zustandsraum endlich-

dimensional. Dann gibt es ein Orthonormalsystem {yy,} mit (¢, Yn) = dmpn und der
Vollsténdigkeitseigenschaft

b= onlpn,¥). Vi

Gleichwertig zur Vollstiandigkeit von {¢,} sind die folgenden Aussagen:

(a) (¥, 0) =3, (0, 0n)(on, ) =, |(¢n, ¥)|? (Parcevalsche Gleichung)
(b) (¥,¢") =32, (¥, on)(n, ¥')
() (¢n,¥) =0Vp, =1 =0

Matrixdarstellung beziiglich der Basis {¢y, }:

Apn = omAb; Aby = (Pm, Apn);

A hermitesch < A = A% * .= (A®)I
Wirkung auf Komponenten:
Cm ’i) Z Amncn
Es gilt:
(eA+ (B)? = «A¥+ (B
(A-B)? = A¥BY (Matrixprodukt)
1¥ = (6;;) =1 (Einheitsmatrix)

Wechsel der Orthonormalbasis:

A =UAPUY mit Upp = (¢, 0n) UUT=UTU =1

. Satz: Jeder hermitescher Operator A in einem endlich dimensionalen C-Vektorraum mit

hermiteschem Skalarprodukt (-,-) hat ein vollsténdiges Orthonormalsystem von Eigen-
vektoren.

Beziiglich dieser Orthonormalbasis ist die Matrix A¥ diagonal:
(me7 A‘Pn) = anémn
Schrodingergleichung fiir Eigenvektorensystem von H hat Losungen:
v(t) = Z Pnca(0)e 0t

Insbesondere ist bei stationédren Zustédnden nur die Phase zeitabhéngig.
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4. Sei {py} vollstindiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren der Observablen A.
= Z On(pn, ) = Ap = Z Onn(Pn, Y ZSOnf an)(Pn, P)-

Also
(F( Ay =D (1, @n) fan) (P, ¥ Zf an)|(on, V) VF.

n

MeBwahrscheinlichkeiten:

(a) ohne Entartung gilt a,, # a, fiir m # n. Fiir alle f:
Ay = Z f(an)|(n, w)’2 = Z flan)wg

(w¥ : MeBwahrscheinlichkeit fiir a,, im Zustand v). Vergleich liefert:

(b) mit Entartung: Entartungsparameter \:
A@an,)\ = anPap,\> (‘pan,)\y Span,)\’) = 5)\,)\’

= 1(@anr )
By

Es gilt wirklich

wl =1 AY = apip.

an — ) an

wa =1.

(Parcevalsche Gleichung; Wenn das Orthonormalsystem von Eigenvektoren von A
nicht vollsténdig wére, so ergidbe sich mit endlicher Wahrscheinlichkeit gar kein
MefBwert.)

1.12 Uneigentliche Eigenvektoren und Eigenwerte

In unendlich dimensionalen Vektorrdumen mit hermiteschen Skalarprodukt ist es nicht mehr
wahr, dafl jeder hermitesche Operator ein vollstindiges Orthonormalsystem von Eigenvek-
toren hat. Orts- und Impulsoperatoren P und ) haben beispielsweise keine normierbaren
Eigenfunktionen.

Poy(z) = ?%gop(:c) =ppp(z) =  @plz) = cenPe nicht normierbar

Qpy (x) = 20 (x) =2 pp(z) = @w(x)=Cd(x—2')  nicht normierbar
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Die nun folgende Diskussion erhebt keinen Anspruch auf mathematische Strenge. Eine genaue
Begriindung der zitierten Ergebnisse wird spéater mit Hilfe der Spektraltheorie selbstadjun-
gierter Operatoren gegeben.

Wir schwiichen unsere Forderung, dafl nach einer Messung der Observablen A mit dem Ergeb-
nis a ein quantenmechanisches System in einem Zustand ¢ mit (¢, (4 — a)?) = 0 vorliegen
mufl, etwas ab und definieren:

Eine Observable A hat den (uneigentlichen) Eigenwert a, wenn es eine Folge {¢!'} von nor-
mierten Zusténden gibt mit

(¢a Apg)=a ¥Yn und  lim (o5, (A~ a)’py) = 0.

n—oo

Die Eigenwerte und Eigenzustéinde im bereits definierten Sinne ergeben sich als Spezialfall
konstanter Folgen. Man zeigt leicht:

aeR  und lim (¢, ¢l) =0 fir a#d.
n—oo

Die Folge {7} heifit Folge von Fasteigenzustinden der Observablen A zum Eigenwert a. Die
Menge der uneigentlichen Eigenwerte von A heifit Spektrum von A (geschrieben Spec A) und
besteht aus dem diskreten Spektrum (Eigenwerte von A mit normierbaren Eigenzustinden)
und dem kontinuierlichen Spektrum (uneigentliche Eigenwerte, die nicht zum diskreten Spek-
trum gehoren).

Es gilt Spec A C IR, und Spec A ist die Menge der moglichen Meflwerte von A. Fiir P und
@ konstruiert man Folgen von Fasteigenfunktionen:

A
PO 0 e il A p Ay _ A 2 Ay A7
gpp (.%') - \/E p_% dpleh’p ’ (QDp 7P50p ) =b, (@p ) (P _p) Spp ) - 12
1 A A?
A - = 2. A/ A/ — A/ N2 A/ _ =

Da diese Konstruktion gerade fiir alle 2/, p € R moglich ist, gilt
Spec P = Spec Q = IR.

Das oben behandelte Beispiel des Potentialtopfes zeigt, dal es auch Observable mit nicht
leerem diskreten und kontinuierlichen Spektrum gibt. Entartung ist im diskreten und im
kontinuierlichen Spektrum mdoglich. In den folgenden Rechnungen werden wir ihre Andeutung
unterdriicken.

Teilt man den kontinuierlichen Teil des Spektrums in Intervalle der Lange A ein, so ergibt
sich fiir alle normierten Zusténde 1:

il
¢%§n:son(<pn,¢)+§a;A\/K ﬁ,w

und im Grenzfall A — 0

P = Z on(Pn, V) + /da Ya(Pa, ) (Vollsténdigkeit)

A
%A‘ Fiir die Operatoren P und @ berechnen sich die uneigentlichen Eigen-

mit ¢, = lima_q
vektoren wirklich zu

op(z) = (271'71)71/26%1)36 und @ (z) = 6(z — ).
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Normierung:

(©m,¥n) = Omn, (Pm>Pa) =0, (@a,pp) =6(a—b).

Parcevalsche Gleichung:

(6.0) = (W) o) + [ da (w0 (0r)

n

Mefwahrscheinlichkeiten:

0. 04%) = Y fan)lln 0P + [ da f(@) g0 )P

n

fiir ,alle” f =
wo, = e )% AwY = |(pa, ¥)*Ad.

Parcevalsche Gleichung < 3 w;pn + [da Wy =1.

Wegen (¢, 1) = ¢ (z) und (¢p,¥) = ¥(p) stimmt dieses Resultat mit den vorher gefundenen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen {iberein.

1.13 Vollstandige Systeme kommutierender Observablen

Wir orientieren uns am Fall des diskreten Spektrums, fiir das kontinuierliche System gelten
analoge Uberlegungen.

Nach Messung einer Observablen A mit dem Ergebnis a befindet sich der Zustand eines
quantenmechanischem Systems im Eigenraum V, = {v|Av = av}. Wenn a nicht entartet
ist, so ist nach der Messung der Zustand eindeutig (Préparation des Systems). Andernfalls
miissen zur vollstdndigen Festlegung noch weitere Messungen vorgenommen werden, die aber
das Ergebnis der ersten Messung nicht verindern diirfen. Das fithrt zu der Forderung, dafl
die Observablen, die den zusétzlichen Messungen entsprechen, mit A und miteinander kom-
mutieren miissen, denn es gilt der

Satz: Die Observablen A; haben genau dann ein gemeinsames vollstdndiges Orthonormalsy-
stem von Eigenvektoren, wenn sie miteinander vertauschen, d.h. wenn

[Ai, Aj] =0 Vi, j.

(Beweisskizze: man zeigt: A;v = Av = A;A;v = NA;v)
Definition: Das System kommutierender Observablen {A4;} heifit vollstindig, wenn fiir alle
Eigenwerte a; von A; die Teilrdume

Vaias,.. = {v]| Ajv = a;v}

eindimensional sind.

Die Messung aller Observablen eines vollstdndigen Systems legt dann den Zustand eindeutig
fest.

Zur praktischen Préparation eines quantenmechanischen Systems ist es zweckmifig, minima-
le vollsténdige Systeme kommutierender Observablen zu wéhlen, die durch die Eigenschaft
definiert sind, daf} kein Teilsystem vollstindig ist.
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2 Anwendungen

2.1 Drehimpulsoperatoren

Die Komponenten des Drehimpulsoperators M = C_j x P erfiillen die Vertauschungsrelationen
[M;, M) = il My; [M;, M?] = 0;
[M;, Q;] = iheijiQu; [M;, Pj] = ihejiPy;
[M;, Q%] = [M;, P] = [M;, PQ + QP] = 0.
Insbesondere gilt fiir die Hamiltonoperatoren vom Typ H = ﬁ]ﬁ +V(Q)):
[M;,Hl=0 = M; Erhaltungsgrofle.

Im folgenden definieren wir:

1
Ll’ = ﬁMZ und Li = L1 + iLQ.

Dann schreiben sich die Vertauschungsrelationen der Drehimpulsoperatoren:

[Ls,L+] = =+Lx,
[Ly,L_] = 2Ls,
[? = LyL_ +L3(L3—1)=L_L;+ L3(Lz+1),
[Ls,[?] = [Ly,L%=0.

Wir suchen jetzt gemeinsame Eigenfunktionen der kommutierenden Observablen L2 und L3
auf:

Lfi = WI+1)f
m m ) l > O; ms JU!m!) = 0 ’5mm’7
L3 fim = M fim (Joms Jirmr) = O

wobei wir zunéchst nur die Vertauschungsrelationen der Drehimpulskomponenten ausnutzen
wollen. Wir finden:

(L fim, L+ fim) =l(l4+1)—m(m+1) >0 = —-1<m<lI

2l ganzzahlig, da sonst die Unglei-

= hung —! < m < [ durch Anwen-
L’L = I(+1)L Cuuig = = m =

+fim ( VLt fim = den von L, oder L_ verletzt wer-
LsLy fin = (m=x1)Ly fim

den konnte, m = —I, -1+ 1,...,+l.
Insgesamt 2/ + 1 mogliche Werte.

Somit:

L:I:flm = \/l(l + 1) - m(m + 1) flm:l:l

_ (l_m)' _ rl+m
= Jm= (z+m)(2m_L++ fit-
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2.2 Darstellungen der Drehimpulsoperatoren im Ortsraum

In diesem Fall haben wir L; = —ig;j,x; V. Wir suchen normierte Funktionen f,, (%) mit

L2fim(@) = 1(1+1)fim(D),
L3 fim (%) = M fim (Z).

Wegen I_:g(r) = 0 geniigt es, Z als Einheitsvektor anzunehmen. In Polarkoordinaten:

xr1 = rsinfcosy,
xg = rsinfsiny,
r3 = rcosf.

E2}flm(9’§0) = l(l"i_l)}/lm(ev(zo)’
L3}/lm(9790) = valm(gaSO)

2 s
/ d(p / df sin 6 Y}Tm/ ((9, @)}/lm(g, QO) = 5ll’5mm"
0 0

1. 1=1:
Man definiert: ‘
Ty = x1tire = eT¥sinb,
r3 = cosb
und findet
L+.’L'_ = 21’3, L+£U3 = —T4, L+.T+ = 0
L_x_ = 0, L_z3 = z_, L_xy = —2x3 =
Lsry = +xy, Lgrg = 0, L2r_ = L3(Ls —1)z_ =2x_
Ly = e (£0y +icotd,),
Ly = —i0,.

Somit bilden (z_, z3,z4) bis auf Normierung ein System von Eigenfunktionen zu [ = 1.

2. 1> 1:
Lszt = —lat, L[%t' = (LyL_ — Ls(Ls—1))a" =1(l + 1)2".

Somit, nach Ausrechnung der Normierung

204+1 /20
Yiei(0,0) =\ ——\/ ﬁv’ﬂl—

und durch Anwenden von L.:

_1\ym . l+m
(=) e"¥sin™ 0 d

2 I
201! (d cos @)t+m (cos™0 —1)

(—1)™e™® P (cos §).
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Die Y}, heilen Kugelfunktionen, die P/ heiflen zugeordnete Legendrepolynome. Es gilt
Yim(0,¢) = Yy (m, ¢) = 0 fiir m # 0. Aus der Normiertheit der Yy, folgt:

1 2 I+ m)!
[ arrr@rre = 525t .

—1 2041 (l - m)
Fiir m=0:
20+1
Yio(0,¢) =) = —Pilcost)
mit P(z) = P)(z) = 2}“ dd (2 — 1)L, Die P, heiBen Legendrepolynome. P ist Polynom

vom Grade [, und es gilt

P(x) = (-1)'Py,

p(1) = 1,
! 2
dzx P(z) Py = Ogpr -
/_1 x Py (z) Py () 2011 i
Die Kugelfunktionen bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem von Funktionen auf
der Sphére:
o0 m
9 0,9) =D > gim(r)Yim(0, )
=0 m=-1
mit
2
gim (7 / dy' / do’ sin@ Y (0, ¢") g(r, 0, 4").
Das heif3t:

5 Vin0. Vi 04 = 56— 0)5(e — ).

sin 6

Die Normierung von g impliziert

S [ drrtlamP =1
Im 70

Man findet sofort:

S g (r)]>  :+ Ortsaufenthaltswahrscheinlichkeit zwischen r und Ar-.

Jo~ drr?|gm(r)[* :  Wahrscheinlichkeit fiir den MeBwert (1, m).

2.3 Schrodingergleichung im Zentralpotential

Eigenzustinde des Hamiltonoperators H = %]32 + V(|C§|) miissen zugleich Figenzustédnde
von L? und Lj sein. Eigenfunktion im Ortsraum sind also als

VEIm = XElm(T)Yim(ea 90)
anzusetzen. Nun gilt die Operatoridentitét

P2=P? 4 M2
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mit

Im Ortsraum:

LR 1N . (0 20\ L1
Pfx—i<ar+r)><7 Frx=—h (arﬁrm)x——hraﬁx

Einsetzen in die Schrodingergleichung ergibt lineare DGL zweiter Ordnung fiir x gy, (r):

dr?2 =~ rdr r2

( € 24 WY V(r)+ E) XEm(r) =0,

wobei A = QH—ZLA. Die Gleichung ist unabhingig von m, also ist der Eigenwert F (2] 4 1)-fach
entartet. Wir schreiben von nun an nur noch g (7).
Fiir die Losung xgi(r) der DGL

dr?2  rdr r2

<d2 +2d—M—V(r)+E)xEl(r)=0

fithrten die Forderungen nach Quadratintegrabilitdt bei r = 0 und nach Hermitizitéit von P,
zu der Bedingung

(A)  lim rxg(r) =0.

Fiir die folgende Diskussion setzen wir E = k2, yg(r) = 2wy (k,r) und erhalten die DGL

1 A
(B) <w{' - l(l:; )wl —V(r)w + k‘2wl> =0.

Auflerdem nehmen wir im folgenden an, daf

lim 72V (1) = 0, lim rV(r) =0 oder

r—0 r—00

V(r)=0 fiir r>a (abgeschnittenes Potential).

Diese DGL ist vom Typ
() w’ —Vw=0.

Es gelten fiir solche DGL die folgenden einfachen Aussagen:
1. Jede Losung ist Linearkombination aus zwei linear unabhéngigen Lésungen wq, wa:
w(r) = aw; (r) + bwa(r).

Ein Paar linear unabhéngiger Losungen heifit ein Fundamentalsystem von Losungen.
Jede Losung ist durch Vorgabe von w(rg) und w'(rg) (Anfangsbedingungen) eindeutig
bestimmt.
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2. Zu je zwei Losungen wi, ws ist die Wronskideterminante
W wy, we] = wiwh — waw]
unabhéngig von r und # 0, wenn w1, wo ein Fundamentalsystem bilden.

3. Eine Greensfunktion in der DGL (x) ist eine Funktion G(r,r’) von zwei Variablen, fiir
welche gilt:

2
[jﬂ - V(r)] Glr,r') = 3(r — 1),
Jede Greensfunktion ist von der Form
G(r,r'") = M@(r —7) {w1 (rwa(r) — wo(r")w (7‘)} + a(rwy(r) + b(r" ws(r),

wobei w1, ws ein Fundamentalsystem von Loésungen bilden.

4. Jede Losung der Integralgleichung
w(r) = wo(r) + /dr' G(r, 7YV (rw(r')

mit wy Losung und G Greensfunktion zu (x) ist Losung der DGL

w" —Vw—Viw =0.

Wir kommen nun auf die Diskussion der DGL (B) zuriick. Wir konstruieren zwei Fundamen-
talsysteme von Losungen, indem wir Anfangsbedingungen einmal bei r — 0 und einmal bei
r — 00 vorgeben.

1. r—0:
Fiir die Diskussion des Verhaltens bei 7 = 0 kénnen wir V und k2 vernachléssigen. Wir
finden: Es gibt ein Fundamentalsystem von Losungen u;(k,r),v;(k,r) zu den Anfangs-
bedingungen

©) uy(k,0) = 0; lim,_0 % =1 (regulére Losung),

lim, o 7lv;(k,7) =1 (singulire Losung).
Nur = geniigt der physikalischen Bedingung (A). Man findet sofort
W[wl, wg] = —(2l + 1),

und fiir u; die Integralgleichung

k _ I+ 1 "o ittt i) 2 /
Ul( ,’I") =r + dr 0 (V(T‘)—k‘ )Ul(k‘,?“),
0

20+1 r rl

(Man setze V = l(%l) und V' =V — k?)), bei der die Randbedingung bei r = 0 bereits
eingebaut ist. Da (B) nur von k? und die Randbedingung (C) an w;(k,r) gar nicht von
k abhingt, ergibt sich, dafl die Losung durch die Randbedingung eindeutig bestimmt
ist,

w(k,r) = w(—k,r).
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Man kann sogar zeigen: u;(k,r) ist fiir festes 7 und komplexes k eine ganze holomor-
phe Funktion in k (Ganze holomorphe Funktion = analytische Funktion ohne Singula-
ritdten). Man sieht sofort, daf fiir komplexes k gilt:

(") uj (k,r) = w(k*,r) = w(—k*r),
da u* die DGL (B) mit k* statt & und der Randbedingung (C') 16st.

2. r — oo
Fiir die Diskussion des Verhaltens bei  — oo sind die Terme V und l(lr%l) vernachléssig-
bar und man findet: Es gibt ein Fundamentalsystem a;" (k,7), a; (k,r) von Losungen zu

den Randbedingungen

B B R N
( ) af(k‘,?") ~ e_ikﬂ“ = hmr‘ﬂoo eikra;(k’r) :1’ [al y @ ] = —ZIK.
T—00

Diese Losungen heiflen Jostlosungen. Sie sind Losungen der Integralgleichung

. o0 1 - (l+1
aif = ik —|—/ dr’ z sink(r —r") [V () + ( —; )] af (k,r").
r r

Analog wie unter 2. zeigt man, daf} fiir abgeschnittenes Potential und beliebige komplexe
ke C gilt: ali(k, r) ist fiir feste r ganze holomorphe Funktion in k£ und

(D) a;r(k:,r) =a; (—k,7), a;r(k:,r)* = a;r(fk‘*,r).
Die regulire Losung ist natiirlich Linearkombination der Jostlosungen:

w(k,r) = Ci(k) alJ“(k, r)+ Dy(k)a; (k,7)
= Ci(k)a; (k,r) + Ci(=k) ay (k,7) (wegen (C'), (D).

Fiir physikalische Losungen ist natiirlich k2 reell anzunehmen und wir erhalten zwei
Fille:

(a) k% < 0: Negative Energie k = ik (k > 0).
In diesem Fall steigt die bei r = 0 regulire Losung u;(k,r) fiir r — oo an und
kann auch durch Paketbildung nicht normierbar gemacht werden. Wenn jedoch
Ci(—ik) = 0, so ergibt sich eine normierbare Losung, ein Bindungszustand zur

Energie Fy = —%52. Die Bindungsenergien sind diskret (quantisiert).

(b) k% > 0: Positive Energie.
Die Losung der w;(k,r) verhélt sich fiir r — oo oszillierend, durch Paketbildung
koénnen normierbare Losungen erzeugt werden (Streuzustinde). Fiir Streuzustinde
ist jede positive Energie zuléssig (keine Quantisierung).

Die Koeflizienten berechnen sich zu

Wlug,a; | 1 _ 1
k)= bl 2 = A(k).

Das rechtfertigt die Schreibweise

(B)  wlhr) = 5o AR (k) — A~R)aq (k7).
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Die Funktionen A;(k) sind wieder ganze Funktionen in k. Sie heiflen Jostfunktionen und
erfiillen

A7 (k) = A(—k").

Mit A;(k) = |A;(k)|e'**®) finden wir fiir das asymptotische Verhalten von u;(k,r):

wlh,r) o~ L (eilkrion _ emilhrion)

(F) = L,Ek)l sin(kr + oy)

_ [Ai (k)| —ioy (62ioleikr . e—ikr) .

Fiir reelle k ist o; Phase der Streuwelle fiir grofle k. Eine andere Interpretation liegt
ebenfalls nahe: einer einlaufenden Welle e %" entspricht eine phasenverschobene aus-
laufende Welle e?“te’*". Die o heilen Streuphasen (bis auf eine Konstante, iiber die
wir noch verfiigen werden). Sie enthalten die gesamte physikalische Information {iber
den Streuprozefl.

Die Gesamtheit der Grofien

heifit S-Matriz. Sie ist eine meromorphe Funktion von & (holomorph bis auf Pole). Die
Pole von Sj(k) sind die Nullstellen von A;(—k). Wegen A;(—ko) = 0 < A;(k§) = 0 liegen
die Pole von S; symmetrisch zur imaginéren k-Achse. Wir unterscheiden folgende Fille:

(a) Zmky >0
(E) zeigt, daB es dann einen normierbaren Bindungszustand zur Energie %k% gibt.
Wegen der Hermitizitéit des Hamiltonoperators muf kg rein imaginér sein. Mann
kann zeigen, dafl die Pole einfach und von endlicher Anzahl sind.

(b) Zmko =0
Dieser Fall tritt nicht auf, denn wegen der Symmetrie A; (k) = A;(—k*) wére dann
u(k,r) = 0, was der Randbedingung (C') widerspricht.

(¢) Imko <0
Hier gibt es zwei Moglichkeiten:
1. Re/{?() =0

Antigebundene Zustidnde, entsprechen exponentiell rein ansteigenden nicht
normierbaren Losungen von (B), endlich viele einfache Pole.

ii. Rek‘o 75 0
Diese Pole entsprechen den auslaufenden Wellen mit komplexen k. Sie treten
paarweise spiegelsymmetrisch zur k-Achse auf. Man bezeichnet sie als Reso-
nanzpole. Thr Anzahl ist unendlich. Physikalisch entsprechen sie fiir |Zmko| <
|Reko| metastabilen Resonanzzustinden, zeitlich exponentiell abklingenden
und rdumlich exponentiell ansteigenden unphysikalischen Lésungen der
Schrédingergleichung.
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Fiithrt man statt k die Energievariable £ = %k@ ein, so erhélt man eine zweiblatt-
rige Riemannsche Fliche. Die Bindungszusténde liegen bei negativem E im physikali-
schen Blatt, die antigebundenen Zustéinde und Resonanzen im unphysikalischen Blatt
der Energiefliche. Wenn sie in der Néhe des physikalischen Blattes liegen, kénnen sie
gleichwohl zu beobachtbaren Effekten fiihren.

2.4 Losungen der freien Schrédingergleichung

Nach Abseparation der Winkelvariablen durch den Anstatz

U(Z) = xa(r)Yim (0, ¢)
nimmt die freie zeitunabhiingige Schrodingergleichung (A + k2)vy(%) = 0 die Form

<d2+2d_l(l+1)+k2)xl(r>:0

dr?2 = rdr r2

an. Wir geben zwei Fundamentalsysteme von Losungen an:

i(kr— LT
L. hli(lﬂ“) ~ # entspricht den Jostlosungen
7—00
~ (kr)=t=1(20 — !
T—
in(kr— 1T
2. gikr)  ~ w reguléir bei r = 0
r—00
(kr)!
oo @D
cos(kr—12) . . .
n(kr) ~ 2 singuldr bei r = 0
T—00
~ (kr)==1(21 — 1!
r—

Hierbei ist

[
> e sphérische Hankelfunktion,

L.
) SBL sphérische Besselfunktion,

=
—
s
S~—
Il
T
s
N—
r
/~
DI= DI DI
Sl & S

l
> 2L sphirische Neumannfunktion.

Die ebene Welle ¢*% muf als Losung der freien Schrédingergleichung nach den soeben ange-
gebenen Losungen entwickelbar sein:

Z{alm i) + b (B) g (k) } Yirn (6, ).
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Wegen der Regularitdt von T st jedenfalls blm(E) = (. Es ist bequem, zunéchst k in 3-

Richtung zu legen. Dann erhélt man

gikrcost _ Z ai(k) gi(kr) Yio(6, ¢).
l

Vergleich der asymptotischen Verhalten fiir 7 — oo der rechten und der linken Seite ergibt
mit Yio(0, ) = /%L Pi(cos 0)

ekreost =N (21 4 1)i! jy(kr) Pi(cos ).
l

Das Additionstheorem fiir Kugelfunktionen

47
20+ 1

> Vi (O, 0) Vi (0, 02) = Pi(cos )

m

(0 ist der Winkel zwischen den Einheitsvektoren I% und %) fithrt zu der allgemeinen Form

der Entwicklung einer ebenen Welle nach Kugelwellen:

eikf =47 Z il jl(]ﬁ“) }/l*m(gkn gpk)Yim(Hm, 4,033)-

lm

Vergleicht man das asymptotische Verhalten von j;(kr) mit dem asymptotischen Verhalten

(E) der regulidren Losung, so findet man fiir die freie Schrédingergleichung die Streuphasen

(0) k) = _m
o, (k) = —7F.
Deshalb definiert man zweckméifliger die Streuphasen 6;(k) durch

oi(k) = —%r + 9i(k),

so dafB §;(k) = 0 fiir die freie Bewegung ist. Man erhélt dann

Sl (k‘) — eQi(Sz(k) )

2.5 Streuung am dufleren Potential

Dies ist der einfachste Modellfall eines Streuprozesses. Spéiter werden wir elastische und in-
elastische Zweiteilchenreaktionen und Mehrteilchenprozesse besprechen. Schema eines Streu-
experimentes:
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Charakteristische Groflen: Differentielle Wirkungsquerschnitte fiir Teilchen gegebener Sorte
und Energie pro Raumwinkel im Endzustand:

-~ . do .
N = ]emnd—QdQ, wobei

d§) = sin 8dfdy :Raumwinkelelement,
N: Zahl der Teilchen pro Sekunde im Detektor,

Jein: Zahl der einlaufenden Teilchen pro Sekunde und Fléche,
n: Zahl der streuenden Teilchen im Target.

Fiir die Streuung am &ufleren Potential hat man Losungen Yi(Z) der stationdren Schrodin-
gergleichung (A + k2 + V), (%) = 0 zu suchen, die sich fiir |7] = r — oo wie
eikr

(A @~ )=

T—00

verhalten. fi(2) heifit Streuamplitude. Ein Wellenpaket
. 2
wldt) = (2n) 2 [ an @) @
(c(K') = ¢*(K') um k konzentriert) entspricht fiir ¢ — —oc einen einlaufenden ,.freien” Wellen-
paket, das fiir ¢t ~ 0 mit dem Streuzentrum in Wechselwirkung tritt und fiir £ — 4+00 in eine

durchlaufende ,,freie” Welle und eine auslaufende richtungsmodulierte Kugelwelle aufspaltet.
Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt ergibt sich dann

do B 9
a0 - | fe(S)]7.

Losungen mit dem asymptotischen Verhalten (A) gibt es, wenn das Potential V fiir r — oo
schnell genug gegen Null strebt. Man erhélt sie als Losungen der Integralgleichung

. e 1 ,  ekE= .
wobei |
1 eZ r—x
G - AN S
WO T) = =7

freie Greensfunktion mit auslaufender Randbedingung ist:
(A + k*)GR(Z, ) = 6(F — T).
Die Streuamplitude findet man, indem man in (B) r — oo streben 148t und mit (A) vergleicht:

1 R TR
fk(Q) — _E /dfﬂx/ e—zk z V(f/)¢g(f/)a

K=k Q = Richtung von k.
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Durch Iteration ergeben sich aus (B) die Bornschen Niherungen

. . ||
©) kg, (n+1) /= iy 1 3 €
¢E =e Q/)E (¥)=e

I

4w |7 — &

Die erste Bornsche Néherung fiir die Struamplitude lautet somit

welche proportional zur Fouriertransformierten des Potentials ist; K —k heifBit Impulsiibertrag.
Fiir ein Potential der Reichweite a ist die erste Bornsche Ndaherung brauchbar, wenn

do®

aQ
(Bornscher Querschnitt klein gegen den geometrischen Querschnitt). Fiir geniigend grofien
Impulsiibertrag ist das immer erfiillt. Wegen |k — &'| & 2ksin? § lernt man daraus, daf fiir
wachsende Energie der Wirkungsquerschnitt zunehmend in Vorwértsrichtung konzentriert ist.
Beispiele:

‘fé9)|2 < a2

¢ Yukawa-Potential

~ethm 1) y
V= = Q) = —
Y , fk ( ) ,u2+(l<:’—k:)2
e Coulomb-Potential
o 2m I Zye?
K2 r
Miy= Mz !
R A R Ty
dO'(l) o Z122€2 1
aQ AE ) sint &

Rutherfordsche Streuformel, stimmt mit dem entsprechenden klassisch-mechanischen
Ergebnis und mit dem vollen quantenmechanischen Ergebnis iiberein.

2.6 Streuphasen und Streuamplitude fiir rotationssymetrische Potentiale

(Foxén Holtsmark Theorie)
Durch Vergleich des asymptotischen Verhaltens (A) und des asymptotischen Verhaltens der
regulidren Losung

r—oo kr

V(@) = Y ena(r)Yiol0,) ~ -3 sin(hr — o+ 6)Yio(0, )
l l

ergibt sich
(©)  ful) =Y 2+ 1)fi(2) Pcos o)

l
mit

1. 4
() fi() = %ezél(k) sin &;(k), Otot = % Z(% +1) sin? d;.
l

Es gilt also das Optische Theorem
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47
Otot — ﬁszk(())

Die Entwicklung (C') ist niitzlich, wenn nur wenige Partialwellen beitragen. Das ist fiir kleine
Energien der Fall, denn man kann zeigen

(D) sind;(k) = — /000 dr rjl(kr)V(r)ﬂl(kz,r);

~ l
w(k,r) ~ sin(kr — g +0;) regulir bei r =0,

T—00

also

5[ (k) k:O kZH-l )

Insbesondere ist die Winkelverteilung fiir sehr kleine Energien isotrop. Aus (D) ergibt sich
die Bornsche Ndherung fiir die Streuphasen

smgnw>:_k4wmw%mwmfvv»

2.7 Resonanzen und Wirkungsquerschnitt

In der Nihe eines Resonanzpoles bei k = kg — iy, kg > v > 0 verhilt sich die S-Matrix wie

iy —ko—k)(ey+ko—k k? — k2 — 2 — 2ivk h?

Si(k) = (.fy_ - >(.7 0=k _ — 72 al [ =2-—vko
(iv —ko+k)(iv+ko+ k) k% —ki—~2+2ivk 2m
E—FEy—1il'/2 . ]

~ E—E?H—EI’% = 20 — fm, und die Partialwellenamplitude wie
1, . 11 — 2y 1 /2
Q e — Zél (5 = — — ~ — .
) KO T T kot —i K2 — K2 — A2+ 27k kE— Ey+il/2

Die Resonanz entspricht einer zeitlich wie e abklingenden, nicht normierbaren Lésung der
Schrodingergleichung oder einem metastabilen Zustand der Lebensdauer %h Am Resonanz-
punkt sind Aufenthaltswahrscheinlichkeiten und -dauer am Streupotential besonders grof,
und die Partialwellenamplitude nimmt ihren maximal méglichen Wert |f;(k)| = 7 an. Unter
Vernachlédssigung der Beitréige der anderen Partialwellenamplituden (,,Untergrund”) erhélt

man flir den Wirkungsquerschnitt in der Nihe der Resonanz

do 1 I2/4

— ~ 20 + 1)?Py(cos 0)*

9. ~ BE-grrad U Ao
i r?/4

Ttotlres < 2 (20+1) (Breit-Wigner Formel)

(E — Fo)? + T2/4°
e Als Funktion der Energie hat der Wirkungsquerschnitt bei Fy ein Maximum mit der
Breite I'.

e An der Resonanz ist die Winkelverteilung allein durch den Drehimpuls des metastabilen
Zustandes gegeben.

e Der Breite I' des Energiemaximums entspricht eine Energieunschirfe AE = I', der
Lebensdauer %ﬁ des metastabilen Zustandes eine Zeitunschirfe At ~ % Somit AEAt ~
h, eine Realisierung der allgemeinen Unbestimmtheitsrelation fiir Energie und Zeit.
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Fiir jede Observable A gilt namlich

d(A) i 2
KA g, A)| < 2
oder mit At = 74y = Zeitintervall, in dem sich (A) um die gerade noch merkliche Grofie o4

. dt
andert

opAt >

| St

Die Streuphase verhélt sich in der Néhe einer Resonanz wie folgt:

KA K 2B - Ey)
2k - r

d; geht also fir £ = Fy mit der Steigung % durch den Wert & + 2nr.
2 doy(E)

I dE |p_pg,

ist gerade die Zeitverzogerung der auslaufenden gegen die einlaufende [-Welle, also die Aufent-
haltsdauer, die an der Resonanz ihr Maximum (=Lebensdauer des metastabilen Zustandes)
animmt.

Der Fall [ = 0 ist von besonderem Interesse. Fiir kleine Energien hat der Wirkungsquerschnitt
typischerweise die dargestellte Energieabhéingigkeit.

An den Resonanzen wird die Unitaritdtsschranke gerade erreicht, zwischen den Resonan-
zen konnen tiefe Minima des Wirkungsquerschnittes liegen (z.B. Raumsauereffekt (1921) fiir
Streuung langsamer Elektronen an Edelgasen).

Fiir die Streuphase findet man

1 1
k cot 6o (k) = . + ireﬁer + 0(k4) fiir kleine k.

Diese Niherung heifit gestaltunabhingige Néherung, a = fo(0) heiit Streulinge und reg
effektive Reichweite.

2.8 Streuung am Kastenpotential

A

V(r)= VO-@(R—T)

DGL: " 1)
_|_
x| —

xi— Vxi+ ki = 0.

Regulédre Losung

w(k,r) = ckrjj(kr) fir 0<r<R; rk=1\/k2—Vy, ¢>0 fiir x reell.
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Jostlosungen:
af (k,r) = krhli(kr)ei%r fir r> R.
S-Matrix:
Ak ,
Si(k) = (—1)ZL = 20k Ay (k) = —Ww(k,r), a; (k,7)]|,=k-
Al(=F)
Hiermit ergibt sich:
-1 A
Ti(k) = Sl i gy Si(k) ~ KA

21 k—0
Fiir I =0 (s-Welle) erhélt man

-k
e_Qile +i; tankR

So(k) = 2% k) — .
olk) 1-— z% tan kR

Streuldnge a = — limy_,q 50,9) =R (1 — %7“1%]%), ko = vV = V.

Insbesondere gilt fiir K — oo (sehr tiefer Potentialtopf oder harte Kugel)

. 1 .
So(k) =e 2% = §y(k)=—-kR = fo(k:):—Eeszsink:R,

also
d in? k in? k
é = 2822]%)5; Otot = 47TR28(12R)5 2 4wR%. (4 mal geometrischer Querschnitt)

Gebundene und antigebundene Zusténde findet man durch graphische Losung der Gleichung
K A
1+ —tankR=0  (k==%ik/, ¥ >0, k =1/ Vo — k?)
K
(,,+” fur gebundene, ,,—” fiir antigebundene Zusténde). Ihre Anzahl ist endlich.

2.9 Bindungszustinde in zentralsymmetrischen Potentialen

Zu 16sen ist DGL

2 A~ A~
@ (a0 +E) unt) =0

mit den Randbedingungen ug;(0) = ug;(c0) = 0. Dieses Randwertproblem ist, wie wir schon
gesehen haben nur fiir gewisse diskrete Eigenwerte E,; 16sbar. Fiir die Nullstellen (Knoten)
von Losungen der DGL (A) gelten die folgenden Knotensétze.

Satz 1:

Seien up,; # 0 und upg,; # 0 zwei Losungen von (A) mit s > E;. Dann liegt zwischen je
zwei benachbarten Nullstellen von ug,; (wenigstens) eine Nullstelle von ug,;.

Satz 2:

Sei Up; eine Losung von (A) mit dg(co) = 0, rg sei eine Nullstelle von 4p; (deren Lage
natiirlich von E abhéngt). Dann ist d%TE > 0. (M.a.W.: die Knoten wandern mit wachsen-
der Energie nach rechts).
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Aus diesen beiden Sétzen und der Existenz eines Grundzustandes mit kleinster Energie kann
man folgern: Ordnet man die Eigenwerte von (A) zu festen [ ihrer Grofie nach

(B) E0[<E11<E21<'-'<Eyl<...,

so hat die Eigenfunktion zu FE,; genau v + 1 im Endlichen gelegene Knoten. v heifit auch
Hauptquantenzahl des Bindungszustandes. Somit gilt also

(C) v>1v = E,,l > Eyll.
Ferner zeigt man leicht
[>! = E, > E,p.

Diese beiden Ungleichungen geben schon einen recht guten Uberblick iiber die Lage der
Energieniveaus. Der Energieeigenwert E ist natiirlich noch (2] 4 1)-fach entartet, da zu ihm
die Eigenfunktionen Lug, , (r)Yim (6, ¢) des vollen Hamiltonoperators gehéren. Die Gesamtzahl
der Bindungszusténde ist endlich, wenn [ dr V (r)r existiert.

2.10 Das Coulombpotential
Die DGL n o
D
y" + <+B) Y + <2++E>y:O
x x x
148t sich durch die Substitution
y = ze"y
mit
plp—1)+Ap+C=0, Kk +Bk+E=0
auf die Form

A’ D’
u// + < + B/> u/ + I O
x x

bringen. Fiir B’ # 0 liefert eine weitere Substitution £ = — B’z die konfluente hypergeometri-
sche Differentialgleichung

16} o
A v”+(—1 v — —v=0.
(4) ¢ ¢
Diese DGL hat als Losung die konfluente hypergeometrische Funktion

= () 1

I L) — ~en,

1 l(aaﬁv‘g) T;)(ﬁ)nnlg )

-1
(7)o =1 (V)nza(a—kl)---(a—kn—l):n!<a+2 >

und als weitere fiir 3 # 1 linear unabhiingige Losung ¢! =51 Fj(a — 8+ 1,2 — 3;€).
1Fi(a, B;€) ist fiir @« = —p, B # —n ein Polynom und erfiillt limg_, 1 F1 (e, 3;€) = 1 und

r@ )
T T(a)

s — O e b o).

§—o0
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Die radiale Schrédingergleichung fiir das Coulombproblem

I(l+1) 24k 71 76>
u2’+<k2—(+)—z>ul:0 '}/k:il 20

r2 72
geht durch die Substitution
wy = riH ety (—2ikr)
in die konfluent hypergeometrische DGL (A) iiber mit « = I + 1 + iy, = 2l + 2. Wir

unterscheiden zwei Falle.

1. k reell (Streuzusténde)

l
w(k,r) ~ sin(kr — g + o; — yIn2kr); o= arg I'(l +1+iv).

Coulombfunktionen: auch fiir r — oo verhélt sich die Losung nicht wie eine freie Ku-
gelwelle, da das Coulombpotential nicht schnell genug abfillt.

2. k=ik (k> 0)
Eine normierbare Losung u; = e+ Fy(—v, 21 + 2;2k7) (v = 0,1,2,...) ergibt sich

nur fiir
Zl Zg e2m

=l+1+iy=1+1
a=l+l+iy=1+1+=—"5

—V

(moglich nur fiir Anziehung 7,75 < 0).

3 Formale Grundlegung der Quantenmechanik

3.1 Seperable Hilbertrdume

Der Hilbertraum wird sich als das mathematische Objekt erweisen, mit dessen Hilfe die
Zusténde eines quantenmechanischen Systems beschrieben werden konnen. Ein seperabler
Hilbertraum H ist durch die folgenden zu beschreibenden Axiome (A)-(D) definiert:

(A) H ist ein Vektorraum tiber € (Menge mit zwei Verkniipfungen

+:HxH — H
:CxH — H

so daf

fHlg+h)=(+g) +h

Esgibt 0 e H,sodaBl f+0=fVfeH

Zujedem feHI— fmit f+(—f)=0

frg=9+Ff

L-f=f

a(Bf) = (aB)f

(a+B)f=af+8f

a(f+g)=af + 0y )

e B A T o
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Damit sind folgende Begriffe erkldrbar: Menge der linearen Abbildungen (Operatoren)
H1 — Ha: Hom(Hi, Hs)

bildet C-Vektorraum. Sonderfélle: Hom(H, H) bildet Algebra, H* = Hom(H, C): alge-
braischer Dualraum.

(B) H ist unitirer Vektorraum, d.h. auf H ist ein hermitesches Skalarprodukt

() HXxH—-C
erklart mit

9) =9, f)*
frg+h)=(f.g)+(fh)
frag) =alf,g)
£ =0
(=0 = [f=0.

Damit definierbar:

AL
-
-
-

U W N

— isometrische lineare Abbildung U: (Uf,Ug) = (f,9)Vf,g € H

— wunitdre lineare Abbildung: U unitdr < U isometrisch und invertierbar

— Norm || - || : H — Ry definiert durch ||f|| = ++/(f, f)
Satz: [(f,9)| < |Ifllllgll  (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Satz:

(ND) laf]} = lal 1]

(N2) [If +gll < (111 + llgll
(N3) [[f[ =0

(N4) |[fll=0 = f=0

Somit ist H ein topologischer Raum, sogar ein normierter Vektorraum. Hiermit ist er-
klért: offene Mengen, abgeschlossene Mengen, Abschlul M einer Teilmenge M C H,
dichte Mengen M (M = H), stetige Abbildungen, konvergente Folgen und Cauchyfol-
gen.

Satz:
Eine lineare Abbildung A : H; — Ha ist stetig, genau dann, wenn eine der beiden
gleichwertigen Bedingungen erfiillt ist:

(i) A ist stetig bei 0 € H

(i1) ||| = supy =y [|Af]] < oo existiert.
Die Menge der stetigen linearen Abbildungen H; — Ho heifit L(H;, Hz). Die in (i7)
definierte Funktion || - || : L(H1, H2) — R4 erfiillt (N1) — (N4) und macht L(H;, Ha)

zu einem normierten Vektorraum. Sonderfille: L(H,H) ist sogar normierte Algebra,
L(H,C) =: H': Dualraum von H.

Satz: U ist isometrisch = ||U|| = 1.
Satz: Zu jedem g € H gehort Iy € H' mit I4(f) = (g, f). Es ist ||l4]| = ||g]|-
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(C) M ist beziiglich der Norm || - || = \/{-, ) vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge konvergiert
((fn),elN Cauchyfolge

& Ve>0IN e N:m,n>N =||f, — fuml] <e).

Damit sind H, L(H1, H2) Banachriume, L(H, H) Banachalgebra.

(D) Es gibt eine abzéhlbare Menge B von paarweisen orthogonalen Vektoren f,, der Lénge
||fn]| = 1 deren lineare Hiille (=Menge von endlichen Linearkombinationen von Vekto-
ren aus B) in ‘H dicht ist. B = {f,} heiit Hilbertraumbasis von H.

Satz: Fiir jede Hilbertraumbasis gilt

9= falfn9) VgeEM.
n=1

Bra-Ket-Formalismus von Dirac:

lg) = Z | f) (fnlg); Z |fr){(fnl = 1. (Vollsténdigkeitsrelation)

Definition:
Ein abgeschlossener Teilvektorraum von ‘H heifit Teilhilbertraum. Zu M C 'H definiert
man M+ = {v € H|{v,m) =0¥m € M}. M~ ist Teilhilbertraum.

Satz:

Sei V Teilhilbertraum von H. Dann gilt H = V @ V+ (direkte Summe). D.h. jeder
Vektor f € H ist eindeutig zerlegbar: f = f) + f1 mit fjy eV, fi € VL.

Satz von Riesz:

Zu jedem | € H’ gibt es ein eindeutig bestimmtes g; € H, so daf}

I(f)="{a,f) VfeH.

Beispiele von seperablen Hilbertraumen:

1. Hilbertscher Folgenraum: Menge von Folgen (a,),—1,.. mit Y -, la,|* < oo. Ska-
larprodukt ((a,), (by)) = > asby.
2. Funktionenraum £2?: (Wellenfunktionen)

Menge von Funktionen f : R™ — € fiir welche das Lebesgue’sche Integral [ | f|2d"z <
oo. Skalarprodukt: (f,g) = [ f*gd"z.

Damit (B)5. gilt, mufl man Funktionen identifizieren, die sich nur auf einer Menge vom
Mafle Null unterscheiden.

Satz: Je zwei seperable Hilbertrdume sind isometrisch isomorph.

3.2 Adjungierter Operator eines stetigen linearen Operators

Sei A € L(H,H) stetig. Fiir festes ¢ € H ist dann die Zuordnung ¢ € H +— () = (¢, Ap)
ein stetiges lineares Funktional, und somit gibt es nach dem Satz von Riesz genau ein p4 € H,
so daB (pa,1) = (@, Ay) fiir alle ¢ € H. @4 héngt offensichtlich linear von ¢ ab, und man
schreibt ¢4 = Afp und (Atp, ) = (p, Ay) fiir alle ¢, € H. Al heiBt adjungierter Operator
von A. Man zeigt leicht AT = A, ||AT|| = ||A]|, sowie
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1. (@A)t = a*Af
2. (A+B)t = At 4 Bt
3. (AB)T = BT AT
4.17=1
5. A1 = At falls A1 e L(H,H) existiert
6. [|ATA]l = [|A[]>.
Ferner gilt:

U € L(H,H) isometrisch < UU =1,
U e L(H,H) witir & UT=U"1.

A € L(H,H) heiBt selbstadjungiert, wenn A = AT gilt. Fiir selbstadjungiertes A ist (¢, Ar))
fiir alle ¢» € H reell. Ein selbstadjungierter Operator A heifit positiv, wenn (1, Ay) > 0 fiir
alle 1 € H. A > B bedeutet definitionsgemifi A — B positiv.

Projektionsoperatoren sind spezielle positive Operatoren, die wie folgt definiert sind: Sei V' C
‘H Teilhilbertraum. Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung fiir alle ¢ € H:

Y= +1¢L mit Y eV, ¢, eVt

Der Projektionsoperator Py auf V' ist definiert durch Pyt = 9. Py ist stetiger linearer
Operator mit

1. Pl =Py
2. P2 =Py
3. Py >0

4PVl =1 (V#0)
5. 1 — Py Projektionsoperator auf V.

Umgekehrt ist ein Operator P € L(H,H), der 1. und 2. erfiillt, ein Projektionsoperator
V = P(H). Projektionsoperatoren P haben nur die Eigenwerte 0 und 1 mit den zugehérigen
Eigenrdumen V+ und V. Nach Einfiihrung einer orthonormalen Basis {|t,,)} von V schreibt
man in Diracscher Schreibweise Py = > |¢y,) (¢, |. Insbesondere schreibt sich ein Projekti-
onsoperator auf einen eindimensionalen von [¢) € H, (1|¢) = 1 aufgespannten Teilraum als
Py = [0)(0].

Satz: Es seien P; und P» Projektionsoperatoren. Dann gilt
P<P < Pl(H) C PQ(H) s PPBR=PhLP =P s P—-P

ist Projektionsoperator.
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3.3 Operatoren im Hilbertraum

In der Quantenmechanik sind viele wichtige Operatoren (z.B. Orts- und Impulsoperator) nicht
beschrankt. Wir definieren nun nicht notwendig beschrénkte Operatoren ¢m Hilbertraum wie
folgt:

Definition:

Ein Operator im Hilbertraum ist eine lineare Abbildung A : D4 — H, wobei D 4 ein linearer
(nicht unbedingt abgeschlossener) Teilraum von H ist. D4 heifit Definitionsbereich von A.
A = B bedeutet Dy = Dp und A|p, = B|p,. A D B bedeutet Dy D Dp und A|p, = B.
A heilt dicht definiert, wenn Dy = H. Wir wollen diese Eigenschaft im folgenden stets
voraussetzen. Der adjungierte Operator A' eines dicht definierten Operators A in H ist durch

(Alply) = (¢plAy) Vo € Da, ¢ € Dy

mit

Dyt ={p € H|3pa ¥y € Da (palyh) = (p|A)}
eindeutig definiert. Somit ist AT maximal definiert (groftmoglicher Definitionsbereich). Fiir
beschriinkte Operatoren A : H — H stimmt diese Definition mit der oben gegebenen iiberein.
Satzz ACB = BfcCA
Definition: A heifit hermitesch, wenn (Ap|y) = (p|Ay) fur alle ¢, € D 4.
Gleichwertig ist hiermit A" > A. Insbesondere ist das Adjungierte eines (dicht definierten)
hermiteschen Operators dicht definiert.
Definition: A heiBt selbstadjungiert, wenn AT = A (insbesondere also auch Dy = D 4t).

Wir formulieren einige Axiome der Quantenmechanik, die allerdings mehr als Merksétze
gemeint sind. Eine vollstdndige Axiomatisierung wird nicht angestrebt.

Axiom I:

Zusténde eines quantenmechanischen Systems werden durch eindimen-
sionale Unterrdume eines seperablen Hilbertraumes H. (Alle Vektoren
alp) mit 0 # ¢ € H und 0 # « € € beschreiben also denselben Zustand,
namlich den von |¢) aufgespannten Teilraum [|¢)]).

Axiom II:

Observable eines quantenmechanischen Systems werden durch selbstad-
jungierte Operatoren in H beschrieben. Der Erwartungswert einer Ob-
servablen im Zustand [|¢)] ist

4y — AR
(¥[¥)
Zusatz: Figenschaften, d.h. Observablen, die zu einer mit ja oder nein be-
antwortbaren Frage iiber ein quantenmechanisches System gehoren, ent-
sprechen Projektionsoperatoren. Der Erwartungswert einer Eigenschaft
ist die Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens.

3.4 Spektrum von Operatoren in H

Literatur:
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e F. Hirzebuch, W. Scharlau: Einfithrung in die Funktionalanalysis, Band I.
e G. Groimann, Funktionalanalysis I, II, Akademische Verlagsgesellschaft.

Definition:

Sei A Operator in ‘H. Ein Punkt z € € heifit reguldrer Punkt von A, wenn die Resolvente
R(z) = (A — 2)7! existiert, auf ganz H definiert und stetig ist. Die Menge aller reguliren
Punkte von A heifit Resolventenmenge Res A von A, ihr Komplement Spec A = C—Res A
heifit Spektrum von A.

Wenn A beschrénkt ist, dann gilt z € Spec A = |z| < ||4||. Eigenwerte sind Zahlen A € C
fiir die (A — \)~! nicht existiert, fiir die also Kern (A — \) # 0. Sie gehéren zu Spec A und
ihre Gesamtheit heifit diskretes Spektrum von A, die iibrigen Spektrumspunkte bilden das
kontinuierliche Spektrum.

Satz:

Sei A selbstadjungierter Operator in H. Dann ist z € Res A genau dann, wenn es 6 > 0 gibt,
so daB |[(A — 2)¢|| > d]|¢]|| fir alle ¢ € D 4.

In anderen Worten: A € Spec A genau dann, wenn es eine Folge ¢, ||on|] = 1 gibt, so dafl
limp, o0 [|(A = A)n|| = 0.

Somit stimmt die Defintion des Spektrums mit der in 1.12 gegebenen iiberein, und die dort
angestellten Uberlegungen bleiben giiltig.
Fiir selbstadjungierte Operatoren ist

(A —a—28)y[* > B¢ (o,B€R),

also Spec A C RR. Der Spektralsatz besagt, dafi die (eigentlichen und uneigentlichen) Ei-
genzustinde eines selbstadjungierten Operators in einem noch zu beschreibenden Sinne ein
vollstandiges System in H bilden. Wir nehmen zunichst zur Einfiihrung an, A habe ein
vollstédndiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren {|n)} mit Ajn) = ay,|n). Dann gilt
natiirlich:

W) = D Im)nly) =Y Py
Alg) = i\nmnm\w—ianzﬂnrw;
(W) = i<w1n><n|w>:2n<wwn|w>;
ianwrmw n

(W] Afp)

Fiihrt man fiir alle A € R die Projektoren

Ex= ) P

an <\

auf den von Eigenvektoren zu Eigenwerten a, < A\ aufgespannten Teilhilbertraum ein, so
kann man schreiben:

1. (Y|Y) = [d@|Ex|[¢) = [ do(N) (Riemann-Stiltjes-Integral)
2. (YlAlY) = [ M@|ENP) = [ Ado(N)



Quantenmechanik 1. H. Rémer 39

3. 1= [dE,
4. A= [ ME,
5. f(A) = [ f(N)dE, fiir stetige Funktionen f.

Die Funktion o()\) = (¢|E\|¢) = ||Ext)||? heiit (zu |1)) gehorige) Spektralfunktion von . Sie
ist nicht-negativ und monoton. Die Schar E\ von Projektionsoperatoren ist eine Spektralschar,
die durch folgende definierenden Eigenschaften gekennzeichnet ist:

(S1) E, ist Projektionsoperator

(82) A< uw=FE)\ < EH (<:> E}\E"u = EuE)\ = E)\)
(83) Shm)\*),oo E)\ = 0; Shm/\*)+oo E)\ =1

(54) slimeg Ey 2 = E) fir alle A € R

Hierbei bedeutet slimy_, 5, E\ = B, so dafl limy_,», E)\|¢) = B|y) fiir alle [¢) € H.

FEine derartige Spektralschar 1it sich nun fiir beliebige selbstadjungierte Operatoren in ‘H
angeben. Es gilt der

Spektralsatz:

Sei A selbstadjungierter Operator in H. Dann gibt es genau eine Spektralschar E) mit
[A, Ey\] = 0 fiir alle A € R, so daf3

oo Def +M
A:/ ANdEy 2's lim \dE).

—0o0 M—oo J_pp

AuBlerdem gelten die Formeln 1.-5. Zum Beweis (Genaueres siehe z.B. Hirzebuch-Scharlau)
zeigt man zunéchst, dafl man den Fall unbeschréankter Operatoren auf beschrankte Opera-
toren zuriickfithren kann. Fiir beschrinkte A € L(H,H) konstruiert man zu der stetigen
Funktion h(x) = z6(x) den Operator Ay = h(A — A1) und definert E) = Projektor auf
Kern Ay. Dann zeigt man (S1)-(S4) und 1.-5. Der Zusammenhang zwischen Spektralschar
und Spektrum ist durch den folgenden Satz gegeben.

Satz:

Res AN ist die Menge der Konstanzpunkte von Ey (u Konstanzpunkt < Je > 0 E,_ =
Eu+e)

Spec A C R ist die Menge der Wachstumspunkte von E) (p Wachstumspunkt < g nicht
Konstanzpunkt)

Das diskrete Spektrum von A ist die Menge der Sprungpunkte von Ej.

Nun sind wir in der Lage, den Begriff des uneigentlichen Eigenvektors schérfer zu fassen.
Zur Vereinfachung der Schreibweise nehmen wir an, der selbstadjungierte Operator A habe
ein rein kontinuierliches Spektrum (was sich durch Einschrénkung von A immer erreichen
1a8t, der diskrete Teil 148t sich dann gesondert behandeln). Auflerdem nehmen wir an, das
Spektrum von A sei einfach. Das besagt, dafl es einen erzeugenden Vektor |p) € H gibt, so
daB die lineare Hiille der Menge { E\¢ | A € R} dicht in H ist. Im allgemeineren Fall mufl man
weitere erzeugende Vektoren hinzunehmen. (Einfachheit des Spektrums bedeutet im diskreten
Fall, daf alle Eigenwerte einfach sind.) Die zu |¢) gehorige Spektralfunktion o(\) = (¢|Ex|¢)
erfilllt o(\) > o(p) fir £y > E,. Wir betrachten nun eine disjunkte Zerlegung von Spec
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A C R in Intervalle durch Zwischenpunkte \;. Die Projektoren A; = E)
AE;AE; = 6;;AE; und die Vektoren

1 — B, erfiillen

or) = AiElp) _ AiElp)
" lAER) Aio(N)

bilden ein orthonormales System, das fiir abnehmende Intervallingen einem System von Fa-
steigenzusténden entspricht. (Zu Konstanzintervallen von E) gehorige Vektoren werden weg-
gelassen.) Da |¢) zyklisch ist, gilt fiir geniigend feine Zerlegungen fiir ) € ‘H

A Eilp) (AiEip|))

Aioc(N) < €.

aoniy 2 = | -

(i)

\/ AZO'(A)

Der Grenzwert von fiir ein Intervall, das sich auf A zusammenzieht:

(AiEp|th) Det
Ajo(N)

lim (A)

existiert fast iiberall, und man kann im Grenzfall immer feinerer Zerlegungen schreiben:

L/ [ = [ do(N) (NA$) = [ dr @A) (Aly)

(,,Umnorrmerung von |}, danach Unabhéingigkeit von |¢))

20 [ = [ do(\) [N)(A) = [ XA,

|A) ist sicher kein Hilbertraumvektor, denn sonst wire A ja Eigenwert. Wir miissen A als
lineares Funktional deuten: ) — (A[1)). Dieses Funktional kann nicht stetig und auf ganz H
definiert sein, denn sonst wére nach dem Satz von Riesz |\) Hilbertraumvektor. Es geniigt
anzunehmen, daf8 (A| auf einem dichten Teilvektorraum M C H definiert und stetig ist.
Wegen H = H’ gilt dann fiir die Dualriume

Def

McHcCM

(i.a. wihlt man M = S). Man spricht von einem Gelfandschen Raumtripel (— Grofimann),
und ()| ist Element von M’, also Distribution auf M. In M’ kann auch der Limes

(AE¢|

(A| = lim Ao ()

existieren. 1.’ zeigt, da$ die Funktion A — (A|¢), die fast iiberall definiert ist, in £2(Spec
A, do) liegt. Die Darstellung von |1)) € ‘H durch die £2-Funktion ¢4(\) = (A|]¢)) nennt man
A-Darstellung von |1). 2./ lehrt, daB8 eine lineare Uberlagerung von Elementen aus M’ sehr
wohl in H liegen kann. Diese Tatsache war uns als Bildung von quadratischen Wellenpaketen
schon begegnet.

Die Wirkung von A in der A-Darstellung ist gegeben durch

(Apa) () = (A Ap) = (AN]y)
und (A Ay) = A(A|Y) wegen der Definition von |A). Also

(A a)(A) = Apa(A),
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A wirkt in der A-Darstellung als Multiplikationsoperator.
A[X) = AlN),

()| ist Eigendistribution, die Eigenwertgleichung ist als Distributionsgleichung im M’ aufzu-
fassen.
Im Diracschen Bra-Ket-Formalismus kénnen wir schreiben:

3/ [AANINA=1;  dE\ = d\ AN = do(\) A
4./ A= [dXAA) ()| (Spektralsatz)
5./ f(A) = [ dXFNIN A
Fiir die Normierung der sog. uneigentlichen Zustandsvektoren |\) ergibt sich

wwz/wwwwwz/www/wumw» =

6. (Alu) = 0(A — p).

Jetzt konnen wir formulieren:

Axiom III:

Die Menge der moglichen Mefiwerte einer Observablen A ist Spec A.
Die Wahrscheinlichkeit eines Meflergebnisses im Intervall [a,b] ist im
Zustand [|¥)] (||| = 1) gegeben durch

b o b
wula,t] = (W1E. ~ Blv) = [ do ) R G = [ aalow)P

3.5 Darstellungstheorie

Wir haben gesehen, wie zu jeder Obserbablen A eine A-Darstellung von Hilbertraumvektoren
durch Funktionen in £2(Spec A, do) gehort, auf denen A als Multiplikationsoperator wirkt:

Yala) = (aly) mit Ala) = ala). (la) € M

Insbesondere ist fiir Observable mit rein diskretem Spektrum natiirlich do ein diskretes Maf3,
und man erhilt den seperablen Hilbertschen Folgenraum £2. (Wir erinnern uns, da8 je zwei
seperable Hilbertrdume isometrisch isomorph sind.)

Es ergibt sich nun von selbst das Problem, von der A-Darstellung in eine andere, etwa die
B-Darstellung umzurechnen. Die Losung ist einfach: Funktion:

Ya(a) = (al$) ¥p(b) = (ble)).
Wirkung einer Observablen:
(Cata)la) = (alCl) = [ da (Ol ') 2" [ de’ Cifa, o),
entsprechend fiir B. Eine Observable wirkt also wie ein Integraloperator mit dem Integralkern

Cal(a,ad") = (a|Cld').
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Insbesondere:
Ay(a,a’) = (a|Ald") = ad(a — d').

Umrechnung der Wellenfunktion:
bal) = (al) = / db {afb) (bly) 2" / dbU(a, b5 (b),
bp(b) = () = / da (bla){alip) 2 / da Ut (b, a)ba(a).

Die Umrechnung erfolgt also mit dem Kern eines unitéiren Operators, da
/db Ula, b)U (b, a') = /db (alb) (bla’) = (ala’) = 5(a — d),
/ daUt (b, a)U(a, b)) = / da (bla){alb’) = (BB} = 6(b— V).
Umrechnung des Integralkerns:
Ca(a,a’) = {(alCld’) /db /db/ {a|b)(b|C|0") (b']a")

= /db/db’ (a,0)Cp(b, YU, d),

also symbolisch
Cy=UCBU".

Als Beispiel stellen wir die Operatoren als P, Q, H = %PQ + mT“’Q 2 in der Ortsdarstellung,
Impulsdarstellung und H-(Energie)Darstellung zusammen:

(QQ)(x) = WQ()
(Pi)(z) = 11}@( )

) d:U
h? d? mw?

(Hiq)(w) = (—deﬁ ) ol

(Qup)(p) = —;d*p”t/fp()
(Pir)p) = pir(o)

2 Qmw2 2
onw = (g -5 ) vl

Qur)(n) = > (nlQn)¢u(n)
(PYm)(n) = > (n|Pn))pu(n)
(Hym)(n) = Enbm(n) = Enuwtu(n)

Fiir die Umrechnung finden wir z.B.:

vr(p) = (o10) = [ do (e} olv) = )2 [ doeirpg(o)
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(Fouriertransformation),
we@l) = [dv [ a Glaalo(@)a) ')
= (2rh)* / dx / da’ e~ ®Pr=P'2) g(2\5(z — ')
— (2qR)"! / da =+ =27
= (2rh)*G(p - p)

(Faltungskern),

n_ hd )
(p|Qlp") = gdfpﬁ(p—l?)-

3.6 Dichtematrizen und Gemische

Wir wollen (reine) Zustédnde [|1)] eines quantenmechanischen Systems in Zukunft einfach
durch normierte Hilbertraumvektoren |¢)) bezeichnen. Dann schreibt sich der Erwartungswert
eines Operators A als
(A)y = (Y[A[Y).

Insbesondere ergeben sich Meflwahrscheinlichkeiten fiir Eigenschaften als Erwartungswerte
entsprechender Projektionsoperatoren (vgl. z.B. Axiom III), (A) ldBt sich in bequemer Weise
als Spur schreiben. In einem endlich-dimensionalen unitdren Vektorraum ist die Spur eines
linearen Operators B €Hom(V, V') definiert durch

SpB =" (n|Bln),

wobei {|n)} eine Orthonormalbasis von V ist. Es gilt:

Sp(BB +~C) = pBSpB + vSpC,
Sp(CB) = Sp(BC),

wie man sofort nachrechnet. Insbesondere SpU ' BU = SpB, d.h. SpB hiingt nicht von der
gewihlten Orthonormalbasis ab.
Fiir Hilbertrdume definieren wir ganz analog

SpB = 3 (n| Bln).

n=1

sofern diese Summe existiert und vom Orthonormalsystem unabhéngig ist. Mit Py, = |¢)(¢)|
koénnen wir nun schreiben

(A)y = SpPyA = SpAPy.

In vielen Féllen kennt man den Zustand eines quantenmechanischen Systems gar nicht ge-
nau, sondern fiir ein Orthonormalsystem {|v¢,)} nur die Wahrscheinlichkeiten w, mit denen
der Zustand |[¢),,) vorliegt. (Wegen der Orthonormalitét von {|t,,)} sind diese Moglichkeiten
wirklich exklusiv, und es muf} gelten

dwn=1 0<w,<1)
n
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Der Erwartungswert einer Observablen A ist dann

(A) = w(thn|Althn) = SppA = SpAp
mit
(%) pP= an|¢n><¢n|

p € L(H,H) heifit Statistischer Operator oder Dichtematriz und hat die folgenden Eigen-
schaften:

2.p20
3. Spp =1.

Man kann zeigen, dafl jeder Operator mit 1.,2.,3. ein rein diskretes Spektrum hat. Fiir A €
L(H,H) exisitiert SppA = SpAp wirklich.
Fiir nicht beschrénktes A definiert man mit der Spektralzerlegung von A

SppA = (4) = / AdSp(pEy).

Auch ein reiner Zustand, bei dem mit Sicherheit bekannt ist, daf} sich das System im Zustand
|1)) befindet, wird natiirlich durch den Dichteoperator beschrieben, nédmlich durch den Pro-
jektionsoperator p = |¢)(?|. Im allgemeinen Fall beschreibt p ein sog. Gemisch oder einen
gemischien Zustand. Wir formulieren nun:

Axiom IV:
Ein (reiner oder gemischter) Zustand eines quantenmechanischen Sy-
stems wird durch einen Dichteoperator p € L(H,H) beschrieben mit

pl=p, p>0, Spp=1

Der Erwartungswert einer Observablen A ist

(A) = SppA = SpAp.

Die Gesamtheit der Dichteoperatoren bildet eine konvexre Menge, d.h. mit p1, p2 sind auch
die Operatoren
(%) pa=Apn+(1=A)p (0<A<T)

Dichteoperatoren. p beschreibt genau dann einen reinen Zustand, wenn es extremal ist, d.h.
wenn eine Zerlegung von p der Form (*%) mit p; # p2 und A # 0, 1 unmoglich ist.

Satz:

Es gilt Spp? < 1 und Spp? = 1 genau dann, wenn p einen reinen Zustand beschreibt.

Fiir ein System im Gleichgewicht mit einem Warmebad der Temperatur T gilt:

o H/KT
P= Spe—H/FT”

wobei H der Hamiltonoperator des Systems ist.
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3.7 Zeitentwicklung von quantenmechanischen Systemen

Ausgehend von der Schrédingergleichung

. d
ih2 10 (1)) = H]y(t)

sehen wir, dafl die Zeitentwicklung des Zustandes durch wunitire Operatoren U(t,t") gegeben
ist, so daf3

() = Ut 1) ().
Es gilt: U(t,t")U(t",t") = U(¢,t'), insbesondere U(¢',t') =1, U(t,t")U(t',t) = 1.
U erfiillt die lineare DGL.

d o ,
(4)  hZU(LE) = HU(LY)

mit der Anfangsbedingung
(B) U{,t)=1

und ist durch (A) und (B) eindeutig gekennzeichnet. Fiir die Zeitabhéngigkeit des Dichte-
operators p(t) = > wn|tn(t))(¢¥n(t)] findet man

p(t) = Ut )p(t U (t, 1)
und fiir die Erwartungswerte

(C)  (A)(t) = Sp(U(t,t)p(t")U'(t.¢)A) = Sp(p(t U (¢, 1) AU (2, 1)).

Axiom V:

Es gibt einen selbstadjungierten Hamiltonoperator H, so daf} die
Zeitabhéngigkeit von Erwartungswerten durch (C) gegeben ist, wobei
der unitédre Operator U(t,t") durch (A), (B) definiert ist.

Fiir einen zeitunabhéngigen Hamiltonoperator H ist
U(t,t/) _ e—%H(t—tl)'

Die Gleichung (C) ld8t verschiedene Deutungen zu. Statt wie bisher anzunehmen, dafl die zeit-
liche Entwicklung von der Zeitabhéngigkeit des Dichteoperators bzw. des Zustandes herriihrt
(Schrodingerbild), kann man die Zeitabhéingigkeit auch auf die Observablen schieben (Hei-
senbergbild) oder, besonders bei Hamiltonoperatoren des Types H = Hy + V auf Zusténde
und Operatoren verteilen (Wechselwirkungsbild). Die allein beobachtbare Zeitabhéingigkeit
von Erwartungswerten ist in allen Fillen gleich. Wir geben eine tabellarische Ubersicht.
Schridingerbild:

[W(t)s = Ut )p())s
ih—[(t)s = Hslb(t))s

pS(t) = U(tvt,>p5(t/)UT(tvt/)
ih%ﬂs(t) = [Hs,ps(t)]
As(t) = As(t)
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Heisenbergbild:
[()e = [vE)s
pu(t) = ps(t)
Ap(t) = Ul(t,t)As(t)U(t,t)
d i 0A
&AH(t) = h[HH,AH]Jr(at)H
Wechselwirkungsbild:
l[b(t)w = W(t,t)|[b(t))s
pw(t) = W(t,t)ps)W(t, 1)
Aw(t) = US(t.t)As(t)Uo(t,t)
mit
m LUt = HoUo(t.t):
1 & O(tat) - 0 0(t7t)7
Us(t',t) = 1
Wt t) = Ul U, t);
Wty = 1,
ih%W(t,t’) = V(W (tt);
Viv(t) = UJ(t,t)\VsUo(t,t');
.t
Wt ) = 1—;/t/dTvW(T)W(T,t').

Ubergangsraten zwischen Eigenzustéinden |p,) und |¢,) von Hy unter dem EinfluB kleiner
periodischer Stérungen der Periode w berechnen sich in erster Ndherung in V' wie folgt (r # n):

{enlU 5 0)len)> = el W(2,0)l0r)

/0 dr (onlViv (1) or)

4 sin® g(wn —wy —Ww) 5
- = Vi
2 ol Virler)
t—o0o 2nt

~ ﬁd(wn _WT_W)KS%‘VW"PT)’Q-

2

Q

h2

Spezialfille:

1. w=0:
Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit in Kontinuumszustéinde mit E, = E, und

Zustandsdichte p(E,):

d 2w
=

2
. n T En
=0 = el VIpn) Pa(En)

Fermis Goldene Regel, ergibt z.B. fiir |p,) und |p,) freie Zustinde den Wirkungsquer-
schnitt in erster Born’scher Néherung.

2. w # 0: Resonanzabsorption und stimulierte Emission.
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Wir betrachten schliellich die zeitliche Entwicklung der Zustdnde beim Einschalten einer
Storung, die wir durch einen Hamiltonoperator

Howy = Ho +a(t)V

beschreiben. Hierbei ist o eine Funktion von dem Verlauf

Die (als nicht entartet angenommenen) Eigenfunktionen und Eigenwerte von H, schreiben
wir

Hao|Ey) = EG|EG).
Fiir die Zeitabhéngigkeit der Storung sind zwei Grenzfille denkbar:

1. Plotzliche Niherung: a(t) = 0(t — to)
Aus der Integralgleichung

Ut =17 /t dr H()U(r, 1)

sieht man, daf3 U(¢,t") bei t = tg stetig ist, daB sich also im Schrodingerbild beim plétz-
lichen Einschalten der Stérung der Zustand zwischen ty — € und tg + € nicht merklich
dndert. Diese Néherung ist gerechtfertigt, wenn At < h/AE, wobei AE der typische
Abstand zweier Energieniveaus ist. (Einschaltzeit klein gegen die typische Entwick-
lungszeit des Systems)

2. Adiabatische Niherung: sehr langsames Ansteigen von «(t).
In diesem Fall kann man zeigen, daf die Zeitabhingigkeit des Zustandes |E) gegeben
ist durch

[Ea () = [Edq)):

d.h. ein Eigenzustand von H,;,) zu einem Zeitpunkt {1 < ¢ bleibt Eigenzustand von
H, ) fiir alle t. Diese Néherung ist gut, wenn At > h/AE (oder AE/h > 1/At) (Ein-
schaltzeit grof§ gegen Relaxationszeit h/AE, Unmoglichkeit von Resonanziibergéngen,
interessante Ausnahmefille bei Entartung und Uberkreuzung der Niveaus.)

3.8 Quantenmechanik von Punktteilchen

Die bisherigen Axiome der Quantenmechanik gelten unabhéngig vom konkret vorliegenden
Quantensystem, beispielsweise auch fiir Quantenfeldtheorien. Auch Axiom V forderte nur
die Fxistenz eines Hamiltonoperators, der die Zeitentwicklung bestimmt. Im konkreten Fall
wird man natiirlich seine genaue Gestalt kennen miissen. Wir werden unter VI ein weiteres
allgemeines Axiom, die Zusammensetzung von Quantensystemen betreffend, kennenlernen.
Hier formulieren wir nun ein Axiom zur Kennzeichnung von (spinlosen) Einteilchensystemen.
Hierzu ist vor allem anzugeben, durch welche Messungen der Zustand eines solchen Systems
eindeutig gekennzeichnet ist.
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Axiom VII:

Die Orts- und Impulsoperatoren (Q;)i=1,23 und (P;);=123 bilden je ein
vollsténdiges System kommutierender Observablen, und es gelten die
kanonischen Vertauschungsrelationen

h
[P, Q] = 704

Fiir andere Quantensysteme mufl Axiom VII natiirlich durch ein anderes Axiom ersetzt wer-
den. Um die Konsequenzen aus diesem Axiom zu sehen, betrachten wir insbesondere die
unitdren Operatoren

U@=c i (GeR’ Pi=) Pa)
Die folgende Diskussion erhebt keinen Anspruch auf mathematische Strenge. Es gilt
U(@)U(b) = U@+ b).
Als Vertauschungsrelation mit ); finden wir sofort
[Q:, U(@)] = a;U(@) oder UN@)QiU(a) = Qi + ai.
Auf (uneigentliche) Eigenzustinde |Z) von Q: Q|Z) = Z|&) wirkt U(a@) wie folgt:
QU(@)|7) = [Q,U(a)]|@) + U(@)Q|) = (& + @)U (@)|).

Also ist U(@)|Z) Eigenzustand von Q zum Eigenwert # + @, und nach Festlegung einer phy-
sikalisch irrelevanten Phase kann man erreichen

(4)  U@)z) = |7+ a).

U(a) wirkt also als Translationsoperator um den Vektor @. Gleichung (A) zeigt uns, dafl das
Spektrum von @; und analog P; ganz R ist, auBerdem sieht man nun, wie U(@) und P in der
@-Darstellung wirken miissen:

(U(@)4e)(@) = (@U(@)|v) = (UN@)Z[) = (U(=a)Z[v) = (F — al¢) = vo(T — a),

also )
— 1= —
(Pya)(@) = 5 Voa(@
P muB also wirklich als Ableitungsoperator wirken.
(In
- - —av - —av)" S5 o
U@ = @ = Y C0 @ = v - a)

erkennen wir die Taylorsche Formel wieder.) Man sagt, Pist die infinitesimale Erzeugende von
Translationen. Die infinitesimale Erzeugende von Drehungen 148t sich ebenfalls identifizieren.
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Wir arbeiten jetzt gleich in der @—Darstellung. Eine kleine Drehung 1 4+ 6 R um den Winkel
d¢ um die durch den Ursprung gehende Achse 77 fithrt den Ortsvektor & {iber in

T+ 0=+ IR =2+ dpn X & =T+ 0F X Z.
Fiir einen Zustand in der Q—Darstellung erhélt man damit

(OR$Q)(T) = (7 —0T) — Yig(7) = —(67V)1g(7) = —(67 x 7) Vg (%)
= 0 x Vo(®) = ~+66(G x Pya(#) = —107 Mio(@).

M

Also erzeugt M = Q x P Drehungen um die Achse ik

3.9 Teilchen mit Spin

Sendet man einen impulselektrischen Elektronenstrahl durch ein inhomogenes Magnetfeld
mit einem Gradienten in 3-Richtung, so beobachtet man (wenigstens im Prinzip) eine Auf-
spaltung des Strahls in zwei Komponenten. Durchlauft eine dieser beiden Komponenten ein
weiteres Magnetfeld mit Gradienten in 3-Richtung, so spaltet sie nicht weiter auf; steht da-
gegen der Gradient des zweiten Feldes in 1-Richtung, so findet erneut eine Aufspaltung statt,
entsprechendes gilt fiir 2-Richtung. Alle diese Richtungen 1,2,3 sind physikalisch dquivalent.
Hieraus ersehen wir:

1. Der Zustand eines Elektrons ist nicht allein durch die Eigenwerte der drei Impulskompo-
nenten P;, P> und Ps gekennzeichnet. Es mufl noch eine weitere mit P kommutierende
Observable s3 geben, deren Spektrum aus zwei Werten besteht.

2. Es muf} weitere Observablen s1, s geben, die mit P aber nicht mit s3 und nicht mit-
einander vertauschen und dasselbe Spektrum wie s3 haben.

Es gibt eine iiberwiltigende Anzahl spektroskopischer und sonstiger Hinweise dafiir, daf
diese zusétzlichen Observablen, Spin genannt, Drehimpulscharakter haben, daf also gilt (bei
richtiger Normierung)

(A) [Si, Sj] = iEijSk.

Auflerdem ist
(B)  [Piss] = [Qi 5] =0.
Die rein algebraisch ableitbaren Folgerungen aus den Vertauschungsrelationen (A) sind im

Abschnitt 2.1 abgeleitet worden. Man kann simultane Eigenzustéinde |7, m) konstruieren, so
daf3

§%j,m) = j(G+1)j,m),
(C) S3|ja m> = m‘], >7
s+lj,m) = \/jj—i- m(m £+ 1)|4,m £+ 1).

(7=0,3,1,2,...;m=—j,...,+j und sy = sy £iss.)
Aus der Zweifachkeit der Aufspaltung beim Stern-Gerlach-Versuch folgert man dann, dafl
j = 1/2 gelten muf, also m = £1/2. (Es gibt auch Teilchen, die beim Stern-Gerlach-Versuch
mehr als zweifache Aufspaltung zeigen, also hoheren Spin als 1/2 haben.) Wir haben im
Abschnitt 2 gesehen, dafl Bahndrehimpulse, die Bewegungen von Massenpunkten im Raum

beschreiben, ganzzahlig sein miissen. Der Spin eines Elektrons ist also ein dem Elektron
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eigener drehimpulsartiger Freiheitsgrad, den man sich nicht durch eine Rotation von irgend-
welchen Massen realisiert denken darf. Eine kleine Drehung 1 4+ § R wirkt auf den Zustand
eines Elektrons wie folgt:

OR|Y) = —i6@(L +F)|Y).
J = L+ & heit Gesamtdrehimpuls. Wegen (A) und (B) gilt [J;, J;] = icijiJk. Aus (C) findet

man die Matrixdarstellungen der Spinoperatoren: (j, m|s;|7, m) fiir alle zulidssigen Werte von
j. Fir j =1/2 gilt siééai mit den Pauli-Matrizen

(01 (0 i (1 0
A=\ 10 ) 27\ o) 7\o0o -1 )

Es gilt 0i0j = 51']'1 + ’iEijkdk.

Fiir ein Elektron bilden (@1, @2, @3, s3) ein vollstindiges Orthonormalsystem kommutieren-
der Observablen. Mit den (uneigentlichen) Eigenzustinden |Z,m), fir welche Q|Z,m) =
Z|#,m) und s3|&,m) = m|&, m), schreibt sich ein Zustand in der @, s3-Darstellung (Z, m|¢)) =
(&, m) und das Skalarprodukt

) =" / d (plF, m)(E,ml) = 3 / &P o (&, my(, m).

Man kann die Zustédnde natiirlich auch durch die zweikomponentigen Spalten

(iitﬁiii) -(26 D)

§ schreiben sich dann

P, Qun
?Vﬂ/”r e (”¢+> _ (ﬂ?z‘l/f+> ,
v AN zp- )

Si (Zt) = %0’1‘ (ii) . (Matrixprodukt)

Als ein Argument fiir den Drehimpulscharakter des Spins behandeln wir den (normalen)
Zeemaneffekt.

Die Hamiltonfunktion eines spinlosen Teilchens im zentralen elektrostatischen Feld und im
homogenen Magnetfeld (mit Vektorpotential A(Q) = %E x Q) ist

beschreiben. Die Observablen P

1 L e N2 1 5 eh e’
H~:—<P—7A> op=—p>_ "1 B
B om c te 2m +2m02

A2 + ed.
2me

Der vorletzte diamagnetische Term wird im folgenden vernachlissigt.
to = 2mc heiit Bohrsches Magneton, es ist das zum Drehlmpuls h gehorige magnetische

Moment. Wir legen, ohne an Allgemeinheit zu verlieren, Bin 3-Richtung. Die Eigenfunktionen
zu B = 0: Unim (%) = fri(r)Yim(0, ) von Hy zu Eigenwerten E,,; sind auch Eigenfunktionen
von H 5 mit B # 0 und zwar zu Eigenwerten E,;,, = En — M0|§|m.

Die (2] 4 1)-fach entarteten Niveaus spalten also in Anwesenheit des Magnetfeldes in 2/ 4 1
dquidistante Niveaus auf. Insbesondere erwartet man im Grundzustand von wasserstoffartigen
Atomen, der zu [ = 0 gehort, keine Aufspaltung im Magnetfeld. In Wirklichkeit beobachtet
man eine Aufspaltung in zwei Niveaus vom Abstand AFEy = —2,u0|§ |. Dies legt nahe, den Spin
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des Elektrons als Drehimpulsvariable anzusehen, wobei dem Elektron der Eigendrehimpuls
j = 1/2, jedoch ein magnetisches Moment 24 (doppelt so grof§ wie zunéchst zu erwarten)
zuzuordnen ist. (Diese Grofle des magnetischen Moments wird in der relativistischen Quan-
tenmechanik versténdlich, genauere Messungen ergeben iibrigens noch kleine Abweichungen
vom Zahlenwert 2, die sich erst als Effekt der Quantenelektrodynamik erkldren lassen.) Die
richtige Hamiltonfunktion eines Elektrons im wasserstoffartigen Atom in Anwesenheit eines
homogenen Magnetfeldes ist dann
P2 S S

wobei die Matrix #8B = > 0B = 25B durch Matrixmultiplikation auf (Z—i_) wirkt, und die

Yy

W

anderen Operatoren auf die Komponenten von < ) anzuwenden sind.

3.10 Zusammensetzung quantenmechanischer Systeme

Es werde ein System S (z.B. ein Proton) durch einen Hilbertraum H; und Observable {A} in
H1 und ein System Sy (z.B. ein Elektron) durch einen Hilbertraum Hs und Observable { B}
beschrieben. Beide Systeme zusammen konnen natiirlich auch als ein quantenmechanisches
System Si2 (z.B. Wasserstoffatom) aufgefait werden. Das fiihrt zu der Frage, durch welchen
Hilbertraum das zusammengesetzte System beschrieben wird, und welchen Observablen im
groBeren System die Observablen {A}, {B} zuzuordnen sind. Als die richtige Konstruktion
erweist sich das Tensorprodukt H, ® Ho der Hilbertriume H; und Hs, das wie folgt definiert
werden kann:

Fiir ¢ € H; und ¢ € Hy definiert man ¢ ® ¢ € L*(H; X Ha, C) als zweifach antilineare Form
auf Hy x Ho durch

(p @) (ha, he) = (Mlp)(ha|y). (b1 € Hi,he € Ha)

Es gilt (o, € €)
@ (athy + Biha) = ap @ 2 + By @ o,

(o1 + B2) @Y = a1 @ Y + Bpa ® 1h,

aber i.a. ¢ ® ¥ # 1 ® p selbst fiir H; = Ha.

Die Elemente der ¢ ® 1 spannen in L*(H; x Hg,C) einen Teilvektorraum auf, der durch

das hermitische Skalarprodukt (¢ ® ¥|¢" ® /) Def (ol (|y") ein Prihilbertraum wird

und dessen Vervollstindigung beziiglich dieses Skalarproduktes wir H; ® Ho nennen wollen.
In der Diracschen Schreibweise schreiben wir statt ¢ ® 1 : |¢)|¢) oder |p, ) und fiir den
entsprechenden Bra-Vektor (¢|(p|. Wenn {|e;)} und {|f;)} vollstéindige Orthonormalsysteme
in Hy bzw. Hy sind, dann ist {|e;)| f;)} vollstandiges Orthonormalsystem in H; @ Hs. Vektoren
|¥) € Hi®Hs2 von der Form |¥) = |¢)|¢)) heilen separierbar. Im allgemeinen sind die Vektoren
aus Hi ® Ha nicht separierbar, sondern nur (endliche oder unendliche) Linearkombinationen
separierbarer Vektoren. Wenn A die Observable in H; und B Observable in Hs ist, so definiert
man die separable Observable A ® B in Hi ® Hs als den linearen Operator in Hq ® Ho, der

A® Blp)|y) = Alp)Bly)

erfiillt. Observable, die sich nur auf eines der beiden Systeme beziehen, sind von der Form
A®1 bzw. 1® B, und es gilt natiirlich [A®1,1® B] = 0, d.h. Observable, die zu verschiedenen
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Teilsystemen gehoren, kommutieren. Es gibt natiirlich auch nicht separierbare Observable.
Fiir den Erwartungswert separierbarer Observablen in separierbaren Zusténden gilt

(V[(plA® Blp)h) = (p|Alp)(¥|Bly),

also Faktorisierung. Das bedeutet, dal es in separierbaren Zustdnden keine Korrelationen
zwischem dem Mefiwert von A und B gibt. Das Superpositionsprinzip verlangt nun auch
die Existenz nicht separierbarer Zustédnde in zusammengesetzten Systemen, fiir die die Er-
wartungswerte separierbarer Observablen nicht mehr faktorisieren. Also gibt es als typisch
quantenmechanischen Effekt Korrelationen zwischen den Mef3werten von Teilsystemen, und
zwar auch, wenn zwischen den Teilsystemen keine Wechselwirkung besteht.

Mehrfache Tensorprodukte, die der Zusammenfassung mehrerer Systeme zu einem System
entsprechen, lassen sich ganz analog definieren. Es gibt natiirlich auch Isomorphismen

Hi1 ® (He ® Hs) = (H1 ® H2) @ Hs

und

Hi ® Ho = Ha ® Hi,

d.h. auf Art und Reihenfolge der Zusammenfassung kommt es nicht an. Als Beispiel behan-
deln wir ein System von zwei (unterschiedlichen) Punktteilchen mit Spins j; und jo etwas

genaver. In den Hilbertriumen H; und Hy sind (Q1, Sél)) und (@s, S§2)) vollstandige Syste-
me kommutierender Observablen und {|Z1,m1)} bzw. {|Z2, m2)} die entsprechenden Basen
von Hp und Hs. Dann bilden

(G101,10 0,5 @ 1,12 5%)
ein vollstdndiges System kommutierender Observablen in H; ® He und
- . Def -
{|Z1,m1)|Z2, ma)} = {|T1,m1; T2, ma)}

ist Basis von H1 ® Hs. In der Ql, QQ, Sél), S§2)—Darstellung ist dann ein Vektor ¥ € Hi ® Ho
dargestellt durch L?(IR®)-Funktionen

(T1, m1; T2, ma|¥) = U (Z1, m1; T2, ma).

(Insbesondere ist fiir separierbare Zustinde (&1, m1; T2, ma||p)|1)) = (&1, m1)1p(Z2, m2)). In
dieser Darstellung gilt:

<(I)|\If> = Z /d3l‘1/dgl'g<(I)|fl,m1;l_"2,m2><i"1,m1;fg,ﬂl2|\1’>
mi,m2

= > /d3$1/dgm‘1)*(51,m1;527m2)‘1’(51,m1;52,m2)
mi,ma

und

i

8

1V (21, my; Za, mo)

[(

@ D)U|(Z1,m1; T2, mo) =

1
® Qo) W)(Z1, my; To, mp) =

= O

[( ToW (&1, m1; T2, ma)
B B B B B )
[(Pr @ 1)W](Z1, my; T2, me) = ;Vfl\lf(:m,mum,m)
(S @ 1)W](&1,ma; 9, mg) = (SV) gy W (F1, 15 B2, M2)

!
my
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Statt A ® 1 werden wir auch oft einfach A schreiben, wenn keine Verwechslung moglich ist.
Man hétte natiirlich auch andere vollsténdige Systeme von Observablen in H; ®Hs und damit
andere Darstellungen wéhlen kénnen, z.B.

(ﬁ17S§1)7ﬁ27S§2)) oder (ﬁlus§1)7@27S§2))

3.11 Systeme ununterscheidbarer Teilchen

Ununterscheidbare Teilchen sind Teilchen, die sich in allen physikalischen Eigenschaften glei-
chen. In diesem Sinne sind zum Beispiel alle Elektronen voneinander ununterscheidbar. Die
praktische Schwierigkeit, ununterscheidbare Teilchen in der klassischen Mechanik durch ge-
naue Beobachtung ihrer Bahnen auseinanderzuhalten, wird in der Quantenmechanik, in der
eine genaue Definition von Teilchenbahnen nicht gegeben werden kann, zu einer prinzipiellen
Unmoglichkeit. Dieser Tatsache ist bei der quantenmechanischen Beschreibung von Mehr-
teilchensystemen Rechnung zu tragen. Der Einfachheit halber diskutieren wir zunéchst ein
System von zwei ununterscheidbaren Teilchen.

Nach den Ergebnissen des vorangegangen Abschnittes werden die Zustidnde eines solchen
Systems in einem Hilbertraum H ® H liegen. Wir definieren einen Permutationsoperator

7T12:H®H—>H®H,

der auf separierbaren Zustdnden wie folgt wirkt:

mi2|)[¥) = [¥)]p).

Dann gilt:
Imell =1,  ah=1,  m2=m,.

m12 ist also selbstadjungiert und unitédr. Wegen der Ununterscheidbarkeit der beiden Teilchen
sollten alle Observablen O des Zweiteilchensystems mit w15 vertauschen. Wegen m2A ® 1 =
1 ® Amio bedeutet dies, dafl alle Observablen symmetrisch in den auf die einzelnen Teilchen
beziiglichen Observablen sein miissen.

Die moglichen Eigenwerte 712 sind £1, und wegen

1 1
[0) = 51+ )| V) + S (1 —m2)|T)
fiir alle ¥ € ‘H® H spaltet also H®H in eine direkte othogonale Summe von zwei Teilriumen
H®s H und H ®4 ‘H zu den Eigenwerten £1 von 1o auf

HIH=HRsHDOH®sH.

Die Vektoren in den beiden Teilriumen heiflen symmetrisch bzw. antisymmetrisch. Alle Ob-
servablen und auch der Zeitentwicklungsoperator miissen, da sie mit w9 vertauschen, sym-
metrische in symmetrische und antisymmetrische in antisymmetrische Zustédnde iiberfiihren.
Die beiden moglichen Sorten von Zustédnden koénnen also in keiner Weise miteinander kommu-
nizieren. Die Projektionsoperatoren Py = |¥)(¥| miissen fiir alle physikalisch realisierbaren
Zustande ¥ Observable sein, also mit 72 kommutieren. Das bedeutet

P\y7r12]\11> = 7T12P\11‘\If> = 7T12’\I/>, also 7T12’\I/> = i‘\p>

Somit ist jeder physikalische Zustand Eigenzustand zu 712. Wenn wir fiir alle physikalischen
Zusténde uneingeschriankte lineare Superponierbarkeit gewihrleisten wollen, so miissen sie
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alle in demselben Eigenraum zu mo liegen, und zur Beschreibung zweier identischer Teilchen
kommt nur H ®g H oder H ®4 H in Frage. Welcher der beiden Rdume der richtige ist, wird
durch das Experiment entschieden. Der Fall mehrerer identischer Teilchen lét sich analog
behandeln. Man fiithrt Transpositionsoperatoren 7;; ein, die Teilchen ¢ mit Teilchen j vertau-
schen. Unter denselben Voraussetzungen wie oben zeigt man, dafl entweder alle physikalischen
Vektoren 7;;|¥) = |¥) fiir alle ¢, j oder alle physikalischen Vektoren m;;|¥) = —|¥) erfiillen.
Somit ist genau eine der beiden folgenden Mdoglichkeiten realisiert:

e Alle Zustandsvektoren bleiben bei allen Permutationen der Teilchen ungeédndert. Solche
Zustandsvektoren heiflen total symmetrisch.

e Alle Zustandsvektoren dndern ihr Vorzeichen bei ungeraden Permutationen der Teil-
chen und bleiben ungeéndert bei geraden Permutationen. Solche Vektoren heifien total
antisymmetrisch.

Welche Moglichkeit auftritt, regelt das der Erfahrung entnommene

Axiom VI:

Zusammengesetzte Systeme werden durch Tensorprodukte der zu den
einzelnen Komponenten gehérigen Hilbertrdume beschrieben. Insbeson-
dere beschreibt man ein System von N Teilchen durch:

® H; wenn die Teilchen unterscheidbar sind.

é " das symmetrische Tensorprodukt, wenn die Teilchen unun-
4 5t terscheidbar sind und ganzzahligen Spin haben (Bosonen).
1=

N das antisymmetrische Tensorprodukt, wenn die Teilchen un-
® AH; unterscheidbar sind und halbzahligen Spin haben (Fermio-
i=1 nen).

Diese Zuordnung von Antisymmetrie und Symmetrie zu halb- und ganzzahligem Spin 148t
sich im Rahmen der Quantenmechanik nicht vollstdndig begriinden. Sie folgt in der Quan-
tenfeldtheorie aus allgemeineren Annahmen. Die umgekehrte Zuordnung wiirde jedenfalls zu
Widerspriichen fiihren, wenn man Teilchen betrachtete, die aus einer geraden Anzahl von
Teilchen mit halbzahligem Spin zusammengesetzt sind.

Es sei {|v)} eine ONB von H, dann ist

{lv)|v2) ... lvn)} ONB von QN H,

{Alp)lva) .. fvw)} = {\ZW ;dﬂ)l%(m e |V7r<zv>>}

ONB des antisymmetrisierten Tensorproduktes ) 4, H;,

{Slv)lve) .. lvn)} = {W Z ’Vw(1)> ce \Vw(zv)>}

ONB des symmetrisierten Tensorproduktes &g H;.
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Hierbei bedeutet ) die {iber alle Permutationen der Zahlen 1,..., N ; e(n) ist das Signum
der Permutation 7, definiert durch

e(r) = +1 fiir 7 gerade
~ | —1 fiir 7 ungerade.

ny ist die Besetzungszahl des Niveaus v. Sie gibt an, wie oft der Zustand v in dem Produkt
|1) ... |vn) vorkommt. Offenbar ist ) n, = N. Die Projektionsoperatoren A und S heiflen
Antisymmetrisator und Symmetrisator, sie machen aus einem beliebigen Zustand in @) H
einen total antisymmetrischen bzw. total symmetrischen. Die Basisvektoren Alvy) ... |vy)
und S|v1) ... |vn) sind durch die Folgen der {n,} der Besetzungszahlen bereits vollstindig
bestimmt. Im Bose-Fall gilt offenbar n, = 1,2,3,..., wihrend im Fermi-Fall n, = 0 oder 1
gelten muf}; da jeder Zustand |v) in einem nicht verschwindenden antisymmetrischen Produkt
hoéchstens einmal vorkommen darf. Dies ist der Ausdruck des sogenannten Pauliprinzips:,,In
einem System identischer Fermionen ist jeder Einteilchenzustand héchstens einmal besetzt.”
In der praktischen Anwendung wird man moglichst lange mit unsysmmetrisierten Zustdnden
aus @ H rechnen und die nétige Symmetrisierung erst am Ende vornehmen, was méglich ist,
da alle Observablen mit 4 und S vertauschen. Beziiglich der oben angegebenen Basen sind
die symmetrischen bzw. antisymmetrischen Zustdnde durch die symmetrischen und antisym-
metrischen Funktionen

\115(1/1, .. .,VN) =

1
Wi e DIRCUREE LIS

1
\IJA(Vl,...,VN) = ﬁzg(ﬂ-)<yﬁ(1)"'yﬂ'(]\l)|qj>

gegeben. Der Index v; kann z.B. (Z;,m;), also Ort und Spinkomponente bezeichnen. Fiir
einen separierbaren Zustand |¥) = |p1) ... |pn) nimmt die antisymmetrisierte Funktion W 4
die Gestalt

VA y) = 3@l v (va)

e1(1) - pr(vn)

1
= —=det :
VNVE L ovtn) - ewlom)

an (p;(vi) = (vgle:)). Derartige Wellenfunktionen heiflen Slaterdeterminanten. Jede antisym-
metrische Wellenfunktion ist (endliche oder unendliche) Linearkombination von Slaterdeter-
minanten.

Die Abz#éhlung der méglichen Zustdnde und damit das statistische Verhalten von Vielteilchen-
systemen hingt ganz entscheidend vom Symmetriecharakter der Zustéinde ab. Man spricht
von Fermistatistik und Bosestatistik fiir Teilchen mit halbzahligem bzw. ganzzahligem Spin.
Phénomene wie Bose-Einstein Kondensation eines Bosonengases und Suprafliissigkeit *He
rithren von der Bosestatistik der entsprecheden Teilchen her, was man im Falle der Supraflui-
dit#it besonders schén am ganz andersartigen Verhalten von 3He (Fermion) sieht. Andere
Erscheinungen haben im Boseverhalten von sogenannten Quasiteilchen ihre Ursache, wie z.B.
das Verhalten der spezifischen Wirme von Festkorpern bei niedrigen Temperaturen (Phono-
nen), Supraleitfihigkeit (Cooper-Paare), Suprafliissigkeit von 3He (tritt bei etwa tausendmal
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tieferer Temperatur auf als bei *He), bei denen Boseartige Quasiteilchen suprafluides Verhal-
ten zeigen. Auf der anderen Seite ist die Zustandsgleichung sehr dichter Materie weitestgehend
von der Fermistatistik bestimmt.

Wir betrachten nun die Auswirkungen des Symmetriecharakters der Wellenfunktion an eini-
gen Systemen von zwei ununterscheidbaren Teilchen. Die Ortsraumwellenfunktion

(&1, ma; T2, ma)
wird symmetrisiert oder antisymmetrisiert zu

U s (Z1,m1; @2, ma) = (1 £ m12) W (&1, my; o, mo) = V(T my; To, me) £ V(Za, mo; Z1,my).

S
A
Der Vertauschungsoperator w19 148t sich als Produkt schreiben:
T2 = Wng © W% = W% ° 7T192a

wobei 77?2 die Orts- und 7§, die Spinkoordinaten vertauscht. Wegen

1 1
L miz = 5 (L4 ) (1 wiy) + 5 (1= w) (1= 7))

und

1 1
L-mp = (L)1 —afy) + 5 (1= ad)(1+ 7))

148t sich jede total symmetrische Wellenfunktion zerlegen in eine in Ort und Spin symmetri-
sche und eine in Ort und Spin antisymmetrische. Ebenso ist jede total antisymmetrische Wel-
lenfunktion zerlegbar in eine spinsymmetrische und ortsantisymmetrische und eine spinan-
tisymmetrische und ortssysmmetrische. Die Ortsabhéngikeit der Wellenfunktion beschreibt
man am besten in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten X = %(fl + &), & = ¥1 —To. Dann
laBt W% X fest und &indert das Vorzeichen von &, so daB die ortssymmetrische Wellenfunktion
in Z gerade und die ortsantisymmetrische Wellenfunktion in # ungerade sein muf}. Bei der
Zerlegung nach Relativdrehimpulsen bedeutet dies, dafl in der ortssymmetrischen Funkti-
on nur gerade Drehimpulse und in der ortsantisysmmetrischen Wellenfunktion nur ungerade
Drehimpulse auftreten diirfen.

Was den Spinanteil der Gesamtwellenfunktion betrifft, so gibt es fiir Spin s = %, den beson-
ders wichtigen Fall, daf} es genau drei linear unabhéingige spinsymmetrische Kombinationen,
sogenannte Triplettwellenfunktion und eine spinantisymmetrische Wellenfunktion, die Singu-
lettwellenfunktion. Wir werden spéter sehen, dafl diese beiden Moglichkeiten dem Gesamtspin
S =1 bzw. § = 0 entsprechen. Zusammengefafit gilt fiir ein System von zwei identischen
Fermionen:

e Spintriplett gehort zu ungeradem Bahndrehimpuls
e Spinsingulett gehort zu geradem Bahndrehimpuls

Zur Diskussion der Streuung zweier identischer Teilchen aneinander ist die Wellenfunktion in
der Relativkoordinate & mit dem asymptotischen Verhalten

o
kT
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die fiir unterscheidbare Teilchen den Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktssystem liefert,
noch zu symmetrisieren:

- ik® | —ikd ek
V(@) (@) 1 (F0) % = 0)
Das ergibt
d A
N OESCEIIS

Fiir die Streuung zweier unpolarisierter Teilchen mit s = % und spinunabhéngiger Wech-

selwirkung ist tiber alle Einstellungen der Spins vor der Streuung zu mitteln und {iber alle
Spinstellungen nach der Streuung zu summieren, und man findet, da der Triplettzustand das
dreifache Gewicht des Singulettzustand hat,

;% = %If(H) —fr=0)* + i\f@) + f(m =)

Das Wasserstoffmolekiil Hy ist ein System von zwei Protonen und zwei Elektronen. Die Wel-
lenfunktion des Gesamtsystems mufl in den Protonkoordinaten (Spin+Ort) antisymmetrisch
sein. Uberginge zwischen Spin-Triplett und -Singulettzustinden sind duBerst selten wegen der
Schwiiche der spinabhingigen Wechselwirkungen. (Spontane Spinumklapp Ubergiinge konnen
allerdings im Weltraum, in dem wegen der geringeren Teilchenzahldichte Stofliibergéinge un-
terdriickt sind, als duBerst scharfe 21cm-Linie beobachtet werden.) La. sind Triplett- und
Singulettsysteme fast génzlich voneinander entkoppelt (Ortho- und Parawasserstoff). Da zum
Triplettsystem ungerade Bahndrehimpulse des Zweiprotonensystems gehoren, ist es fiir das
Wasserstoffmolekiil im Triplettzustand auch bei niedrigen Temperaturen sehr schwer, den
Rotationsgrundzustand [ = 0 zu erreichen. Das macht sich in einer Anomalie der spezifi-
schen Wiarme von Wasserstoff bemerkbar. Diese Anomalie tritt, wie zu erwarten, nicht beim
Wasserstoff-Deuteriummolekiil HD auf.

Das Heliumatom besteht aus einem Heliumkern und zwei Elektronen und wird (bei Ver-
nachlissigung der Kernbewegung und relativistischer Effekte) durch den Hamiltonoperator

P2 P2 1 1 2
H= 1472 92 - 4+ - |, _©
2m - 2m Q1] Q2] Q1 — Q2|

beschrieben. Wenn man, um einen groben Uberblick zu gewinnen, auch noch die gegenseitige
Abstoflung der Elektronen vernachlissigt, so dafl diese voneinander véllig unabhéngig werden,

so erhélt man Energiestufen
m (2e2\? [ 1 1
rors =5 () (G 7a)

die sich aus Wasserstoffniveaus berechnen. Niveaus mit n1 > 2 und ne > 2 liegen bereits im
Kontinuum, also sind die Bindungsenergien ndherungsweise durch eine Hauptquantenzahl

n=(0+v+1) und E,=——= 2%\’ 1+~
- "T o\ h n?

gegeben.
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Wieder beobachtet man ein Zerfallen der Energieniveaus in ein Triplettsystem (Orthoheli-
um) und ein Singulettsystem (Parahelium), die nicht miteinander kombinieren. Bei genauerer
Betrachtung liegen iibrigens bei gleicher Hauptquantenzahl die s-Niveaus (I = 0) tiefer als
die p-Niveaus (I = 1), da die s-Wellenfunktion néher an den Kern heranreicht und die Cou-
lombkraft des Kerns in groflerer Entfernung durch das andere Elektron teilweise abgeschirmt
wird. Auflerdem liegen die Spin-Triplettniveaus etwas unter den entsprechenden Singulett-
niveaus (Hundsche Regel), weil bei rdumlich antisymmetrischen Elektronenwellenfunktionen
die Coulombabstoflung der Elektronen, welche die Energie anhebt, weniger wirksam ist.

Ein Atom mit Z Elektronen ist durch den Hamiltonoperator

P2 Ze? 1 e?
> (E-2)ir et
zu beschreiben. Dieser Hamiltonoperator ist fiir eine vollstdndige Behandlung zu kompli-
ziert. In der Zentralfeldniherung ersetzt man die gesamte Wechselwirkung eines Elektrons

mit dem Kern und den {ibrigen Elektronen durch ein effektives Zentralpotential V(Cj) =
—e27(|Q])/|Q|, wobei die effektive Ladung Z(|Q|)

Z(0)=2 und Z(oo)=1

erfiillt und die Abschirmung des Potentials durch die iibrigen Elektronen beriicksichtigt. Man
rechnet dann ndherungsweise mit dem Hamiltonoperator

H’:Z(;i ) ZH

=1

Wir werden spéter Verfahren kennenlernen, ein bestes effektives Potential V' zu bestimmen
und die Differenz H — H' als Stérung zu behandeln. Die Einteilchenhamiltonoperatoren

seien durch |, ) diagonalisiert: H|p,) = E,|p,). Es zeigt sich, daB sich die Eigenwerte E,,
die in Analogie zum Wasserstoffatom mit

Epmp (n=1,2,..51=0,....,n—=1m=—l,...,4+l; p=+£1/2)

indiziert werden, in Gruppen von miteinander entarteten oder nahe beieinander liegenden
,,3chalen” ordnen.

Die Eigenzustinde von H sind dann als Slaterdeterminanten der Einteilcheneigenzustéinde
schreibbar, die zugehorige Energie ist die Summe der Einteilchenenergien der Zustédnde, die
in der Slaterdeterminante vorkommen.

Den Grundzustand erhélt man, indem man die Slaterdeterminante mit dem Z zu den nied-
rigsten Einteilchenenergien gehorigen Einteilchenzustinden bildet. Die folgende Tabelle gibt
die Schalen mit Zahl und Art der in ihnen enthaltenen Niveaus nach wachsender Energie
geordnet an. Da die chemischen Eigenschaften eines Elements fast génzlich durch die in den
obersten Niveaus befindlichen Elektronen bestimmt werden, gibt sie zugleich eine quanten-
mechanische Deutung des periodischen Systems der Elemente.
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Schale | Zusténde Anzahl | Periode
K 1s 2 1.Periode
L 2s,2p 8 2.Periode
M 3s,3p 8 3.Periode
N 4s,3d,4p 8+10 4.Periode, 1.Nebenperiode
(@) 5s,4d,4p 8+10 5.Periode, 2.Nebenperiode
P 6s,4f,5d,6p 8+10+414 | 6.Periode, 3.Nebenperiode, Seltene Erden
Q 7s,5f (6d,7p) | 8+10+14 | 7.Periode, 4.Nebenperiode, Aktinoide

Im Zentralfeldmodell ist der Zustand eines Z-Elektronenatoms durch seine Konfiguration ge-
geben, also der Angabe der Besetzungszahlen der einzelnen Einteilchenniveaus. Der Grund-
zustand des Kohlenstoffatoms (Z = 6) hat beispielsweise die Konfiguration (1s)?(2s)?(2p)?
(Je zwei 1s-, 2s- und 2p-Elektronen).



