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1 Lagrangesche Mechanik

1.1 Funktionale und Funktionalableitungen

Funktionale sind Abbildungen, deren Definitionsbereich Mengen von Funktionen sind. Fiir unsere Betrach-
tungen sind besonders Mengen von Bahnkurven auf einem Intervall [t1, t2] wichtig. Jede derartige Bahnkurve
ordnet den Zeiten ¢ mit t; <t < t5 Punkte z(¢) € R in einem n-dimensionalen Vektorraum zu. Insbesondere

betrachten wir folgende Mengen von Bahnkurven:

e B: Menge aller glatten Bahnkurven 7 : [t1, 8] = R™ , t — x(¢)

¢ B, 2, Menge aller Bahnkurven aus B mir festem Anfangs- und Endpunkt z(¢1) = z1 , 2(t2) = 22
Wir betrachten nun Funktionale

F:B—-R bzw. By ., =R, v+~ F[y].

Beispiele:
i.) Fly] = a- z(to)
ii.) Fly] = #2(to)
iii.) Fly] = [ dtf(t) - x(t)

1

w.) L[y] = ttf dt\/i?(t) (Bogenlingenfunktional)

v.) Sl = [ dt (zﬁi L) — V(EL(E), ... ,fN(t))) (Wirkungsfunktional)

vi.) A[y] = fttf dt L(z(t),z(t),t) (Verallgemeinerung von (iii) - (v))
Die stetig differenzierbare Funktion

L:R"xR"xR—>R, (z,2,t)— L(z,z,t)

heiflt Lagrangefunktion.
Die Funktionale (i) und (ii) sind lokal, d.h. F[y] hingt nur vom Verhalten von « in einer beliebig kleinen

Umgebung eines Punktes tg ab. Die iibrigen Funktionale sind nichtlokal, d.h. F[vy] kann vom gesamten Verlauf
von 7 abhingen. Die Funktionale (i) und (iii) sind linear, d.h.

Fleim + cav2] = e F[yi] + eoF[y], c1,¢0 € R.

Ganz analog wie fiir gewthnliche Funktionen definiert man Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Funktio-
nalen: F' heifit stetig im Punkte 7o, wenn gilt:

Ve>036>0: |F[y+h]—Fly]|<e fir [h] <3

Ein stetiges Funktional F heifit differenzierbar im Punkte vy, wenn es ein stetiges lineares Funktional F'[vq],

so dass
Flyo + h] = Flvo] = F'[vo]h + o(||A]])-

Linearitit von F'[yg] bedeutet natiirlich
F'lv0](c1hy + c2ha) = c1 F'[yolh1 + c2F'[0]he,

man schreibt auch oft
dF 0] = F'[0]dh + o(||dR]|)

und nennt &k eine virtuelle Verrickung.
Festzulegen ist noch die Definition der Norm ||h||. Es kommen viele Méglichkeiten in Betracht:

e [[hll1 = max, <i<t, |h(2)]

b ||h||2 = mMax¢, <t<t, |h‘(t)| + mMaxg, <<ty |h’(t)|



¢
o [Inlls = f;* dt|h(t)]
Wir werden i.a. die Norm [|h||2 benutzen. Es gilt nun der wichtige

Satz 1.1 Das Funktional A[y] = :12 dtL(xz(t), (t),t) ist stetig und differenzierbar fir alle v € B. Die
Ableitung im Punkte v ist durch das lineare Funktional

abin = 22,40, 0 + [ (et 50,0 - 552 w0.5(0.0) o)
gegeben.
BEWEIs:
Aly+h] = /:2 dtL (x(t) + h(t), & (t) + h(t), t)
= D] +/tt dt (g—’;m ‘Z—ih) +o(|Ihll)

t2 oL d 0L d (OL
Al +/t1 dt <£h— (a&) o (ah)) + o(|IRll)

f2 t2 (9L ddL
+/t1 dt (a—x—a£>h+o(||h||)

t1

OL
= Abl+ SEh

Diese Schreibweise ist abkiirzend: Fiir Kurven in R™ bedeutet
OL d oL "\ (0L d OL
— ———=—|h= — — —— ) h;.
Sofern man das Funktional A auf Kurven v € B, ,, mit festem Anfangs- und Endpunkt einschrénkt, ist
h(t1) = h(t2) =0,

und die Ableitung ist einfach gegeben durch

t2 (9L dOL
! _ o= _ =
A'bih= t dt (&L' dt 6.7':) h.

Wie in der gewthnlichen Analysis gilt der
Satz 1.2 Besitzt das Funktional F im Punkte o ein lokales Minimum (Maximum), so ist
F'[v] = 0.

Das heifit also, dass F'[yolh = 0 fiir alle h oder fir alle h mit h(t1) = h(t2) = 0, falls F auf By, o,
eingeschrinkt ist. yo heifft stationdrer Punkt von F', wenn F'[y] = 0. F'[yo] = 0 bedeutet, dass

OL . d OL .
%(Cﬂo(t),xo(t),t) - E%(:EO(t):xO(t):t) =0
und dass oL oL
%(xo(h),fvo(tl)atl) = %(iﬂo(h),iﬁo(tz)ah) =0.
BEWEIS: Sei in irgendeinem Punkte to # 1,2

oL d OL
a(tO) - %g(tO) #0,

so gibt es ein Intevall um t¢o, in welchem diese Gréfle nicht verschwindet. Dann ldsst sich eine Funktion h mit

h(t1) = h(t2) = 0 finden, so dass gilt
2 (0L d oL
/tl dt (% - a%) h(t) #0,



also

OL dOoL _
dx  dt oz
und damit weiter
oL _ oL} _,
ot b ot |,

O

Schrénken wir A wieder auf B, ., ein, so reduziert sich die Stationaritétsbedingung A'[vo] = 0 auf die
Euler-Lagrangesche Gleichung

%g—i(xo(t),j:o(t),t) - g—i(wo(t),a‘:o(t),t) =0.

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Bahnkurve 7o : t — o(¢), fiir welche A stationér
ist. o muss zusitzlich die Randbedingungen xo(t1) = x1 , xo(t2) = x2 erfiillen.

Beispiel: Stationdre Punkte des Bogenléngenfunktionals

L:Bgion =R , L[y]= / dt\/ 32 (¢

t1

Dies ist die kiirzeste Verbindung zweier Punkte. Wir erhalten die Lagrangefunktion

L(z,&,t) = Vi?
und die Euler-Lagrange-Gleichungen
d oL OL d &
dt 0 (,3,1) oz g &) = dt || =0

&/|#| ist der Tangenteneinheitsvektor, der also lings der Kurve fiir die kiirzeste Verbindung von z; und z»
konstant sein muss. Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist also eine Gerade.

1.2 Das Hamiltonsche Prinzip
Satz 1.3 Fine Bahnkurve v € By, ,, ist genau dann Losung der Newtonschen Bewegungsgleichungen
miZi(t) + ViV (& (1), ..., En(t),1) =0,

wenn sie stationdrer Punkt des Wirkungsfunktionals

to N M -

1 = — —
sbi= [t | FEO V@, 2n(0.0

1 i=1

18t.

BEWEIS: Man hat lediglich nachzupriifen, dass die Euler-Lagrangesche Gleichung fiir das Funktional S mit den
Newtonschen Bewegungsgleichungen iibereinstimmt. In der Tat ist

m; : B _, N
L= Z 2(t) = V(&i(t), ..., En(t),1),

also haben wir

0L _ $,1 = -¥aV,
0%
a—p = ﬁi,L = m;T;
O ; :
Also folgt
d OL 0L - >
aa—a—o < mi@; + V;V =0.

O

Das Hamiltonsche Prinzip ist einer der Grundpfeiler der theoretischen Mechanik. Einige wichitge Bemer-
kungen:



i.) Die Lagrangefunktion L ist nicht eindeutig bestimmt. Ersetzt man L(z,,t) durch

Be,8,) = La,d,0) + 50,0 = Do) + 55 0 0) + L)

so findet man fiir die Wirkungsfunktionale

(2]

Sh]

dtL(z,,t) = /tz dt (L(m,cb,t) + %f(a:,t))

t1 t1

= Shl+ f(a(ta), t2) = f(a(tr), 1)

Auf B, ,, unterscheiden sich S und S also nur um eine Konstante und haben die selben stationiren
Punkte.

ii.) Uber die Natur eines stationiren Punktes vy von S gibt die zweite Ableitung von S Auskunft. Es ist
(in vereinfachter Schreibweise)

1

St -+ ] = Sool + Sl + [ at (Gmi(0) = 1" o)) ) +of8])

t1 2

Wenn ~y stationirer Punkt ist, gilt somit

St -+ = 8ol + [ dt (Gmi(0) = 31 a(0)12(0)) +of8]?)

t1
Wenn t» —t; klein genug ist, so ist wegen h(t1) = 0 der zweite Term positiv. Fiir nicht zu grofie Zeitin-
tervalle [t1, 2] sind also die stationdren Punkte von S Minima (Prinzip von der minimalen Wirkung).

iii.) Das Hamiltonsche Prinzip ist koordinatenunabhiingig im folgenden Sinne: Geht man durch eine (even-
tuell sogar zeitabhiingige) Transformation von den kartesischen Koordinaten x zu anderen Koordinaten
q iiber,
.%':l'(q,t), q:q(x,t) >
so schreibt sich eine Bahnkurve v : t — z(t) als Abbildung

t = q(t) = q(z(t),t)
Die Geschwindigkeitskurve rechnet sich folgendermaflen um:

() = o) = (0,0 = 5o a(t,030) + g (a0,

Fiir das Wirkungsfunktional finden wir dann:

® dt L), #(0), 0
t1

Sh]

I
U
=~
h
—~~
2
—~
~
~—
.
—~
~
~—
~
~—
£
o
lon
[¢]
=

t1

A

. 0 . 0
Ewit) = (o000, 5000+ Gr(en.t)

Der Wert von S[y] hingt, ebenso wie die Tatsache, dass o ein stationdrer Punkt von S ist, nicht
davon ab, ob die Bahnkurven mit Hilfe der Koordinaten g oder z geschrieben werden. Somit sind die
Euler-Lagrange-Gleichungen

dquivalent: ¢(t) 16st die zweite Gleichung genau dann, wenn z(q(t),t) die erste Gleichung 16st.
Hiermit ist zugleich ein sehr bequemes Verfahren gefunden, Bewegungsgleichungen auf andere Koordi-
naten umzuschreiben.



iv.) Wenn man die Beliebigkeit der Koordinaten zum Ausdruck bringen will, so nennt man die Koordinaten
oft ¢ und schreibt L(q,g,t) und fiir die Euler-Lagrange-Gleichungen

Dg; = 8ﬁ/ 0¢g; heifit der zu der Koordinate q; gehorige verallgemeinerte Impuls und K, = 8ﬁ/ Og; die
zur Koordinate g; gehdrige verallgemeinerte Kraft. Also gilt p,, = K, .
In kartesischen Koordinaten ist

pz; =m&; und Kz = -V,V,

in Polarkoordinaten im obigen Beispiel ist

pr = mr
K, = mrg*sin?@—V'(r) (radiale duBere Kraft + Zentrifugalkraft)
p, = mripsin®
K, = 0 (3-Komponente von Drehimpuls und Drehmoment).
Eine Koordinate ¢; heiBt zyklisch, wenn 0L /0¢; = 0. In diesem Falle ist fiir Losungen der Bewegungs-
gleichungen
dor .,
dt 0q Pg; =T

Der zu einer zyklischen Koordinate gehorige verallgemeinte Impuls ist eine Erhaltungsgrofie.

Die Lagrangeschen Gleichungen erster Art lassen sich aus einem Variationsprinzip ableiten: Wir wollen
mit B ., die Menge der Bahnkurven ~ : ¢ — z(t) mit Anfangspunkt z; und Endpunkt z bezeichnen,

welche zusitzlich den Nebenbedingungen geniigen, fiir welche also z(t) € M; V't € [t1,t2] gilt. Dann gilt der

Satz 1.4 Eine Bahnkurve o € BM _  ist genau dann Losung der Lagrangeschen Gleichungen erster Art,

Z1,T2
wenn sie stationdrer Punkt des Wirkungsfunktionals S : BQ’{ s — R mit
to N mi -
e Sl = [ de (305 - Vi),
t i=1

ist. In anderen Worten: vy muss stationdrer Punkt des Wirkungsfunktionals unter der Nebenbedingung x(t) €
MVt € [t1,1t2] sein.

BEWEIS: Verliuft ganz analog wie oben, mit der einzigen Anderung, dass bei der Variation diesmal nur virtuelle
Verriickungen has(t) = dmz(t) tangential zu M, zugelassen sind:

N

Sly+hu] = S[v]+/tthz(mi&‘é’i(t)+§¢V(x(t),t)) oM Ei(t) + o(||hm]])

1 i=1

Shl+ " ar (B(t) + VV((t),1)) - oarz(t) + o(||har|l)

t1

O

Stationaritit von S im Punkte 7o bedeutet dann, da ja dprx(t) stets tangential zu M ist, nicht einfach
p(t) + VV(z(t),t) = 0, sondern p+ VV (z(t),t) senkrecht zu M;. Also:

Pt) + VV(z(t),t) = = > Aa(t) VEa(z(t), 1).

Die stationdren Punkte von S unter der Nebenbedingung z(t) € M; lassen sich nun auch auf andere Weise
berechnen: Man parametrisiert M; durch Einfiihrung von Parametern ¢ = (g1, ...,qys), deren Anzahl f =
dimM; der der Freiheitsgrade entspricht. Die zuliissigen Lagen des Systems sind dann Funktionen z(q,t)
der Parameter, es gilt fiir alle ¢,¢: Fy(x(q,t),t) =0, a =1,...,5), und wenn g alle Werte durchliuft, so



durchliuft z(q,t) - wenigstens lokal - alle zuliissigen Lagen. Die zuliissigen Bahnkurven sind dann durch
Funktionen ¢(t) gegeben, und die Wirkung berechnet sich in diesen Koordinaten wie folgt:

12
S = [ dtL(at),dq(t),1)

t1
mit 3 5
& . xr . X

Die Nebenbedingungen sind nun durch die Wahl der Koordinaten g bereits beriicksichtigt, und die Varia-
tion erfolgt ohne Nebenbedingungen an ¢. Somit ist die Bahnkurve ¢t — x(g(t),t) genau dann Losung der
Lagrangeschen Gleichungen erster Art, wenn gilt:

e 0400 ~ G (0, d(0.1) =

1.3 Invarianzen und Erhaltungssitze

Wir denken uns an einem mechanischen System gewisse kontinuierliche Transformationen ausgefiihrt, die
wir durch eine Zahl a € R parametrisieren.

Beispiel: Translationen eines N-Teilchensystems in Richtung eines Vektors @

oder in kompakter Schreibweise
z(t) — z(t,a), =z(t,0) ==z(t).

Eine Lagrangefunkion

. mi - -

L(.Z'7.’L',t) = z 713:12 - V(wl —x2,-- '7t)7
i

bei der das Potential V' nur von der Differenz zweier Ortsvektoren &; — &; ahhiingt, ist offenbar translati-

onsinvariant unter Translation in beliebiger Richtung @. Also ist dann L(z(¢,a), % (¢, a),t) = L(z(t), (t),t)

unabhingig von «, insbesondere ist

0
—L T = (.
5o Lath )36 a)0| =0

Wir wollen die Konsequenzen derartiger Invarianzeigenschaften der Lagrangefunktion untersuchen. Es
sei allgemein in Koordinaten ¢ durch ¢(t,a), ¢(t,0) = ¢(t), eine Schar von Bahnkurven gegeben, die durch
kontinuierliche Transformationen auseinander hervorgehen. Ferner sei L(q, ¢, t) invariant unter diesen Trans-
formationen:

L(q(t, @), 4(t, o), t) = L(q(t), 4(2), 1)-

Dann ist P
a_L(q(ta Oé),(j(t, Ot),t) =0,
a a=0
also oL oL
6—q(<1(t),<1( ),t) -m(t) + %(Q(t),q(t),t) n(t) =0,
mit

Dann folgt weiter, dass

(g_s(q(t),d(t),t) - %g—s(qu),q(tm) 0+ g (%(Q(t)’Q(t)’t) 'n(t)> -

Wenn ¢(t) eine Losung der Bewegungsgleichung ist, so verschwindet der erste Term. Es gilt also der folgende



Satz 1.5 Noethersches Theorem. Wenn die Lagrangefunktion L(q,q,t) invariant unter Transformationen
q(t) — q(t, @) ist, so ist die Grifle

oL 0
- mit t) = —q(t,a
;" n(t) = 5,4t a) -
eine Erhaltungsgroffe. Wir sehen also, dass es einen Zusammenhang zwischen Invarianzeigenschaften der
Dynamik und der Existenz von Erhaltungsgriéfien gibt.

Beispiele:

i.) Translationsinvarianz.

m; - -
L = iw%—V(wl—wg, ,t)
i=1
a(t,a) = (F1(t) +ad,...,In(t) + ad)
n) = (@,...,a)
Die zugehorige Erhaltungsgrofle ist

OL L. o
%’I’]:i:lmif,"aZP'C_i

Also: Wenn die Lagrangefunktion invariant unter Translationen in @-Richtung ist, so ist die d-Kompo-
nente des Gesamtimpulses eine Erhaltungsgriofie. Wenn die Lagrangefunktion unter Translationen in
alle Richtungen invariant ist (das ist fiir abgeschlossene Systeme der Fall), so ist der Gesamtimpuls P
eine Erhaltungsgréfle. Die Impulserhaltung ist eine Folge der Translationsinvarianz.

ii.) Rotationsinvarianz.
Fiir Rotationen um die 7i-Achse um den Winkel a um den Ursprung & ist fiir ein Punktteilchen

fiir N Punktteilchen ist

7i(t) = %f,-(t,o) =Ax&t), dh n=@xF,...,7xEN).

N
i=1 i=1

Also: Wenn die Lagrangefunktion invariant unter Drehungen um die 7i-Achse ist, so ist die 7i-Kompo-

nente 7 - L des Gesamtdrehimpulses eine Erhaltungsgrofie. Invarianz unter beliebigen Drehungen fiihrt

also zur Erhaltung des Gesamtdrehimpulses L.

In einigen Féllen gilt nicht

0
—L j =
galatait.e)n| =0,
sondern die nur etwas schwichere Bedingung
2 L{q(t, ), 4(t, ), t)| = 4 (q(1),4(2),1)
aa q ) 7q ) ) 0o - dt q 7q )

mit einer gewissen von der Art der Transformation abhiingigen Funktion f. In diesem Falle ist zwar nicht
die Lagrangefunktion, wohl aber die Wirkung (bis auf eine Konstante) invariant. Eine Invarianz dieser Art
fiihrt offenbar zu einem Erhaltungssatz

d <6L



ii1.) Translationen der Zeit.

dlta) = qlt+a)
n(t) = q(),
sellato)i(ta)) = FI@dt)- 5Ied.

Wenn also L nicht explizit von der Zeit abhéngt, so ist

0

_L(Q(ta a)a Q(t: Oé), t)

d .
da - _L(quJt)

dt

a=0

Es liegt dann also gerade eine Invarianz der oben beschrieben Art vor mit f = L. Die zugehorige

Erhaltungsgrofie ist
oL OL
—n—f=—-¢- L.
g f 3¢

Die Bedeutung dieser Erhaltungsgrofie erweist sich in kartesischen Koordinaten: Fiir
N oo
L= Z 75,«'2 —V(#,...,2N)
i=1

ist die Erhaltungsgrofie

N oL . N om; -
_..i"—L: —lfz—vf]_,---,fN)
2o TP a T

also die Energie. Die Erhaltung der Gesamtenergie erweist sich als Folge der zeitlichen Translationsin-
varianz. Allgemein: Wenn L(q, ¢) = T(q,4) — V (¢) und T'(g, ¢) homogen vom Grade 2 in ¢, so ist

L. )
974~ L=T(q,q) +V(g).

Diese Bedingung ist fiir alle Systeme erfiillt, die durch zeitunabhingige Parametrisierung aus Lagrange-
schen Systemen in kartesischen Koordinaten hervorgehen, insbesondere also fiir Systeme mit holonom-

skleronomen Nebenbedingungen. Die Erhaltungsgrofle ist dann einfach die Energie, ausgedriickt durch
die Koordinaten gq.

Galilei-Transformationen.
N oo
L = 753’2 - V(z),
=1
T; (t, (1) = fi(t) + atot,
7:(t) = dot.

Wenn L translationsinvariant ist, so gilt fiir die Galileitransformationen

a—L(x(t Q) it a),t)| = im-:ﬁ'-(t) =35 -ima‘:’-(t)
(905 ) ) } ) azo_izl [ O_dto o L .

Der zugehorige Erhaltungssatz bei Invarianz mit beliebigem ¥y ist der Schwerpunktsatz

d N . N



1.4 Hamiltonscher Formalismus

Die Hamiltonfunktion H (g, p, t) eines mechanischen Systems entsteht aus der Lagrangefunktion durch Legen-
dretransformation beziiglich der Variable ¢. Wir wollen zun#chst die Legendretransformierte einer Funktion
f(x), die auch in anderen Zweigen der Physik, beispielsweise in der Thermodynamik, von Bedeutung ist,
allgemein definieren. Wir beginnen mit Funktionen einer reellen Variablen. Im folgenden nehmen wir an,
dass f(r) streng konvex und zweimal stetig differenzierbar sei, d.h. f'(z) streng monoton steigend (also
umkehrbar) oder, fiquivalent, f'(z) > 0, wobei das Gleichheitszeichen nur in isolierten Punkten gelten darf.
Die Legendretransformierte f(p) der Funktion f(z) ist dann definiert durch

f(x)

f(x)

=
=
)

X(p)

f(p) ist also der maximale Ordinatenunterschied zwischen der Funktion f(z) und pr in Abhingigkeit

von p.
Man findet, indem man das Maximum aufsucht,

fo) = 2(p) p - f(z()),

wobei z(p) eindeutig bestimmt ist durch f'(z(p)) = p, d-h. z(p) ist der Punkt, in dem f' den Wert p hat.
In der Legendretransformation wird also die unabhiingige Variable z durch p = f'(z) ersetzt. Wegen der
Monotonie von f’ ist dies eindeutig. Wir geben einige Eigenschaften der Legendretransformation.

i.) Ist f(p) Legendretransformierte von f(z), so ist f(2) Legendretransformierte von f(az).

ii.) Es gilt die Youngsche Ungleichung: f(z) 4+ f(p) > px. Das Gleichheitszeichen gilt fiir z = z(p).
iii.) f(p) ist konvex.

iv.) f(z) = f(z) : Die Legendretransformation ist involutorisch.

BEWEIS: (i) und (ii) folgen sofort aus der Definition der Legendretransformation. Zu (iii): Wir berechnen

dx(p) dz(p)

F(p) = z(p) g f(z(p)) e z(p),

da p = f'(x(p))- Mit f'(x) = p ist auch z(p) streng monoton. Zu (iv): f(x) = zp(z) — f(p(x)), wobei p(z) definiert ist

durch f'(p(x)) = . Andererseits ist nach (iii) f'(p(x)) = z(p(z)) = z. Hiermit, und aus der Definition von f, folgt

f(@) = 2p(2) — 2(p(@))p(x) - f(2(p(2))) = f(2).

Fiir Funktionen von n Variablen lautet die Konvexitétsforderung:

82 f

————— ist positiv definit fast tiberall.
61’i6$j

Die Legendretransformierte ist dann definiert durch

mit p; = V;f(z(p)). (i) - (iv) gelten auch in diesem Falle noch.



Wir fithren nun eine Legendretransformation von L(q, ¢, t) beziiglich des Arguments ¢ durch, ¢ und ¢ sind
hierbei einfach als Parameter zu behandeln. p = g—’;(q, g,t) ist nichts anderes als der kanonisch konjugierte
Impuls von gq. Wir nehmen nun an, dass diese Funktion fiir beliebige feste Werte von ¢ und ¢ nach ¢
umkehrbar sei: ¢ = ¢(p, ¢,t). Fiir kartesische Koordinaten ist dies sicher der Fall, und ganz allgemein, wenn
L als Funktion von ¢ streng konvex ist.

N
m; -, > 7 7 L5
L=} & -V(x), also §=mfi, und TS
=1

Wir definieren die Hamiltonfunktion H (p,q), indem wie in der Energiefunktion die Grofie ¢ durch p ersetzen:

ef. OL, . . .
H(p7 q, t) D:f a_q(qa q(pa q, t), t) ) q(pa q, t) - L(qa q(p: q, t),t)

= D Q(pa qat) - L(Q;‘](pa(l;t)’t)
Es gilt der

Satz 1.6 Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen sind dquivalent zu den Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen

OH OH
—(p(t),q(t),t) = q(t), ——(p(t),q(t),t) =—p(t).
8p(p()q()) q(t) aq(p()q()) p(t)
BEWEIS:
O0H . 99 O0LOq . 0L
B_p = q+p6_p_3_qa_p_q’ d P—aq:
OH _ 04 0L _0LOG_ . . 9L . . 0L
d¢ ~ "¢ 8 B30q T T P79 =9
Umgekehrt sieht man leicht, dass aus den Hamiltonschen Gleichungen die Lagrangeschen Gleichungen folgen. O
Beispiel: Kartesische Koordinaten.
N =
p.
H(p,z) = —+V(x
(0 =30 g+ V0
Hamiltonsche Gleichungen:
oH _ . 7o
o _ i = g, - -
o =4 T T A mE Vi) =0,
B =p = ViV =-p

Die Hamiltonschen Gleichungen sind Differentialgleichungen erster Ordnung, in denen ¢(¢) und p(¢)
als unabhingige Funktionen behandelt werden. Losungen werden durch Vorgabe von Anfangsbedingun-
gen p(to) = po, q(to) = go eindeutig festgelegt. Dies ist gerade dieselbe Anzahl von Anfangsbedingungen
wie bei der Newtonschen Bewegungsgleichung. Ein Hauptvorteil der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
ist die Tatsache, dass p und ¢q in symmetrischer Weise auftreten, anders als ¢ und ¢ in den Lagrangeschen
Bewegungsgleichungen. ¢ und p zusammen sind Koordinaten des sogenannten Phasenraums, dessen Punkte
also durch = = (g,p) bezeichnet werden konnen. Phasenraumtrajektorien sind Kurven z(t) = (q(t),p(t))
im Phasenraum. Wegen der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems geht durch jeden Punkt des
Phasenraums genau eine Phasenraumtrajektorie, die Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichung ist. Die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lassen sich als dynamisches System in der Form

schreiben mit

und dem Geschwindigkeitsfeld

O0H(q,p) 0H(q,p)
XCE):( op ' dq )
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Das Geschwindigkeitsfeld X (z) auf dem Phasenraum ist divergenzfrei:
2f 2f
0 ( 0’H 0*H )
—Xi(z) = - 755 =0
2 5,50 = 2 5y, ~ op,
Hieraus folgt das Theorem von Liouwville:

Satz 1.7 FEin Gebiet W des Phasenraums gehe durch die Zeitentwicklung, die durch die Hamiltonsche Be-
wegungsgleichung gegeben ist, in ein Gebiet Wy zur Zeit t iber. Dann haben W und W; dasselbe Volumen.

Fiir die Zeitabhiingigkeit einer Grofie A(p, q), also einer reellwertigen Funktion auf dem Phasenraum, gilt:

d 0A 0A
—A = — . .0
_ oA oM oH oA o oH . oH
T 3¢ dp g op 0 BT PT T 1= B
A
Die durch 94 9B OA OB
{AaB}_ _______

definierte Funktion heifit Poissonklammer der Funktionen A und B. A ist eine Erhaltungsgriéfie, wenn
{A,H} = 0, wenn also die Poissonklammer von A mit der Hamiltonfunktion verschwindet. Man kann die
folgenden Eigenschaften der Poissonklammer beweisen:

i.) Antisymmetrie: {A, B} = —{B, A}

it.) Linearitét: {A,c1B1 + caBa} = c1{A,B1} + c2{4, B2}, c1,2 € R
it.) Jacobi-Identitét: {A,{B,C}} +{B,{C,A}} +{C,{A,B}} =0
w.) {4,BC} = B{A,C} + {A,B}C

Die Funktionen auf dem Phasenraum bilden offenbar einen (unendlich-dimensionalen) Vektorraum. Ein
Vektorraum heifit Lie-Algebra, wenn auf ihm ein Produkt (A4, B) — {A, B} definiert ist, fiir welches (i)-(iii)
gelten. Er heifit Poissonalgebra, wenn ein zweites Produkt (A4, B) — AB definiert ist mit der Eigenschaft
(iv). Die Phasenraumfunktionen bilden also eine Poissonalgebra. Wenn A und B Erhaltungsgrofien sind, so
ist {H, A} = {H, B} = 0, und dann sind wegen (iii) und (iv) auch {A, B} und AB Erhaltungsgrofien. Somit
bilden die Erhaltungsgroflen eine Poisson-Unteralgebra aller Phasenraumfunktionen.

2 Klassische Feldtheorie

2.1 Kanonischer Formalismus

Es sei W ein (normierter) Vektorraum von Funktionen ¢ : R — R™ und A : W — R eine Abbildung
(Funktional).

Definition 2.1 Die Funktionalableitung %[900] an der Stelle o9 € W ist das lineare Funktional W — R,
fiir welches gilt:

Alipo + 8] — Alipo] = %m] g+ oldp) " [ ddw%[wo] Bp(z) + o(Bp).

Fiir Funktionale der Form

Alg] = /M d'zA(p, Vo) und  bplyy, =0

ist
6A _ 0A _ 0A
Sp(z)  Op(z) OVp(z)
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Wirkungsfunktional:
Sle] = /d4wL (o, Hcp /dtL[cp &l

Euler-Lagrangesche Bewegungsgleichungen:

E—0 — 8—L—6 oL =0 <= 0L _ d oL _
o dp  HO0.p o dtop
Kanonisch konjugierter Impuls:
@ = 5o
7T = <
5p(z)

Hamiltonfunktional:

Hirol = [ da3tim o) = [ ds (ro(m.0) - L0, Vi, o, )

Hamiltonsche Bewegungsgleichung:

om i on =
o0H . OH = 0K )
— = &= — -V =-i
S Oy AV

Poissonklammern:

(A, Bl 1}, = - [ (o OB o 0B

Sp(@)  dp(F) om(Z)

A= /d3xf w(Z), B= /d3a:g

Anwendung auf

liefert

Es gilt:

- {ﬂ-(ta f)aﬂo(taf’)}p = 6(3)(£_ fl)a
(nlt, D), 767}, = {olt, D)0}, =0
dA 6A 6A

o = A @A = —{e@)Ab = 5 oa

Beispiel: Komplexes skalares Feld

* * A * p

L= 0up 0 —m’p"p — S(¢"p)’
* SR L/ 2 % A * \2
H = 7r7r+Vc,0ch+mcpcp+§(g0<p)

Mit 7 = ¢* und 7* = ¢ erhalten wir die Bewegungsgleichung

(O+m*)p + Ap(p*p) = 0.

12



2.2 Invarianzen und Erhaltungssitze
2.2.1 Translationsinvarianz

L (oder H) hinge nicht explizit von z ab. Dann ist

oL oL oL oL oL
oo 5000 = (55 ~03m5) e+ (5,50)

Also erhalten wir fiir die Losungen der Bewegungsgleichung

v . v oL v
6VTN =0 mit TN = m@u@ - 6HL

8L =

Somit sind die Gréflen
P, = /d3mTl'j = /d3m (m Hgo—(SZL)

erhalten. Man rechnet nach, dass
—{Pu, 0}, =0up und —{P,, 7} =0,m.

2.2.2 Globale Symmetrietransformationen

o sei ein mehrkomponentiges Feld mit Werten in R™ (oder €"). D sei eine lineare Darstellung einer kon-
tinuierlichen Gruppe G, und L sei unter den Transformationen p(z) — D(g)p(z) invariant, wobei D(g)
unabhingig von = sei. Wir betrachten eine infinitesimale Transformation

p(x) — o)+ dp(@) = p(x) + eaTap(z)

oL oL oL oL oL
oL = —T — O Tap=|——-0y=—— )T ——T =
0 = a5 'ap + 66u<p6“ AP (390 a“@(%(p) 'Ap + 0y (66“0 AQO) 0
Also ergibt sich fiir die Losung der Bewegungsgleichungen
. oL
6qu1 =0 mit JY = mTA‘p

und die Groflen
Qa = /d3:cJ91 = /d3:c7rTA<,0

sind erhalten. Es gilt dann
{Qa, 0}, = Tap.
2.3 Kleine Stérungen

Es sei ¢ ein n-komponentiges reelles Feld und

1 1 1 -
L= §6ucp8”<p —V(p), also H= §7r2 + §(Vg0)2 +V(p).

Veranschaulichen wir uns dies anhand eines elastischen Mediums, so ist %71'2 die kinetische Energiedichte,

%(ﬁgo)z die Verzerrungsenergiedichte und V() die Dichte der potentiellen Energie in einem &ufleren Feld.
V() habe nun ein Minimum bei ¢ = ¢g. Die Bewegungsgleichung Op = —V’(p) hat dann die Lésung

() = o = const.
Wir betrachten nun eine kleine Stérung der Form

p=¢o+n: On+V"(ge)n=0.

hierbei ist V"' (q) Del: a2 (o) ein symmetrischer, nicht-negativer, linearer Operator R™ — R"™. Diagonali-

sierung von M? fithrt dann auf die Gleichungen

On; +min; =0 mit m? > 0.
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Wir deuten die Ergebnisse:

w=/m2 + k2
Greensche Funktion von A —m? :  G(Z) ox e ™71 /||

Die Stérung ist kurzreichweitig.

m? #0 : Dispersionsgesetz fiir ebene Wellen:

m?=0 : Dispersionsgesetz: w = |K|
Greensche Funktion: G(Z) ﬁ
Die Stérung ist langreichweitig, wie bei einer elastischen Welle ohne duflerem Potential,

bei der die Frequenz fiir lange Wellenléingen gegen Null strebt, da globale Transformationen

ohne Energieaufwand mdglich sind.

Es gibt also genau dann langreichweitige Storungen, wenn V"' (o) Nulleigenvektoren hat. Eine hinreichende
Bedingung hierfiir liefert das klassische Goldstone-Theorem.

Satz 2.2 Es sei V() invariant unter Transformationen ¢ = Tap. Ferner habe V(p) bei ¢ = ¢o ein
Minimum mit Tapg # 0. Dann gibt es eine langreichweitige Storung Tapg-

BEWEIS:
=6V =V'(¢)Tap.

Differenziation nach ¢ liefert

V' (@)Tap+V' (@) Ta=0 = V"(p0)Tapo=0,

was bedeutet, dass Tapo Nulleigenvektor von V"' (o) ist. O

3 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

3.1 Mannigfaltigkeiten, Tensorfelder
3.1.1 Mannigfaltigkeiten

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ein Raum M, der sich stiickweise umkehrbar auf offene Teilmengen
des R™ abbilden lisst. Jedem Punkt in M werden also Koordinaten (x') in R™ zugeordnet. Es ist i.A. nicht
moglich, Koordinaten fiir alle Punkte von M zugleich anzugeben, vielmehr sind die Koordinatenabbildungen
gewohnlich nur fiir Teilmengen von M giiltig. Wenn dieselben Punkte durch verschiedene Koordinaten (z?)
und (z'") beschreiben werden, dann rechnen sich (z?) und (') durch glatte (beliebig oft differenzierbare)
Funktionen z%(z') und 2'*(z) ineinander um.

14



Definition 3.1 FEine Karte von M ist ein Tripel (U,x, W), wobei U eine offene Teilmenge von M, W eine
offene Teilmenge des R™ und x : U — W eine bijektive Abbildung - die Koordinatenabbildung - ist.
Ein Atlas A = {(U(i),x(i), W(i))} ist eine Familie von Karten mit den Figenschaften

i.) UUu) = M, d.h. jeder Punkt von M liegt im Geltungsbereich wenigstens einer Karte.
i.) Vertrdglichkeitsbedingung: Wenn U NUjy # 0, dann ist die Abbildung

() o2 1) (Uay NUg) = 2y Uy NU)),

durch welche die Koordinaten eines Punktes in verschiedenen Karten ineinander umgerechnet werden,
bijektiv und unendlich oft differenzierbar.

Eine Mannigfaltigkeit ist also zu definieren als eine Menge M zusammen mit einem Atlas A von M.

Die Menge der glatten Funktionen f : M — R wollen wir C°* (M) nennen. In Koordinaten (z¢) ist jedes
f € C(M) einfach eine glatte Funktion f,(z%). Glatte Abbildungen ¢ : M — N von einer Mannigfaltigkeit
M in eine Mannigfaltigkeit NV sind dadurch definiert, dass sie, in Koordinaten ausgedriickt, glatt sind. Glatte,
bijektive Abbildungen heiflen Diffeomorphismen.

3.1.2 Tangentenvektoren und Tangentenvektorfelder

Sei p ein Punkt in M mit Koordinaten z§. Eine Kurve () in M mit p als Anfangspunkt wird durch eine
Funktion ¢ (t) beschrieben mit z? (t) = 2(y(t))". v(t) bestimmt eine Richtungsableitung 4o im Punkte p.
Jeder Funktion f € C*°(M) wird eine Zahl

d 1
D RENG)

t=0 i t

d

LI00)| = & fula®)

t=0 t=0

zugeordnet, die Richtungsableitung von f in Richtung des Tangentenvektors der Kurve z(t) im Punkte
p. Hierbei ist f, = f o z~!. Abstrakt definieren wir einen Tangentialvektor an M im Punkte p als eine
Richtungsableitung im Punkte p, und eine Richtungsableitung in p ist eine Abbildung

v:C®(M) - R,
die durch die folgenden charakteristischen Eigenschaften definiert ist:
i.) v(ef + Bg) = av(f) + Bu(g), wobei a, B € R, f,g € C*(M).
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ii.) v(fg) = f(p)v(9) + 9(p)v(f)

In anderen Worten: v ist eine Derivation, v : C*°(M) — R. Die Menge aller Richtungsableitungen im
Punkte p € M heifit Tangentialraum von M in p, geschrieben T, M. Jede Richtungsableitung v € T, M ist
eindeutig in der Form v = Zvi6i|p darstellbar mit v! € R. Das heifit also, T, M ist ein n-dimensionaler

Vektorraum. Eine Basis bilden die speziellen Richtungsableitungen 0;| p» die Richungsableitungen in Rich-
tung der Koordinatenkurven durch p. Ein (Tangenten-) Vektorfeld auf M ist nun eine glatte Abbildung, die
jedem Punkt p € M der Mannigfaltigkeit einen Tangentenvektor X (p) € T, M im Punkte p zuordnet. Im
Giiltigkeitsbereich der Koordinaten (z?) schreibt sich jedes Vektorfeld eindeutig in der Form

X(p) =) X(p)0;

als Kombination der Basisvektorfelder 8; mit glatten Funktionen X*(p). Die Menge der Vektorfelder auf M
heifie D*(M). Jedes Vektorfeld X ordnet einer Funktion f € C*° (M) eine andere Funktion

Xf=Y X'o:f
zu. Hierbei ist
i.) (M X1+ heXo)f = Xaf +hoXof, hy,hy, f€C®(M), X, X, € DY(M)
i) X(f+9)=Xf+Xg

ii.) X(fg) = fXg+gXf.

Man kann Vektorfelder geradezu als Derivations-Abbildungen X : C®°(M) — C°°(M) mit (i)-(iii) de-
finieren. Wenn X und Y Vektorfelder sind, dann ist die Abbildung XY : C*°(M) — C*(M), die durch
XY f = X(Yf) definiert ist, kein Vektorfeld, da (iii) nicht gilt. Wohl aber ist [X,Y] = XY — Y X ein
Vektorfeld. [X,Y] heiit Lieprodukt von X und Y. Es gilt:

o [X,Y] = [, X]
o [X,Y1+Y2] =[X, V1] +[X, Y]

o [X,[Y,Z]] +Y,[Z,X]| +[Z,[X,Y]] = 0
o [X,fY] = fIX,Y] + (X[)Y.

3.1.3 Tensorfelder
Eine Funktion f € C°°(M) definiert eine Abbildung df : D' (M) — C*(M) wie folgt:
df(z) = X f.
df ordnet also jedem Vektorfeld eine Funktion zu, so dass
df (hiz1 + hexo) = hidf (1) + hodf (x2).

Lineare Abbildungen D'(M) — C°°(M) heiflen Kovektorfelder. D(M) sei die Bezeichnung fiir die Menge
der Kovektorfelder. Fiir die Koordinatenfunktionen z* gilt dz?(d)) = 4},. Die Kovektorfelder dz* sind dual
zu des Vektorfeldern 0;,. Es ist of

df =) i

und jedes Kovektorfeld a ldsst sich im Giiltigkeitsbereich der Koordinaten (z*) eindeutig in der Form a =
>~ a;dx? darstellen. Ein r-fach kontravariantes und s-fach kovariantes Tensorfeld definieren wie als eine r + s-
fach multilineare Abbildung

A:DiM x...xDiM xD'M x...x D'M — C®(M).

r-mal s-mal

Die Menge der Tensorfelder vom Typ (r, s) bezeichnen wir mit D”(M). Es ist
Dé(M) =D'(M) und D% M) = D,(M),
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und wir verabreden
Dg(M) =C®(M) und fRA=AQf=fA

D7 (M) ist ein unendlich-dimensionaler Vektorraum. Sei A € D7(M) und B € D7, (M). Das Tensorprodukt

A®Be D;Ig,l (M) ist einfach definiert durch

(A@ B)(ai, -y pppry X1y oo, Xopgr) = Alaa, ooy @, Xy oo, Xg) B(@Qrgts oo oy Qppry Xty - oo, Xoggr)-

Das Tensorprodukt ist assoziativ, aber nicht kommutativ. Im Giiltigkeitsbereich einer Karte sind Tensorfelder
aus D% (M) von der Form o ' '
A= A0 0, ®...00, @de" ©...@da’.

Wir werden von nun an die Summenkonvention benutzen. Beim Ubergang zu neuen Koordinaten (z'%)
transformieren sich die Basisfelder wie folgt:
oz’ ;  Oz"

I "y, 1 _
0 = Ox'i %, de Oxi

det.
Das entsprechende Transformationsgesetz der Tensorkomponenten ist also

Ii1,...,z'r B awlh axlzr awlnl axlns

— MY yeey My

T St e pyeT . D0t e Bgide innsans .

Im Indexkalkiil reprisentiert man ein Tensorfeld durch seine Komponenten. Oft ist es zweckméBig, andere
Basisfelder zu wéhlen, die nicht von der Form 0; bzw. dz* sind:

eq =¢€,0; bzw. e =eldz', a=1,...,n
mit
a,i _ sa a,j _ sJ
eje, =0y und eje; =9].

Dann sind die (e*) dual zu den (e,): e*(ep) = 05 und i.A. [eq,ep] # 0, wihrend fiir die Koordinatenfelder 9;
gilt, dass [0;,0;] = 0.

Differentialformen r-ter Stufe sind spezielle Tensorfelder, ndmlich antisymmetrische Tensorfelder von
Typ (0,r). Thre Menge bezeichnen wir mit Q,.(M). Sei a € Q,.(M) und g € Q). (M). Das dufSere Produkt
a B € Qppm(M) ist das antisymmetrische Tensorprodukt von « und S:

1

rlr!!

(@AB)( X1y, Xpypr) = > sign(m)a(Xeys - Xa)BXn(rs1)s - » X(rrr))-

e Sr+r’

Summiert wird hierbei iiber alle Permutationen von r + r' Elementen, sign(w) ist £1, je nachdem, ob
gerade oder ungerade ist. Also z.B. fiir a, f € Q1 (M):

(a A B) (X1, X2) = a(X1)B(X2) — a(X2)B(X1).
Das duflere Produkt ist assoziativ, aber nicht kommutativ. Vielmehr gilt
aAB=(-1)"BAa fir aecQ.(M),BeQ.(M).
Sei X € D'(M). Wir definieren die Einsetzungsabbildung ix : Qp(M) = Qp_1(M) durch
(ixa)Y1,....Y, 1) =a(X,Y1,..., Yo 1), dof=0 fir feC®(M)=Q(M).

Man nennt dies auch das Besetzen des ersten Arguments mit X. ix lieBe sich auch auf D% (M) definieren.
Es ist

ix(anpB)=(ixa) B+ (=1)"an(ixp).

Schliefllich ist die dufere Ableitung ~
d=Q.(M) = Qr11(M)

eindeutig durch folgende Eigenschaften definiert:

i.) d ist linear.
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ii.) Auf Qo(M) = C®(M) ist df = df, wobei df (X) = X f oben eingefiihrt wurde. Statt d schreiben wir
spiter d.

iii.) dla AB) = (da) AB+ (=1)"aA(dB), a€Q.M.
w.) d>a = ddo = 0.
Im Giiltigkeitebereich einer Karte ist nimlich w € Q,(M) eindeutig von der Form
w= w,-l,“_,irdx"l A...ANdz".
Wegen (i)-(iv) muss dann gelten, dass

dw = Mdm] Adx™ A ... ANdztr.
OxJ
Eine wichtige Formel lautet:
dw(X,Y) = Xw(Y) - Yw(X) —w(X,Y]), wehM.

r-Formen auf M konnen wir iiber r-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten S C M mit Rand 0S integriert
werden. Wir geben die zugehorigen, ziemlich offensichlichen Definitionen nicht an. Es gilt dann der allgemeine

Stokessche Satz:
/dw:/ W.
s as

Der elementare Stokessche Satz und der Gaufsche Satz sind Spezialfille hiervon.

3.2 Wirkung von Abbildungen auf Tensorfelder

Sei ¢ : M — N eine glatte Abbildung. Durch Komposition mit ¢ wird dann offenbar jeder Funktion
f € C*(N) eine Funktion f o ¢ € C*°(M) zugeordnet:

M N LR
fog
Statt f o ¢ schreiben wir auch ¢* f und fassen ¢* als Abbildung
¢*: C®°(N) — C*M
auf. Man beachte die Richtung der Pfeile:
¢: M — N aber ¢*:C®(N)— C°(M).
Tangentenvektoren v im Punkte p € M werden durch ¢ Tangentenvektoren ¢,v im Punkte ¢(p) € N wie

folgt zugeordnet:
Def.

(@) (f) =" 0v(¢"f) = v(f o 9).
¢ ist linear. Oft schreibt man auch (T'¢)v anstatt ¢.v. Weiter gehért zu ¢ auch eine lineare Abbildung
Q. (N) = Q.(M), die wir wieder ¢* nennen wollen. Fiir w € Q,.(N) definieren wir nimlich

(¢*w)(m)(X1(m), ..., Xr(m)) = w(d(m)) (9« X1(m), . .., § X (m)).
Wir konnen ¢* ebensogut auf D, (M) definieren. Auf Q, (M) gilt zusitzlich:
do*w = ¢*dw.

Fiir Vektorfelder gelingt die Konstruktion einer linearen Abbildung ¢* : D'(N) — D'(M) nur, wenn ¢ ein
Diffeomorphismus ist. Man definiert
(@*X) () = ¢, X (6(p)).

Das heifit fiir f € C*°(M), wenn wir die obigen Definitionen zusammentragen, dass
(¢ X)) = (X(fog ) oed=¢"(X(¢" /), dh

¢*X — ¢*OXO¢*_1_
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c(N) ¢ c®(v)
| |
¢

c(N) c®(M)

Allgemein lisst sich offenbar fiir Diffeomorphismen ¢ : M — N die lineare Abbildung
¢" : D{(N) — Di(M)
definieren. Klar ist ferner, dass
¢*(A® B) = ¢*"A® ¢*B.
Auflerdem gilt
(P*w)(@* X1, ..., 8" X)) = 9" (w(Xy,.. ., X})) = w(Xy,. .., Xp) 0 @
3.3 Fliisse und Lieableitung

Sei X € D'(M) ein Vektorfeld. Eine Integralkurve v von X ist eine Kurve I C R — M, t ~ ~(t), fiir
welche 4(t) = X (y(¢t)) gilt. Das heifit also, dass in jedem Punkt ~(t) auf der Kurve die durch v gegebene
Richtungsableitung mit dem Wert des Feldes im Punkte v(t) iibereinstimmt. In anderen Worten:

& I0) = (XN)(a(e) i alle f € € (M)

In Koordinaten wird «(t) durch die Funktionen z?(¢) beschrieben, und mit

0

X =X'—
ox?

finden wir die gewGhnliche Differentialgleichung
i (t) = Xi(2(t)).

Wir haben jetzt also den Begriff eines Dynamischen Systems auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinert. Jedes
Vektorfeld definiert ein Dynamisches System. Durch jeden Punkt p € M geht genau eine Integralkurve
von X, die p als Anfangspunkt hat, und die wir mit -, bezeichnen: v,(0) = p. Zu X geh6rt dann eine
Zeitentwicklungstransformation ¢X : M — N, die wir durch

¢7* (p) = ()

definieren. ¢;X (p) gibt an, was aus jedem Punkt p nach Ablauf der Zeit ¢ geworden ist, wenn die Entwicklung
durch Integralkurven von X gegeben ist. Zu p € M gibt es immer eine Umgebung U, so dass fiir alle ¢ aus
einem geniigend kleinen Zeitintervall I, das den Nullpunkt einschliefit, ¢; definiert ist und ein Diffeomor-
phismus ¢; : U — ¢;(U) ist. Wenn M kompakt ist, dann ist ¢; sogar global und fiir alle ¢ definiert. Offenbar
ist
P 0 by = Dy
Man spricht auch vom (lokalen) Fluss oder der (lokalen) Diffeomorphismengruppe von X. Wir benutzen nun
die zu ¢;¢ gehorige lineare Abbildung
¢ : Dy(M) — Dy(M),

8

um die sogenannte Lie-Ableitung
Lx : D;(M) — D3(M)

von Tensorfeldern zu definieren:

Def. d

LxA™= —¢X A fir A € D7(M).

% t=0
Man rechnet leicht nach, dass

i.) Lxf = Xf fiir f € DJ(M) = C>®(M), das folgt sofort aus der Definition von ¢;*.
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ii.) LxY = [X,Y], fir Y € DY(M).

iti.) (Lxa)(Y) = Xa(Y) — a([X,Y)) fir a € Q1 (M) = D,(M).
Die Lie-Ableitung fiir Tensorfelder hoherer Stufe berechnet man analog. Man kann aber dazu auch

iw.) Lx(A® B) = (LxA)® B+ A® LxB
benutzen. So ergibt sich zum Beispiel

v.) (Lxw)(Yi,..., V) = Xo(¥, ..., V) —w(X, Y], Vs, ..., Y}) — ... —w(Y1,.... Y1, [X,Y}]).
Der Zusammenhang zwischen duflerer Ableitung und Lie-Ableitung von r-Formen ist durch die wichtige
Formel

Lxw= (ixd + dix)w

gegeben, aus der u.a. auch Lxdw = dLxw folgt.

4 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen auf symplektischen Man-
nigfaltigkeiten

4.1 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen in symplektischer Formulierung

Wir sind nun in der Lage, Hamiltonsche Bewegungsgleichungen auf Mannigfaltigkeiten zu definieren. Zur
Orientierung betrachten wir zunichst den einfachen Fall P = R2", bei dem der Phasenraum P ein 2n-
dimensionaler Vektorraum mit Koordinaten ¢*,p;(i = 1,...,n) ist. Die Losungen der Hamiltonschen Bewe-
gunggleichung

_OH _ OH

= ap;’ bi = aq’

sind gerade die Integralkurven des Vektorfeldes

x, L OHO 0HD

I3

q

auf R?". Der Zusammenhang mit der Hamiltonfunktion ist der folgende: Auf R?" definieren wir die 2-Form
wo = qui A dp;.
Dann ist
z'XHw:dH, dhw(XH,Y):dH(Y):YH
BEWEIS:

ixy »_dq' Adp; > {dqi(XH)dpi - dq"dpi(XH)}

OH OH .\
> { G v+ g} =

O

Offenbar ist dwg = 0, und wp ist in jedem Punkt nicht-ausgeartet, ndmlich auf jedem Tangentialraum
beziiglich der Basis a%’ a% durch die umkehrbare Matrix

0 -1
1 0
gegeben. Zu jeder Funktion f : R?>" — R lisst sich ein Vektorfeld X angeben mit

_0f8 9fo
P~ 9pdq  Bqop’

also
in Wo = df
Die Poissonklammer schreibt sich dann
of o of o .
(g} = 5028 = L= d(X,) = (i) () = Xy, X,).

Diese Zusammenhinge motivieren einige allgemeine Definitionen.
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4.2 Symplektische Mannigfaltigkeiten und kanonische Transformationen

Definition 4.1 Eine symplektische Mannigfaltigkeit (P,w) ist eine Mannigfaltigkeit P, auf der eine 2-Form
w € Q2(P) definiert ist, so dass

i.) w in jedem Punkt von P nicht ausgeartet und
#.) dw =20
1st.

Allgemeine Phasenriume werden immer symplektische Mannigfaltigkeiten sein.

Symplektische Mannigfaltigkeiten haben stets gerade Dimension, da wegen det J = det J' = det(—J) =
(—=1)N det J auf Vektorrdumen ungerader Dimension jede antisymmetrische Bilinearform ausgeartet ist. Es
gibt jedoch Mannigfaltigkeiten gerader Dimension, auf denen (i) und (ii) nicht erfiillbar sind.

Definition 4.2 Ein Diffeomorphismus ¢ : P — P einer symplektischen Mannigfaltigkeit in sich heiffit Sym-
plektomorphismus oder kanonische Transformation, wenn ¢*w = w.

Definition 4.3 Das Hamiltonsche Vektorfeld X; zu einer Funktion f € C*°(P) ist definiert durch
Ix,w = df.

Xy ist durch f eindeutig und f durch Xy bis auf eine Konstante eindeutig bestimmd.

Definition 4.4 Ein Vektorfeld X heifst hamiltonisch, wenn es ein f € C°P gibt, mit X = Xy .

Definition 4.5 Ein Vektorfeld X heifit symplektisch, wenn sein Fluss ¢ eine (lokale) Gruppe von kano-
nischen Transformationen ist.

Symplektische Vektorfelder sind also Erzeugende kanonischer Transformationsgruppen. Ein Vektorfeld
X ist offenbar genau dann symplektisch, wenn Lxw = 0.

Definition 4.6 Ein Hamiltonsches System (P,w, H) ist eine symplektische Mannigfaltigkeit zusammen mit
einer Hamiltonfunktion H.

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen sind dann einfach die Gleichungen fiir den Fluss von Xp:

d(z) = Xu(¢(2))-
Nun gilt der fundamentale
Satz 4.7 Jedes Hamiltonsche Vektorfeld X ist symplektisch.

BEWEIS:
Lx,w=ix;dw+dix,w = ddf = 0.

O
Umgekehrt gilt auch der
Satz 4.8 Jedes symplektische Vektorfeld ist lokal hamiltonisch.
BEWEIS:
Lxw=0 = dixw+ixw=dixw=0.
Daher gibt es lokal eine Funktion f, so dass ixw = df. O

Lokal sind also Hamiltonsche und symplektische Vektorfelder dasselbe, und es wird lokal jede einpara-
metrige Gruppe ¢; von kanonischen Transformationen durch eine Funktion f als Fluss von X; erzeugt. Ein
Corollar ist das Liouvillsche Theorem:

Satz 4.9 Fir die Volumenform
Q=wA...ANw
—_——

n—mal

gilt Lx, 2 =0.
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Definition 4.10 Die Poissonklammer {f, g} zweier Funktionen aus C*°P ist {f,g9} = X,f.

Damit ist
{f,9} = df (X,) = (ix,w0)(X,) = w(Xy, Xy).
Bilinearitdt und Antisymmetrie der Poissonklammer sind sofort klar, ebenso

{f,gh} = g{f,h} + {f,g}h.

Zum Beweis der Jacobi-Identitidt beweisen wir zunéchst den auch fiir sich interessanten
Satz 4.11 Wenn ¢ eine kanonische Transformation ist, so gilt
X5 = ¢* Xy,
(Natiirlichkeit der Bildung Hamiltonscher Vektorfelder unter kanonischen Transformationen)

Hieraus folgt z.B., dass mit X auch ¢*X hamiltonisch ist, und dass die Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen unter kanonischen Transformationen ihre Form behalten.
BEWEIS: Wir zeigen ix¢*fw = i¢*xfw:

ixq,*fw = d¢*f = (]S*df = ¢*’ixfw = i¢*xfw,
wobei die letzte Gleichung folgt aus
(ig=x,w)(@7Y) = w(¢"Xf,¢7Y) = (¢"w)(¢"Xf,¢Y) = ¢" (w(Xy,Y))

¢ (ix,w(Y)) = (¢"ix,w)(¢"Y).

O

Indem wir in X4+ = ¢* X fiir ¢ den Fluss q&i{g von X, nehmen und nach ¢ differenzieren, erhalten wir
den

Satz 4.12
Xirgy = —[Xr, X

Wenn {f, g} = 0, dann kommutieren also die Fliisse von X; und X,. Schlielich folgt hieraus die Jacobi-
Identitét so:

{fa {gah}} = X{g,h}f = _Xthf +Xthf = _Xg{fah} + Xh{fag} = _{{fa h‘}ag} + {{fag}ah}'

Eine Erhaltungsgrifie f € C°(P) eines Hamiltonsches Systems ist definitionsgemif lings des Flusses von
Xp konstant, erfiillt also Xgf = 0, d.h. {f,H} = 0. Die Beziehung zwischen allgemeinen symplektischen
Mannigfaltigkeiten und dem elementaren Spezialfall P = R?", wy = > dg* A dp; ist gegeben durch den
folgenden

Satz 4.13 (Satz von Darbou). Fiir jede symplektische Mannigfaltigkeit (P,w) gibt es einen Atlas, so dass
im Geltungsbereich jeder Karte Koordinaten (q*,p;) existieren, fiir welche w die Gestalt

w = quiAdpi

hat. Wir nennen solche Koordinaten symplektische Koordinaten oder Darboux-Koordinaten.

In Darboux-Koordinaten haben also Hamiltonsche Vektorfelder, die Hamiltonsche Bewegungsgleichung
und Poissonklammern die elementare bekannte Form.

Wir geben einige unmittelbare Folgerungen. Sei ¢ eine kanonische Transformation, und lokal w = Y, dQ'A
dP;. Sei weiterhin ¢(q,p) = (Q, P), dann ist lokal

w=¢'w=Y dg' Ndp; = dQ' AdP;.

Also gilt:
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e Eine Transformation ¢ ist genau dann kanonisch, wenn sie Darboux-Koordinaten in Darboux-Koordi-
naten iiberfiihrt.

e Eine Transformation ¢ ist genau dann kanonisch, wenn sie die kanonischen Vertauschungsregeln
{¢, '}y ={pipi} =0, {d',p;} =70

erhiilt, also wenn

e Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen in Darboux-Koordinaten

. OH 0H
§=

=% PT e
behalten unter kanonischen Transformationen ihre Form.

Bisher hatten wir stellschweigend angenommen, dass H und damit Xy zeitunabhéngig sei. Wenn wir die
Zeitanhéngigkeit von H und Xp zulassen, nicht aber von w, dann &ndert sich wenig: Der Fluss ¢;;,, der die
Zeitentwicklung von t, nach ¢ beschreibt, besteht nach wie vor aus kanonischen Transformationen. Es gilt:

Dtto = Pty © Pty to-

Die Form der Hamiltonschen Gleichung in Darboux-Koordinaten dndert sich nicht. Fiir eine Funktion f mit
expliziter Zeitabhangigkeit ist aber
4 _of

dt - E"_{f)H};

insbesondere gilt
dH OH
dt ot
Ubrigens lisst sich der zeitabhiingige Fall durch Einfiihrung zweier zusitzlicher Koordinaten auf den zeitun-

abhiingigen Fall zuriickfiihren. Wir definieren dazu ¢° =, po = E und ¢, p;(i = 1,...,n) wie bisher. Ferner
setzen wir

@ —dt AdE + Y dg* A dp;,

H(qapataE) = H(qapat)_E

Durch die symplektische Form w ist auf jedem Tangentialraum 7, P eine nicht-ausgeartete antisymmetri-
sche Bilinearform definiert. Dadurch wird 77, P zu einem symplektischen Vektorraum. Es lohnt sich, solche
Vektorrdume zunéchst allgemein zu studieren.

4.3 Symplektische Vektorrdume

Definition 4.14 Fin symplektischer Vektorraum (V, J) ist ein Vektorraum V, auf dem eine nicht-ausgear-
tete, antisymmetrische Bilinearform J definiert ist.

Wir nehmen V im folgenden als Vektorraum tiber R an. Man beachte hier und des weiteren die enge
Analogie zu Euklidischen Vektorrdumen, auf denen eine symmetrische positiv definite (und damit nicht-
ausgeartete) Bilinearform definiert ist.

Definition 4.15 Sei W C V ein Teilraum. W ist definiert durch
W = {z|J(z,w) = 0Vw € W}.

Es ist dim W + dim W+ = dimV, aber i.a. W N WL # {0}, W + WL # V, anders als im euklidischen
Falle.

Definition 4.16 FEin Teilraum W C V heiffit symplektisch, wenn J, eingeschrinkt auf W, nicht-ausgeartet
18t.

Dann ist WX NW = {0} und V =W @ W+~ und auch W+ ist symplektisch.
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Definition 4.17 FEin Teilraum W C V heifst isotrop, wenn J auf W verschwindet.
Dies ist gleichwertig mit W Cc W+.
Definition 4.18 FEin maximaler isotroper Teilraum heifst Lagrangescher Teilraum.

Das bedeutet, dassz € Wt =z € W, d.h. W+ c W, also W = W+. Insbesondere ist dann 2dim W =
dim V.

Definition 4.19 FEin Isomorphismus S : (V1,J1) = (Va, J2) heifit symplektisch, wenn
J2(Sv, Sw) = Jy(v,w) Vo,w € V;.

Ein symplektischer Isomorphismus S : (V,J) — (V,J) heifit symplektische Transformation. Die Menge der
symplektischen Transformationen von V bildet eine Gruppe Sp(V). Wenn ¢ eine kanonische Transformation
ist, dann ist i : Ty P — Ty() P ein symplektischer Isomorphismus.

Satz 4.20 In einem symplektischen Vektorraum der (geraden) Dimension 2n gibt es eine symplektische
Basis (e1,.--,¢€n, fi,---, fn), s0 dass J(e;,e;) = J(fi, f;) =0, J(es, f;) = 5.

BEWEIS: Man wihlt e; beliebig und fi so, dass J(e1, fi) = 1. Dann Induktion: W sei der von e; und fi aufge-
spannte symplektische Teilraum. Man geht zu W iiber und konstruiert es, f2 usw. O

Beziiglich einer symplektischen Basis ist J durch eine Matrix

(50

dargestellt. Aus dem Satz folgt die Isomorphie aller symplektischen Vektorrdume derselben Dimension. Sym-
plektische Transformationen sind beziiglich symplektischer Basen durch Matrizen S dargestellt, welche

StJS=J oder S'=JS7'Jj7!
erfiilllen. Hieraus folgt fiir die Eigenwerte symplektischer Transformationen
det(S — A1) =0 <= det(S*—A1)=0
= det(ST'=A1)=0

< det(AS-1)=0

<~ det(S— ;11) =0.

Mit X ist also auch  und (wegen der Realitét von S) auch A und ; Eigenwert von S. S™ ist genau dann
beschrinkt, wenn alle Eigenwerte von S auf dem Einheitskreis liegen. Wenn alle Eigenwerte von S einfach
sind und auf dem Einheitskreis liegen, dann ist dies auch fiir alle symplektischen Transformationen S’ in
einer gentigend kleinen Umgebung von S der Fall.

Wir sehen, dass det S = 1 gelten muss. Fiir dimV = 2 gilt sogar Sp(V) = SL(V), und die Eigenwerte
ergeben sich aus der Gleichung A% +ASp(S)+1 = 0. Also haben wir Stabilitét fiir |Sp(S)| < 2. Symplektische

Transformationen sind nicht immer diagonalisierbar.

4.4 Lineare kanonische Transformationen und Gauflsche Optik

Anwendung: In linearen oder linearisierten Hamiltonschen Systemen ist die Zeitentwicklung durch symplek-
tische (lineare) Isomorphismen gegeben. Wenn die Hamiltonfunktion eines linearen Hamiltonschen Systems
eine periodische Zeitabhingigkeit mit der Periode T aufweist, dann ist S = ¢ eine symplektische Transfor-
mation. Die Bewegung ist stabil genau dann, wenn alle Eigenwerte von ¢ auf dem Einheitskreis liegen.

Beispiel: Sei ¢ = p, p + w?(1 + ea(t))g =0, a(t) = a(t + T), @ = Z=. Stabilitét fir e = 0:

at) = q0)coswt+p(0) 2

p(t) = —q(0)wsinwt + p(0) coswt,
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also

T LginwT
S =¢r= cos'w w SHLE ,  Sp(S) =2coswT.
—wsinwT  coswT

Also wird fiir € = 0 der Rand des Stabilitétsgebiets nur fiir wT' = k7, d.h. § = g erreicht (Subharmonische
Resonanz). Fiir kleine endliche Werte von € ergibt eine genauere Analyse folgendes qualitatives Bild fiir die
Stabilitétsbereiche:

RN

In den keilférmig sich mit wachsendem |e| erweiternden Instabilitéitsbereichen wird fiir noch so kleine
Werte von |e| die Amplitude unendlich mit der Zeit anwachsen (Parametrische Resonanz). Anwendungen
finden sich z.B. im Synchrotron.

Aus der geometrischen Optik erhalten wir eine weitere

Anwendung: In der geometrischen Optik ergeben sich die Lichtstrahlen aus dem Fermatschen Prinzip:

2 2 2
/nds = /n(m,y,z)\/(j—i> + (Z—f_) + (Z—j_) dr = klein

Hierbei ist n(z,y, z) = co/c der Brechungsindes im Punkte (z,y, z). In der Praxis haben optische Systeme
gewohnlich eine gerade optische Achse, die zugleich ein moglichst zentraler Lichtstrahl ist. Indem wir auf ihr
eine Koordinate z einfiihren, erhélt das Fermatsche Prinzip die Form

/dzn(a: 214 [1+ do 2+ dy 2iklein
ke dz dz)

| —8,

4 Z,

Die Gleichung fiir die Lichtstrahlen lasst sich also auf Hamiltonsche Form bringen, wobei z die Rolle der
Zeit spielt und die Impulse durch

_ n(zy,2)%
Pz = 5
dz\2 d
Y1 ()

gegeben sind. §, ud 0, sind hierbei Winkel gegen die optische Achse. Die Transformation

=nsind,, py=nsind,

(4(21),p(21)) — (q(22), p(22))

der Strahlkoordinaten (q,p) = (Durchstopunkt, Neigung) von der Ebene z = 2z; zur Ebene z = 25, die
durch das optische System vermittelt wird, ist also kanonisch. Wenn man sich auf achsennahe Strahlen
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beschriinkt, darf man linearisieren, und die Abbildung der Strahlkoordinaten ist durch eine symplektische

TranSfOI‘Ina( iOn S gegeben:
(I 2) (pl ) ‘

Hierbei ist py y = N,y =~ nsinb,,. Eine scharfe optische Abbildung von der z;-Ebene auf die z2-Ebene findet
statt, wenn g unabhingig von p; ist. Dann werden alle Strahlen durch ¢; auch durch ¢o gehen, die Wirkung
hat also kein eindeutiges Minimum mehr. In diesem Fall heilen die Ebenen konjugiert. S2; hat dann die

Form
A 0
So1 = .
. (CD)

A B
521:(0 D)

Als Komponenten eines optischen Systems kommen in Frage:

So1 heifit teleskopisch, wenn

i.) Zwischenrdume mit Brechungsindex n.

l
P2=p1, Q@=q +l6=l11+5p1,

1 L1
St = mit L= £
0 1 n

also

ii.) Brechende Flichen (Spiegel sind wie brechende Flichen zu behandeln, nur dass sich an ihnen die
optische Achse umkehrt). Wir beschriinken uns auf rotationssymmetrische Flichen mit der optischen
Achse der Normale und achsennahe Strahlen.

@2 =q, n(a—=6)=n(a—->0),

also
Ng — Ny

R

@2=q¢, pr=p1+M2—ni)a=p + Q1

1 0 ng — Ny
SE = , B=—%—.

Beispiele: (Wir kénnen wegen der Rotationssymmetrie mit 2 x 2 Matrizen arbeiten.)

und

26



i.) Hintereinanderschaltung von Linsen.

SLI ° SLz — SL1+L2, SBI ° SBz — SB1+B2,

1 0
sf:< ) 1).
-F

i1.) System Zwischenraum - diinne Linse - Zwischenraum.

1-L% LiLa
Sa1 = 8% 087 0 51 ( f L

<=
-

Abbildung fiir

L L 1 1 1
2 —0, dh. —+ — == (Linsengleichung).

Li+ Ly —
1+ Lo 7 . T, 7

i11.) System Linse - Zwischenraum - Linse.

_ L
Sz1=SfZOSLOSf1:< =7 L )

1 1 L L
" ntRe 17w

Resultierende Brechkraft:
1 1 1 L (_ L

e AR TRE Un ™ fl:‘fzzf)

Sammel- und Zersteuungslinse entgegengesetzter Stirke ergeben ein Sammelsystem (starke Fokussie-
rung).

iv.) Normalform optischer Systeme.

b
Sei ( a4 J ) nicht-teleskopisch, d.h. ¢ # 0. Dann gibt es h; und hs, so dass

G-

h1 und hs sind die Koordinaten der (zueinander konjugierten) Hauptebenen. Jedes nicht-teleskopische
System ist durch eine Brennweite —1/c und zwei Hauptebenen eindeutig bestimmt, und durch Zwi-
schenrjume und diinne Linsen realisierbar. Teleskopische Systeme werden durch Komposition mit

10
( ) ) auf nicht-teleskopische zuriickgefiihrt.
c

5 Exakt symplektische Phasenriume

5.1 Exakt symplektische Mannigfaltigkeiten

Definition 5.1 Fine exakt symplektische Mannigfaltigkeit (P, 6) ist eine Mannigfaltigkeit mit einer 1-Form
0, so dass (P,—db) eine symplektische Mannigfaltigkeit ist.

Die symplektische Form w = —d# einer exakt symplektischen Mannigfaltigkeit ist also nicht nur geschlos-
sen (dw = —dd# = 0), sondern sogar exakt. Fiir P = R?" folgt aus da = 0 immer, dass es ein 3 gibt a = dj,
im allgemeinen ist aber eine symplektische Mannigfaltigkeit nur lokal (in geniigend kleinen Stiicken) exakt
symplektisch.

Definition 5.2 Ein Vektorfeld X € D'(P) heifit exakt symplektisch, wenn Lx6 = 0. Hieraus folgt auch
LXw = —Lxdo = —dLXO =0.
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Definition 5.3 Ein Diffeomorphismus ¢ : M — M heifit exakt symplektisch oder exakt kanonische Trans-
formation, wenn ¢*0 = 0. Hieraus folgt auch ¢*w = —¢*df = —dp*0 = —df = w.

Satz 5.4 FEin exakt symplektisches Vektorfeld X ist global hamiltonisch.
BEWEIS: Fiir ein exakt symplektisches Vektorfeld gilt Lx6 = 0. Daraus folgt
ixdd+dix0=0 = di(X)=1ixw,

also
X =X; mit f=6(X).

5.2 Kotangentenbiindel

Es sei @) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir definieren das Tangentialbiindel T'Q) und das Kotangen-
tialbiindel T*@Q wie folgt als 2n-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Als Mengen ist

TQ = {(m,v)lm € Q,v € TnQ}
die Kollektion aller Tangentialrdume und
T*Q = {(m,a)jm € Q,a € T;, Q}

die Kollektion aller Kotangentialriume, also der Dualriume aller Tangentialrdume.
Atlanten auf T'Q) sind nun so definiert: Es sei A ein Atlas von @ und (U,q, W) eine Karte aus A mit
Koordinatenfunktionen ¢*. Dann sind Atlanten (U, §, W) von T'Q und (U*,§*, W*) von T*Q gegeben durch

U={(m,v)lmeUveTnQ}, W=WxR" §(mv)=I(g(m),dq, @),

beziehungsweise

0" = {(m,a)lm € U,a € THLQ}, W* =W x R, cj(m,v):(q(m),a((%m)).

Mit a = 3. p; dq"|m ist a(a/(’)qi|m) = p;, und (¢%, p;) sind Koordinaten auf T*Q. Es gibt Projektionsabbil-
dungen

TQ — Q@ , (m,v)—m, bzw.
7:T"Q — Q , =w(m,a)=m.

Wie haben in Kapitel 3 gesehen, dass zu einer Abbildung ¢ : M — N Abbildungen ¢. : Ty, M — T4 () N
gehoren. Also gibt es eine Projektion
me : TT*Q — T*Q.

Fiir Kotangentenbiindel gilt nun der wichtige

Satz 5.5 Auf dem Kotangentenbiindel T*@Q) einer Mannigfaltigkeit () existiert eine natiirliche exakt-sym-
plektische Struktur. Zu jedem Atlas von @) gehdrt ein Darboux-Atlas von T*Q).

BEWEIS: Wir miissen die 1-Form 6 angeben, die T @ zu einer symplektischen Mannigfaltigkeit macht. Im Punkte
(m,a) € T*Q und fiir w € T, o) T Q definieren wir

Bmy () = ) = (m.)(w).
Ausgedriickt in Koordinaten (g, p) auf 7" Q bedeutet das

=S | w=Ya
m

9
Bp,-

+ b;

(m,a)

1o} i 0
o , mw—Za gt |

(m,a)

und

e(m,a) (OJ) = Zpiai;
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also

0= pidg

w=—df = qui A dpi.

und

O

Exakt symplektische Transformationen schreiben sich in Darboux-Koordinaten ¢(q,p) = (Q, P). Hierbei
ist @) eine Koordinate und nicht mit der Mannigfaltigkeit () zu verwechseln. Die Transformationen miissen

die Bedingung
0=> PdQ'=> pidg =46
erfiillen, also

ZP qu +ZP dp] sz-dqi.

Das bedeutet, dass .
oQ*
op;

ZP_j oder PZ:;ggz

Die exakt symplektischen Transformationen 7*@) — T™*(@ sind gerade die kanonischen Transformationen auf
T*@, die von Transformationen auf () induziert werden.

=0, also Q=0Q(g),

und dass

5.3 Lagrangesche und Hamiltonsche Mechanik

Die Beziehungen zwischen Lagrangescher und Hamiltonscher Mechanik kénnen wir nun in der Sprache sym-
plektischer Mannigfaltigkeiten formulieren: Die Lagrangefunkion L(g,q) lisst sich global als eine Funktion
L :TQ — R auf dem Tangentenbiindel des Konfigurationsraumes ) auffassen, ausgedriickt durch die Ko-
ordinaten g(m), so dass §(m) € T},Q. Dann ist 0L/0q eine lineare Abbildung 7,,Q — R, also ein Element
von T} @, so dass durch (g,q) — (g,0L/dq) eine Abbildung

FL:TQ — T*Q

definiert ist. Diese Abbildung, die so genannte Faserableitung, ist ein lokaler Diffeomorphismus, wenn lokal
iiberall die Legendretransformation von L : TQ — R auf H : T*Q — R durchfiihrbar ist, und die La-
grangeschen Bewegungsgleichungen sind #quivalent zu den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen mit der
symplektischen Form w = —d#.

5.4 Symmetrien und Erhaltungssitze

Wir haben folgendes gesehen: Wenn ein Hamiltonsches (und also symplektisches) Vektorfeld X die Hamil-
tonfunktion fest ldsst, XyH = 0, d.h. eine Symmetrietransformation des Hamiltonschen Systems erzeugt,
dann ist f erhalten, {X;, H} = Xgf = df /dt = 0. Wenn man in diesem Sinne f als infinitesimale Erzeu-
gende einer kanonischen Transformation auffasst, so ergibt sich, dass die Erzeugende f einer kanonischen
Symmetrietransformation eines (zeitunabhingigen) Hamiltonschen Systems eine erhaltene Grofe ist. Fiir ex-
akt kanonische Symmetrietransformationen ergibt sich dann eine Beziehung zum elementaren Noetherschen
Theorem: Exakt kanonische Transformationen werden von Hamiltonschen Vektorfeldern Xy mit f = 6(X)
erzeugt. Im Symmetriefalle ist die Erhaltungsgrofie

X) =Y pidg’ Z"j@% => pin' =
i J

mit der Erhaltungsgrofle des Noetherschen Theorems identisch.
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5.5 Kanonische Transformationen in Darbouxschen Koordinaten

Wir beschrénken uns auf den (lokal stets vorliegenden) exakt symplektischen Fall. ¢*w = w bedeutet dann
¢*df — df = d(¢*0 — 0) = 0 oder, lokal, ¢*0 — 8 = dF mit einer geeigneten Funktion F. In Darboux-
Koordinaten schreibt sich dies als

D dQ* AdP; = dg' Adp;, Y (pidg’ — P,dQ') = dF.
Es ist eine andere sehr niitzliche Deutung dieser Formeln mdoglich.
Q= (dg' Adp; — dQ' A dQ")

lasst sich als symplektische Form auf dem kartesischen Produkt P x P der symplektischen Mannigfaltigkeit
mit sich selbst auffassen. Die Transformation ¢ : P — P ist genau dann kanonisch, wenn (2, eingeschrénkt
auf den Graphen {(m, ¢(m))|m € P} C P x P von ¢ verschwindet, wenn der Graph von ¢ also Lagrangesche
Untermannigfaltigkeit von P x P ist. Wenn sich auf dem Graphen die Koordinaten (g, @) einfiithren lassen,
dann sind kanonische Transformationen gekennzeichnet durch

> (pidg' — PdQ") = dF (¢, Q),

also
_OF _OF
Di = a_qi’ P = _TQ’”

Durch Auflésen nach @, P lisst sich hieraus die kanonische Transformation bestimmen. F' heifit Erzeugende
der kanonischen Transformation (nicht zu verwechseln mit der oben eingefiihrten infinitesimalen Erzeugenden
f zu Xp).

Beispiel:

F(g,Q) =) ¢Q = Q' =pi, Pi=-¢.

Das ist wirklich eine kanonische Transformation.

Die Einheitstransformation ¢ = @, p = P hat keine solche Erzeugende F(q, Q). Hier ist es zweckmiBig,
g und P als Koordinaten vom Graph ¢ zu wahlen. Kanonische Transformationen sind jetzt gekennzeichnet
durch

> (pidg' — PdQ* + d(PiQ)) = Y (pidg’ + Q'dP;) = dG(g, P),

also

= 9G
p’t_aqu

oG

OP;

Qi =
Beispiele:

i.) Einheitstransformationen:
G(q,P)=) ¢Pi, = Q'=¢, Pi=p;

i1.) Exakt kanonische Transformationen:

dg’
oq’

Ga.P)=) Pg'a) = Q' =g, P=3 P

ii1.) Infinitesimale kanonische Transformationen:

G(@,P) = Y ¢'Pi+ef(q,P)

. 9 B . .

= Q@ = q’“@]};(‘bp)=q’+66—£(q,p)+0(6)=qz+6qu’+0(e)
0 0 )

P, = pi—ea—;i(q,P)=pi—66—;i(q,p)+0(6)=pz-+eXfp’+0(6)

Also ist f gerade die infinitesimale Erzeugende im oben beschriebenen Sinne.
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6 Die Methode von Hamilton und Jacobi

Wir wissen, dass kanonische Transformationen die Form der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen nicht
dndern:

OH . O0H . 0H . O0H

a_q =-Dp 6_p__q7 — %__ ’ 8_P=_Q7 mit ﬁ(Q’P):H(q(QJP)Jp(QJ‘P))

Wir suchen nun eine kanonische Transformation, so dass H nur von P abhiingt. Die Bewegungsgleichungen

0H - OH
—_— = = —P = —
oQ 0 © 0P Q
werden dann trivial 16sbar: .
0H
P = . = e .
const., Q(t) = Qo+ t@P (P)

Um nun die kanonische Transformation zu finden, setzen wir eine Erzeugende W (g, P) an. Dann muss gelten:

I (GW(q,P)’q) — H(P)

9=4(Q,P),p=p(Q,P)

Oq

oder, da @ beliebig,

H (%Z’P), q) = [ (P) = E(P) = const.
Das ist die Differentialgleichung von Hamilton und Jacobi, eine (nicht-lineare) partielle Differentialgleichung
fiir W. Uberraschenderweise ist dieser Umweg iiber eine partielle Differentialgleichung die wirksamste Me-
thode zur Losung der Bewegungsgleichungen.

Alle {iberhaupt gelosten Bewegungsgleichungen sind auch auf diese Weise 16sbar. Wenn es gelingt, eine
Schar W (g, P) von Losungen der Hamilton-Jacobi-Bewegungsgleichungen zu finden, die von n = 1 dim P
unabhiingigen Parametern abhingt (eine solche Schar heifit vollstindiges Integral der Hamilton-Jacobi-
Gleichung), dann ergibt sich die Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen wie folgt:

Q. p) = TED _ g, 191 p)

und hieraus durch Auflosung ¢(t, Qo, P) und

oW (q,P
p(t7Q07P) = % .
q q:‘I(taQOyP)

Man erhilt also eine 2n-parametrige Schar von Loésungen.
Beispiele:

i.) Eindimensionales System.

p2

H =
(@,p) =5~ +V(9)
Hamilton-Jacobi-Gleichung:
1 (dW(g,E)\®
— | — =F.
o () v

Wihle Parameter P = E:

WE) = /qdqwm(E—V(q')),

Q = =Qo+t.

ow _ fm [*__dd
O~V 2 Jo VE-V(J)
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Freier Fall:

Vig) = mgq
m [7 dq' 21
Q = _/ —————=—\/——VE —mgqg+const. = Qo+t
V2 o VE=Vie)  Vmg ? ’
m E g
E_ _ Mo, 9 2 9y
mgq g9 (t=t) = a(t) =~ =5t~ to)
i1.) Zentralkraftproblem (in Polarkoordinaten).
L = %(7"2 +r20% + r2¢?sin? 0) — V(r)
_ 2
H = (p sza ﬁp(p) + V( )

Hamilton-Jacobi-Gleichung:

1 (6_W TLLOWN L (WL L B const
2m or r2 \ 00 r2sin? @ \ Op r) =& = conss.

Diese Gleichung hat eine dreiparametrige Schar von Losungen der separierten Form
W(r,0,¢) = Wi(r) + Wp(8) + Wy (9).

Einsetzen dieses Ansatzes ergibt namlich die leicht 16sbaren Differentialgleichungen

aw.
d—; = 1, = const.

dW, 2 l2
(#) + sin<p20 = [} = const.
= FE = const.

AN
%{( dr ) +r }+V()
Allgemein heifit ein Hamiltonsches System separabel, wenn es Koordinaten gibt, so dass die Hamilton-
Jacobi-Gleichung separable Losungen aufweist. Wir haben gesehen, dass folgende Implikationen gelten:

(7) Separabilitit = (1) Existenz einer vollstindigen Losung W (q, P)
= (i4i) Hamiltonfunktion von der Form H (P), also nur von P abhingig.

Weiterhin gilt natiirlich (¢4¢) = (i), da in diesem Falle die Hamilton-Jacobi-Gleichungen separabel sind:
~ (OW .
H (8—q> = const. hat Losungen W = Z Pq'.

Das ist gerade die Erzeugende der Einheitstransformation. Also sind (i), (%) und (ii¢) gleichwertig. Das
Hamilton-Jacobische Verfahren hat in dieser Form allerdings nur rein lokale Bedeutung, und die Schwierigkeit
besteht gerade darin, Koordinaten zu finden, in denen die Hamilton-Jacobi-Gleichungen separieren. Lokal
gibt es iibrigens immer Darboux-Koordinaten mit H = P; in der Umgebung eines jeden Punktes, in dem
dH #0.

Wenn das Hamilton-Jacobische Verfahren global sinnvoll ist, dann sind die erhaltenen Griilen P; nicht nur
Koordinaten, sondern n global definierte Erhaltungsgréfien in Involution, d.h. unabhingige Erhaltungsgréfien
mit {P;, P;} = 0. In diesem Fall, der ein seltener Ausnahmefall ist, werden die Losungskurven auf die
simultanen Niveauflichen der Erhaltungsgréfien beschrénkt bleiben. Wir werden bald sehen, dass in der Tat
(mit kleinen technischen Zusatzvoraussetzungen) aus der Existenz von n = % dim P Erhaltungsgrofien in
Involution folgt, dass das Hamilton-Jacobische Verfahren im globalen Sinne durchfiihrbar ist.
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Die Funktion W hat eine interessante physikalische Bedeutung. Aus
dW = pdq + QdP

folgt, dass
q
W = / (pdg + QdP)

o

unabhingig ist vom Integrationsweg . Wahlen wir nun als Integrationsweg die Losung der Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen, so ist dP = 0 und

W) = [ ' (vdg),

also
q q
W (g, q0) =/ (pi — H)dt + Et =/ L{g,q)dt + .
q0

g0

W (q, qo) ist bis auf einen Beitrag Et der extremale Wert des Wirkungsfunktionals, der gerade dann ange-
nommen wird, wenn die Bahnkurve von gy nach ¢ eine Losung der Bewegungsgleichungen ist.

7 Integrable Systeme

7.1 Vollstindig integrable Systeme

Definition 7.1 FEin Hamiltonsches System (P,w,H) heiffit vollstindig integrabel, wenn es n = %dimP
C®-Funktionen F1, ..., F, auf P gibt, die folgenden Bedingungen geniigen:

i.) {H,F;} =0 (F; sind Integrale)
i.) {F;,F;} =0  (F; stehen in Involution)
iii.) dFy N ... NdF, # 0 fast iberall  (F; sind funktional unabhdngig)
Da die Funktionen F; Konstanten der Bewegung sind, verlduft eine Bahnkurve auf einer Fliche
M};: {peP:Fip) =fi,i=1,...,n}.
Aus den Bedingungen fiir ein vollsténdig integrables System folgt fiir M
i.) Die zu F; gehorenden Vektorfelder X, sind tangential zu M 7> d-h. dF; (XF;) ={F;,F;} =0.

i.) M 7 ist eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit von P. Aus der linearen Unabhingigkeit der dF; folgt
némlich dim M F=m also bilden die X, an jedem Punkt eine Basis fiir den Tangentialraum. Auf M 7
gilt aber, dass w(XF,, Xr;) = {Fi, F;} = 0.

i46.) H ist funktional abhingig von F;, d.h. H = H(F;). Andernfalls wire namlich dH A dFy A ... A
dF, # 0 und w verschwinde auf einer Mannigfaltigkeit der Dimension n + 1. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kann man also H = F; annehmen.

Vollsténdig integrable Systeme besitzen eine einfache Struktur, die charakterisiert ist durch das Theorem
von Arnold:

Satz 7.2 Sei (P,w, H) vollstindig integrabel mit Integralen Fy, ..., F,. Sei ferner Mf reguldr kompakt und
zusammenhdngend. Dann gilt:

i.) Mf ist diffeomorph zum n-dimensionalen Torus:

MzT" = {(¢1,...,pn)mod2r}.

ii.) Der Phasenfluss zur Hamiltonfunktion H auf M 7 ist bedingt periodisch. Fin Fluss ¢¢ heifst bedingt
periodisch, wenn er diffeomorph ist zu der Abbildung

T — T,  (P1,---s0n) — (p1 +wit,..., On + wnl).
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ii1.) Sind in einer Umgebung von f; € R"” alle M 7 kompakt, reguldr und zusammenhdngend, so lassen sich

durch Quadraturen Darbouz-Koordinaten (pis I;),i = 1,...,n einfihren (Wirkungs- und Winkelvaria-
ble), so dass H = H(I).

Zum Beweis benutzen wir den folgenden

Satz 7.3 Sei G eine Gruppe, die transitiv auf eine Mannigfaltigkeit M wirkt, d.h. zu je zwei xg,x1 € M
ezistiert ein g € G mit x1 = gxg. Sei I' die Untergruppe, die einen Punkt xqo € M invariant ldsst: Txg = xo.
Dann gilt:

M= M/G.

Die Beweisidee des Theorems von Arnold ist nun folgende:

BEWEIS: Man betrachte die Fliisse ¢;XF" zu den Funktionen F;. Sie kommutieren wegen w(Xr;, Xr;) = 0 und
bilden M 7in sich selbst ab, da X, tangential zu M 7 ist. Dann beschreibt ¢ := ¢iF1 0---0 ¢fiF ™ eine Wirkung der
additiven Gruppe R” = {(t1, costn) = f} auf M

¢p:Mp—r My, z+— ¢pw, z€ My

Uber ¢y wirkt R™ transitiv auf M 7- Da Mz zusammenhéngend ist, lassen sich némlich je zwei Punkte durch einen
Weg verbinden, und da M 7 kompakt ist, ldsst sich dieser Weg durch endlich viele Karten iiberdecken. Innerhalb
einer geniigend kleinen Karte um einen Punkt x ist nun die Abbildung von R" in My, (t1,...,tn)}» ¢z, wegen
der Unabhingigkeit der F; ein Diffeomorphismus. Die Untergruppe von R", die einen festen Punkt auf M 7 invariant
ldsst, muss diskret sein, da die Abbildung lokal ein Diffeomorphismus ist. Die einzigen diskreten Untergruppen von
R"™ sind
I :{zeR":x=mé& +...+mrék, m;€Z, & linear unabhingig}.

Da Mg kompakt sein soll, ist & = n und es folgt
M=R"/Z" =T".

Zum Beweis des zweiten Teils des Arnoldschen Theorems konstruieren wir eine Winkelvariable auf M 7 und die dazu
kanonisch konjugierte Wirkungsvariable in P explizit: Sei €1,. .., €, eine Basis fiir I'*, die Untergruppe von R”, die
M 7 invariant lasst. Dann definiert

¥:1" = Mf" ¢ 57 (9181,-,0n&n) TO
Winkelkoordinaten in Mj. Der Referenzpunkt o in My (Ursprung) soll eine C*-Funktion der f; sein. Um die
Wirkungsvariablen I°, die kanonisch konjugierten Variablen zu ¢;, zu erhalten, betrachten wir die generierende
Funktion W(q, I) zu der Transformation (g,p) — (p,I):

ow W _
ag¢ P ar T ¥

Obwohl die genaue Abhingigkeit der Funktion W (g, I) von I noch nicht bekannt ist, wissen wir aus ihrer Definition,
dass oW o [

ow _ o do = o' (q) — &

oL — ol /qo pdg = ¢'(9) — ¢'(g0),
sofern der Integrationsweg ganz auf My liegt, denn auf M ist dI = 0, also ist pdq eine exakte 1-Form und das
Integral ist wegunabhangig. Sei nun +; ein geschlossener Weg auf M 7 zur Winkelkoordinate ¢; (¢; = const., j # i),
dann folgt:

oL J,, 2 Jy,

Damit sind die zu den Winkelvariablen kanonisch konjugierten Wirkungsvariablen I gefunden. Die Bedingungen
I' = const. legen ebenso die Mannigfaltigkeit My fest wie F; = const.. Somit gibt es Funktionen F; = F;(I) und
insbesondere H = H(I). Die Bewegungsgleichungen

QH(I) . . 8H _
b = =

= Wi

sind leicht zu integrieren: '
I' = const., ; =wit+ 30(1).
Die Bewegungsgleichungen zum Hamiltonschen Fluss sind also bedingt periodisch. Sei W(q, P) die reduzierte Wir-
kung, also ein vollstindiges Integral der Hamilton-Jacobi-Gleichung. Dann folgt
; oW
I'= ——dg;.
v 04 e
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Beispiel: Der n-dimensionale harmonische Oszillator. Sei

H_—Z Zw

die Hamiltonfunktion des n-dimensionalen harmonischen Oszillators und

122
i d

1
F; = —p,+2

2

Die Bedingungen fiir ein vollstindig integrables System sind leicht nachzuweisen. In der p;-g;-Ebene be-
schreibt die Gleichung

1 1
fi=spi+

gPi + 5widd

eine Ellipse. Somit ist

1 1 )
Mfz{(qap)5p12+§wzzq12=fl7 Z=17"'7n}
das topologische Produkt von n Ellipsen, also isomorph zu 7. Die Wirkungsvariablen sind
1 .
Ii 2 pqu - ﬁa
™ W

welche die Bedeutung der Fliche der Ellipse haben. Die Wirkungsvariablen sind (lokal)

pi -+ const.
wq;

= szlz

Die Bewegung ist bedingt periodisch, allerdings ist die Bahnkurve auf M 7 nur geschlossen, wenn die Fre-
quenzen w; in rationalem Verhiltnis zueinander stehen.

@; = — arctan

Fiir die Hamiltonfunktion folgt:

7.2 Storungen von integrablen Systemen: Das KAM-Theorem

Es sei ein integrables System in Wirkungs- und Winkelvariabelen gegeben durch H = Hy(I) mit den Bewe-
gungsgleichungen

j,'ZO, (ﬁ,’=—':wi(1), i=1,...,n.
Nach Einfiihrung einer kleinen Stérung
H = Ho(I) + eHi(p,I)

wird das System i.a. nicht mehr vollstindig integrabel sein. Das KAM-Theorem besagt jedoch, dass dennoch
fiir kleine Werte von € ‘die meisten’ Tori, auf die die Phasenraumtrajektorien fiir € = 0 beschrankt sind, nur
deformiert, nicht aber vollstindig zerstért werden.

Zur Orientierung wenden wir zunéchst auf H = Hy+eH; die Hamilton-Jacobi-Theorie an und versuchen,
formal Wirkungs- und Winkelvariable beziiglich H einzufiihren. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung lautet dann

Mit dem Ansatz
W(p, I') =Y oil} + eWi(p,T')

ergibt sich in nullter und erster Ordnung in

Ho(II)IﬁII und sz%-l-LH (p,I'):O.
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Die zweite Gleichung vesuchen wir mit einem Fourieransatz zu 16sen
Hy = 3 Ha(I)e™8, Wy =3 Wa(I')e™?
0 i#0
und erhalten

)
Wall') = =—.

Wenn die Frequenzen w; auf einem ungestorten Torus kommensurabel sind, dann gibt es einen ganzzahligen
Vektor 7 mit 7 - J = 0, und die Entwicklung nach e ist unméglich. Dies ist das sogenannte Problem der
kleinen Nenner, das fiir rationale Frequenzverhaltnisse auftritt und sich auch bei ‘nicht geniigend’ irrationalen
Frequenzverhiltnissen bemerkbar macht, fiir die bei rationaler Approximation

Mk koo Wi

Sk Wy

my und s nicht rasch genug anwachsen. Eine genaue Analyse fiihrt auf das KAM-Theorem, das wir der
Einfachheit halber fiir n = 2 formulieren:

Satz 7.4 FEs sei det g“jlj # 0. Dann gibt es (unter gewissen technischen Bedingungen) ein k(e) > 0 mit
lim. o k() = 0, so dass alle Tori von Hy, fiir welche die Bedingung

k(e)

$5/2

‘wl m

(9] S

erfillt ist, durch die Storung eH; nur deformiert aber nicht aufgelost werden. Frequenzverhdltnisse 0 <

Z—; < 1, die der obigen Bedingung geniigen, wollen wir hinreichend irrational nennen. Die nicht hinreichend

irrationalen Frequenzverhiltnisse haben im Intervall [0,1] ein Maf§
k(e
L) <> 35(_/38 = Ck(e).

Also gilt L(e) = 0 fiir e — 0.

Anwendung: Liicken im Asteroidengiirtel bei Kommensurabilitit mit Jupiterumlaufzeit, Liicken zwischen
den Saturnringen.
Beispiel: Das Hénon-System

3

1 1 q
H= (P! +05) +5(¢0 + @) + (61 + 2 - 32)-

Fiir kleine Energien ist der anharmonische Zusatzterm klein. Man kann die Energie E direkt anstelle des
Parameters € nehmen.
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Fiir das qualitative Verhalten der Trajektorien auf den 2n — 1-dimensionalen Energieflichen ist die Zahl n
der Freiheitsgrade bedeutsam. Systeme mit n = 1 sind immer integrabel. Fiir n = 2 haben die Energieflichen
Dimension d = 3. Die nach dem KAM-Theorem fiir geniigend kleine Stérung noch vorhandenen Tori sind
2-dimensional und zerlegen die Energieflichen in Teilmengen, die von den Trajektorien nicht mehr verlassen
werden konnen. Fiir n > 3 ist eine solche Zerlegung von 2n — 1-dimensionalen Flidchen durch n-dimensionale
Tori nicht mehr moglich. Man erwartet eher ergodisches Verhalten auf den Energieflichen (‘Arnol’d-Diffusion’
fir n > 3.

Wir wollen noch auf das Schicksal der rationalen Tori unter dem Einfluss der Storung eH; eingehen.
Hierzu beschrinken wir uns wieder auf den Fall n = 2. Indem wir die Tori des ungestorten Falles mit der
q1-p1-Ebene schneiden, erhalten wir die Poincaré-Abbildung T', welche angibt, wo in der Ebene ein Punkt
nach einem Umlauf lings der Tori ankommt. In geeigneten Koordinaten ist

w

T(r,p) = (r,o+2ma(r)) mit a= “.

w2

pl
S
.
9

Fiir einen rationalen Torus ist a(ro) = =, und alle Punkte in der Ebene mit r = ry sind Fixpunkte

der s-fach iterierten Abbildung 7'°. Nach Einschalten der Stérung eH; geht die Poincaré-Abbildung T in
eine Abbildung T, iiber, die flichenerhaltend ist, da die Zeitentwicklung eine kanonische Transformation
induziert. T? hat dann nicht mehr einen ganzen Kreis r = ro von Fixpunkten, sondern, wie sich zeigen lésst,
im generischen Fall isolierte Fixpunkte in der N#dhe von r = rg, die abwechselnd stabil und instabil sind. In
der Nihe der stabilen Fixpunkte liegen dann die Schnitte neuer Tori mit der ¢;-pi-Ebene. Auf diese Tori
ldsst sich das soeben beschriebene Argument erneut anwenden. es ergibt sich ein kompliziertes Muster von
Tori und Instabilitéiten, das sich auf verschiedenen, immer kleiner werdenden Skalen selbst dhnlich bleibt.

In der Abbildung entsprechen durchgezogene Linien stabilen irrationalen Tori, und gestrichelte Linien
bezeichnen unstabile, rationale Tori.

8 Kontaktmannigfaltigkeiten und zeitabhingige Hamilton-Jaco-
bi-Theorie

Kontaktmannigfaltigkeiten sind die ungerad-dimensionalen Gegenstiicke zu symplektischen Mannigfaltigkei-
ten.
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Definition 8.1 Eine Kontaktmannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit M, auf der eine Zweiform w defi-
niert ist, so dass dw = 0 und fiir alle m € M der Ausartungsraum A, C T, M von w(m) eindimensional
1st.

Konaktmannigfaltigkeiten haben immer ungerade Dimension.

Definition 8.2 Fine Kontakttransformation zwischen Kontaktmannigfaltigkeiten (M1, w;) und (Ma,ws) ist
eine glatte Abbildung ¢ : My — My mit ¢*ws = wy .

Ganz analog definiert man exakte Kontaktmannigfaltigkeiten und exakte Kontakttransformationen.

Definition 8.3 Ein Vertexfeld auf einer Kontaktmannigfaltigkeit ist ein Vektorfeld X € D'(M) mit ixw =
0, d.h. X(m) liegt fiir alle m € M im Ausartungsraum.

Mit X ist auch f - X ein Vektorfeld fiir alle f € C*°(M).
Satz 8.4 Vertexfelder erzeugen Kontakttransformationen (M,w) — (M,w).

BEwElS: Lxw = ixdw + dixw = 0. O
Beispiele:
i.) Reguldre Energiehyperflichen Py = {m € P : H(m) = E} einer symplektischen Mannigfaltigkeit.

i.) Erweiterte Phasenrédume. Sei (P,w) eine symplektische Mennigfaltigkeit. Auf dem kartesischen Produkt
P = P x R ist fiir jede Funktion H : P — R eine Kontaktform

wg =wy+dH Ndt

definiert, wobei wyp = mjw und w1 : P x R — P die Projektion auf den ersten Faktor ist. Im exakten
Fall ist wyg = —dfy mit g = 0y — Hdt. Wenn man in P Darboux-Koordinaten einfiihrt, dann ist

wH=qui/\dpi+dH/\dt und 0H=Zpidqi—Hdt.

Wir beschiftigen uns im folgenden nur noch mit erweiterten Phasenriumen. Es sei H : P — R. Es sei
Xm, das (t-abhéngige) Hamiltonsche Vektorfeld auf P. Xg, kann man auch als Vektorfeld auf P auffassen:
In (Xg, f)(m,t) wirkt Xpg, nur auf das erste Argument m. Nun gilt der wichtige

Satz 8.5 Xy = 2 + Xy, ist ein Vertexfeld von (P,wg).
BEWEIS:
i, ,WH = i%wo + Xy, Wo +’i%dH/\dt+iXthH/\dt

0+dH; —dH; + {Ht,Ht}dt =0.

O

Hierbei haben wir dH A dt = dH; A dt ausgenutzt und in der Schreibweise einige offensichtliche Identifi-
zierungen vorgenommen. Durch die obige Normierung ist iiberdies das Vertexfeld Xy eindeutig bestimmt.
Die Gleichungen fiir den Fluss von Xy in P sind offenbar den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir das
(eventuell zeitabhiingige) Hamiltosche Vektorfeld X g, auf P dquivalent.

Definition 8.6 Fine zeiterhaltende Kontakttransformation ¢ : P — P auf dem erweiterten Phasenraum
ist eine Transformation der Form

o(m,t) = (¢e(m),t) mit P*wo =w_k = wo — dK A dt.

Die Funktion K hingt natiirlich von ¢ ab. Offenbar muss ¢, fiir alle ¢ € R kanonische Transformation
sein, aber nicht jede einparametrige Schar von kanonischen Transformationen induziert eine zeiterhaltende
Kontakttransformation. Allgemein gilt natiirlich nur

P wo = wo + a A dt,
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und a € Q4 (P) braucht nicht einmal geschlossen zu sein. Allerdings definiert eine kanonische Transformation
natiirlich eine {-unabhéngige Schar von kanonischen Transformationen und eine zeiterhaltende Kontakttrans-
formation mit K = 0. Aus ¢*wo = w_ i folgt

¢*wi = ¢*(wo+dH' ANdt) = ¢*wo+dH' o p A dt
= wy—dKAdt+dH o p Adt = wg

mit H = H' o ¢ — K oder H' o ¢ = H 4+ K. Also ist ¢ Kontakttransformation, ¢ : (P,wg) = (P,w}).

Wir zeigen nun, dass ¢*Xpg = Xy mit H o ¢ = H + K. Das bedeutet dann, dass durch eine zeiter-
haltende Kontakttransformation die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen zur (eventuell zeitabhiingigen)
Hamiltonfunktion iibergehen in die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen zur neuen Hamiltonfunktion H'.

BEWEIS: Wir berechnen

wi(¢* X, ¢"Y) = (¢*wa ) (¢ Xa, ¢'Y) = wy (X, ¢"Y) 0 =0

fiir alle Y € D*(P) und beobachten, dass ¢* X/ automatisch richtig normiert ist, da ¢ die Zeit ¢ erhilt. O

Die Strategie des zeitabhingigen Hamilton-Jacobi-Formalismus besteht nun darin, durch eine zeiterhal-
tende Kontakttransformation H' = 0 zu erreichen, was lokal méglich ist. Die Bewegungsgleichungen erhalten
dann die trivial l6sbare Form
oH' OH'
Q oP
so dass P und @ konstant sind. Durch Riicktransformation wird anschlieend das urspriingliche Hamiltonsche
Problem gel6st.

Lokal gilt fiir eine zeiterhaltende Kontakttransformation

pP= 0, Q= 0,

di_g — ¢*dfy =0 oder O_g — ¢*6y = dS.

Durch Ubergang zum Graphen 'y C P x P und Einfiihrung von ¢, Q als Koordinaten auf I'y erhélt man in
Darboux-Koordinaten

> pidg' + Kdt - P,dQ* = dS,

d.h.

05(q,Q,1 05(q,Q,1 05(q,Q,t
(6,9, _ (6.Q.t) _ _p (@:@0) _ 4
Oq¢t 0Q? ot
S ist Erzeugende der Transformation.
Wenn man H' o ¢ = H + K = 0 erreichen will, so muss S die zeitabhéingige Hamilton-Jacobi-Gleichung

95(¢,Q,t) as _

erfiillen. Umgekehrt erzeugt jede m-parametrige Schar von Losungen dieser Gleichung eine zeiterhaltende
Kontakttransformation auf H' = 0.
Zur Bedeutung von S: Offenbar ist

S = /(pdq—PdQ + Kdt)

unabhingig vom Integrationsweg. Wihlt man als Weg eine Losung der Bewegungsgleichung, so ist d@QQ = 0

und K = —H, also
S = /(pq _ Hydt = /dtL.

S ist somit der (stationdre) Wert des Wirkungsfunktionals fiir eine Losung der Bewegungsgleichung.

Beispiel: Eindimensionales zeitunabhingiges Problem,

p2

H(q,p) = om T V(g)-

Hamilton-Jacobi-Gleichung:
1 (8S\* as
2m (aT_,) V@ =0
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Losung mit dem Ansatz
S(¢, E,t) =W(q,E) — Et,

1 [oW)\?
%(8—(1) +V(g) =,

also

so dass

w = /quQm(E—V),

0 m 1
— = —S = J e —— A
P 8ES /dqa/ VBV t = const.,

FE = const.

9 Qualitative Mechanik

9.1 Problemstellung und grundlegende Definitionen

Die qualitative Mechanik oder allgemeiner die qualitative Theorie dynamischer Systeme hat weniger die
Losung vorgegebener Bewegungsgleichungen zum Ziel als vielmehr die Identifikation globaler qualitativer
Eigenschaften der Menge aller Lésungen.

Ein dynamisches System ist gegeben durch ein Vektorfeld X auf einer Mannigfaltigkeit M, von dem wir
nicht verlangen, dass es Hamiltonsch ist. Wir nehmen immer an, dass X vollsténdig sei, d.h. dass der Fluss

o M — M
fiir alle ¢ existiert. Es gilt, die Eigenschaften von ¢ zu bestimmen. Wir nennen

my = {¢(m) : t > 0}

den positiven Teil der Bahn durch m, entsprechende definieren wir m_ als negativen Teil der Bahn und die
ganze Bahn my =my_ Um_.
Wir geben eine Liste von qualitativen Fragestellungen an:

i.) Welche Punkte in M werden von der Bahn durch m besucht oder angenihert?
ii.) Welche Fixpunkte und geschlossenen Bahnen hat der Fluss ¢;X?
iii.) Wie verhilt sich ¢X fiir sehr grofie Zeiten ¢?
iv.) Ist der Fluss geordnet oder ‘chaotisch’?

v.) Wie hiingt ¢ von dem Vektorfeld X ab?
9.1.1 Welche Punkte in M werden von der Bahn durch m besucht oder angenidhert?
Definition 9.1 Eine Menge S C M heifit (positiv) invariant, wenn ¢XS C S fir alle t > 0.
Definition 9.2 X heifit ergodisch, wenn M keine nicht-triviale, invariante, messbare Teilmenge hat.

In diesem Fall gibt es keine nicht identisch konstante messbare Erhaltungsgréfle, und die Bahn jedes
Punktes kommt fast jedem Punkt in M beliebig nahe.

Definition 9.3 S C M heifst minimal, wenn S, aber keine echte Teilmenge von S, invariant und abge-
schlossen ist.

Minimale Mengen sind zusammenhingend und von der Form S = mL. Es liegt nahe, invariante Teilmen-
gen S C M zu untersuchen.
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9.1.2 Welche Fixpunkte und geschlossenen Bahnen hat der Fluss ¢ ?

Fixpunkte von ¢;® sind offenbar gerade Nullstellen von X. Sie heiflen auch kritische Punkte von X . Kritische
Punkte und geschlossene Bahnen von X heiflen kritische Elemente. Die Menge aller Punkte auf kritischen
Elementen von X wird mit I'x bezeichnet. I'x ist eine invariante Menge.

9.1.3 Wie verhiilt sich ¢;® fiir sehr grofie Zeiten ¢?

i)

Limesmengen.
Fiir m € M definieren wir

AT (m) = w(m) = ﬂ {¢e(m) : t > n}.

neN

Das ist die Menge aller Punkte x € M, die fiir beliebig grofle Zeiten noch beliebig von der Bahnkurve
durch m angendhert werden, fiir die also eine Folge ¢,, — oo existiert mit

lim ¢ (m) = z.
n—oo
Entsprechend definiert man A~ (m), A*(m) = A*(m) U A~ (m). Ferner ist
Ax = | A*(m).
meM
Offenbar gilt T'x C Ax, und Ax ist invariant. Fiir zweidimensionale Systeme haben die Limesmengen

besonders einfache Struktur. Es gilt der fundamentale

Satz 9.4 (Poincaré und Bendizson)
Es sei X ein Vektorfeld auf der Zweisphire S? mit endlich vielen kritischen Punkten. Dann ist jede
Limesmenge A*(m) entweder

(a) ein kritischer Punkt oder

(b) eine geschlossene Bahn oder

(c) sie besteht aus kritischen Punkten p;, i = 1,...,r und reguliren Bahnen, die firt — oo jeweils
in einen dieser kritischen Punkte einlaufen.

Ferner gilt der

Satz 9.5 (Schwarz)
Es sei X ein Vektorfeld auf einer zweidimensionalen, kompakten, zusammenhingenden Mannigfaltigkeit
M und A minimale Menge von X. Dann ist entweder

(a) A ein kritischer Punkt oder
(b) A eine geschlossene Bahn oder
(c) A= M =T? der 2-Torus

Mengen nicht wandernder Punkte.

Definition 9.6 Ein Punkt m heif$t nicht-wandernd, wenn es fiir jedes T > 0 und jede offene Umgebung
U von M eint >T gibt, so dass
¢XUNU #0.

In Worten: In jeder moch so kleinen Umgebung gibt es Punkte, die zu noch so spiten Zeiten in die
Umgebung zurickkehren.

Die Menge der nicht-wandernden Punkte heifit Qx. Qx ist invariant und abgeschlossen, und es gilt
I'x C AX C Qx.

Diese Inklusionen konnen echt sein. Fiir ein Hamiltonsches Vektorfeld X auf einer kompakten Mannig-
faltigkeit P gilt, als Folge des Satzes von Liouville, 0x = P. Diese Aussage lésst sich sogar verschérfen
zu dem folgenden
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Satz 9.7 (Wiederkehrtheorem von Poincaré)
Sei X ein Hamiltonsches Vektorfeld auf einer kompakten (symplektischen) Mannigfaltigkeit P. Dann
gibt es zu jeder offenen Teilmenge U und zu jedem T > 0 eine ganze Zahl n, so dass

(%) UNU #0.

BEWEIS: Wegen der Kompaktheit von P haben die Mengen P und U = (d)?ﬁ)r U endliches Volumen. Da der
Fluss ¢7° volumenerhaltend ist, kénnen die Mangen U (") nicht alle paarweise disjunkt sein, also gibt es r > s

mit . .
(6¥) Un(#¥) U0
und somit
(¢7) "UNU=¢f_orUNU £0,

Der Satz ist insbesondere anwendbar auf kompakte Teilmengen der Form

Pp={peP:H(p)<E}CP

i11.) Attraktoren sind abgeschlossene invariante Teilmengen A C M, in die fiir grofie Zeiten alle Punkte
einer gewissen Umgebung einlaufen.

Genauer: Es gibt eine offene Umgebung A C U C M, so dass ¢, U C U fiir ¢t > 0, und fiir alle offenen
Teilmengen V mit A CV C U ein T existiert mit ;U C V fiir t > T.

Entsprechend definiert man Repelloren.
iv.) Stabilitét.

Die wichtigsten Stabilitdtsbegriffe lassen sich wie folgt andeuten: Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so
dass

dm,m'y <d =  d(¢ggm,pym') <e fiirt>0 (positive Stabilitit)
d(¢pgm,dym') - 0 fiirt - oo (Ljapunov-Stabilitéit)
d( (Bahnstabilitét)

d( (asymptotische Stabilitét)

mg,m!) <e fiirt >0

my,dpm') —» 0 fiirt —» oo

9.1.4 Ist der Fluss geordnet oder ‘chaotisch’?

Eng mit Stabilitétsfragen verbunden sind Betrachtungen zum Ordnungsgrad des Flusses. Ergodische Fliisse
kénnen stabil sein, benachbare Punkte bleiben benachbart (Beispiel: irrationaler Fluss auf einem Torus).
Bei unstabilen ergodischen Fliissen kann man je nach der Geschwindigkeit, mit der benachbarte Punkte
auseinanderstreben, sogenannte mischende Fliisse oder K-Fliisse definieren.

9.1.5 Wie hiingt ¢;* von dem Vektorfeld X ab?

Hierzu muss man eine Topologie auf der Menge der Vektorfelder D!(M) auf M einfiihren. Ohne auf Ein-
zelheiten einzugehen, erwidhnen wir nur, dass zwei Vektorfelder als benachbart definiert werden, wenn ihre
Werte zusammen mit einer gentigenden Zahl ihrer Ableitungen benachbart sind.

i.) Generische Eigenschaften von Vektorfeldern.
Eine Eigenschaft E heifit generisch, wenn ‘fast alle’ Vektorfelder in D'(M) diese Eigenschaft haben.
Genauer definiert man:

Definition 9.8 E heifit generisch, wenn die Menge
Xg = {X € D'(M) : X hat die Eigenschaft E}

eine residuale Menge in D'(M) enthdilt. Hierbei heift Y C D'(M) residual, wenn D'(M) \ 'Y die
Vereinigung von hdchstens abzdihlbar vielen nirgends dichten Mengen ist. Wenn Y offen und dicht ist,
dann ist Y residual.
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i1.) Strukturelle Stabilitét.

Definition 9.9 Zwei Vektorfelder X € D'(M) und Y € D'(N) heiflen topologisch konjugiert, wenn
es einen Homdomorphismus (nicht Diffeomorphismus) h: M — N gibt, so dass fiir alle t

ho ¢ = ¢ oh.
Etwas schwicher ist die folgende

Definition 9.10 Zwei Vektorfelder X € D*(M) undY € D*(N) heiffen topologisch dquivalent, wenn
es einen Homdomorphismus h : M — N gibt, der orientierte Bahnen von X in orientierte Bahnen
von Y idberfihrt.

Hierdurch ist eine Aquivalenzrelation von Feldern in D' (M) definiert. Die oben aufgezihlten Begriffe,
wie A*(m), Ax, kritische Punkte etc., sind mit dieser Aquivalenzrelation vertriglich, zum Beispiel ist
Ay = h(Ax) etc.

Definition 9.11 Ein Vektorfeld X € D'(M) heift strukturell stabil, wenn es eine Umgebung Ux von
X in DY(M) gibt, so dass alle Y € Ux topologisch dquivalent zu X sind.

Leider ist fiir dim M > 2 die strukturelle Stabilitit keine generische Eigenschaft mehr.

ii1.) Bifurkationen.
Wir betrachten eine einparametrige Familie von Vektorfeldern

p:[0,1] — DY(M), cr— X,

also eine Kurve in DY(M). Ein Bifurkationspunkt ist ein Punkt b € [0,1], in dem die topologische
Aquivalenzklasse von X, wechselt. Die Bifurkationstheorie befasst sich mit generischen Kurven in
D'(M). Man kann auch mehrparametrige Familien von Vektorfeldern betrachten

Besonders weitreichende Resultate iiber das qualitative Verhalten von Fliissen ¢ existieren fiir dim M <
2 und fiir geniigend kleine Teilmengen von M.

9.2 Vektorfelder auf eindimensionalen Mannigfaltigkeiten

Eindimensionale Mannigfaltigkeiten sind diffeomorph zu R! oder S* (Kreislinie). Auf R! (oder S') existiert
ein Standardvektorfeld Xy ohne kritische Punkte. Jedes andere Vektorfeld ist dann von der Form

X = fX, mit einer Funktion f:R!' — R! bzw. f:8' — R.

Die kritischen Punkte von X sind offenbar genau die Nullstellen von f, und es gibt mindestens so viele
Aquivalenzklassen von Vektorfeldern, wie es Homdomorphieklassen von abgeschlossenen Mengen in R! (oder
S1) gibt. Es gilt folgendes plausible Resultat:

Satz 9.12 X ist genau dann strukturell stabil, wenn alle Nullstellen von f einfach sind, also wenn f'(mg) #
0 fiir alle Nullstellen my.

Die Menge der so erhaltenen strukturell stabilen Vektorfelder ist offen und dicht (also generisch) in
D'(M). Einfache Nullstellen sind stets isoliert und haben abwechselnd f’ > 0 und f’ < 0. Insbesondere ist
fir M = S! ihre Anzahl endlich und gerade. Zwei Vektorfelder auf S*, deren simtliche Nullstellen einfach
sind, sind genau dann topologisch dquivalent, wenn sie dieselbe Anzahl von Nullstellen haben. Wenn wir zur
Definition der Aquivalenz Diffeomorphismen statt Homdomorphismen herangezogen hiitten, dann wiren die
Werte von f’ an den kritischen Punkten Invarianten, und Vektorfelder mit kritischen Punkten kdnnten nicht
strukturell stabil sein.
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9.3 Lokale Stabilitét

Definition 9.13 Es sei X € D'(M),Y € D*(N), pe M, g € N. X im Punkte p heifit lokal dquivalent zu
Y im Punkte q, wenn es offene Umgebungen U, und U, gibt, so dass X auf U, topologisch dquivalent zu'Y
auf Uy ist.

Definition 9.14 X € D'(M) heifit lokal strukturell stabil im Punkte p € M, wenn es zu jeder Umgebung
U, von p eine Umgebung Ux von X gibt, so dass jedes Y € Ux in einem Punkte q € U, lokal dquivalent zu
X im Punkte p ist.

Zur Untersuchung der lokalen strukturellen Stabilitit haben wir zu unterscheiden, ob p reguldrer Punkt
(X (p) # 0) oder kritischer Punkt (X (p) = 0) von X ist. Zunéchst gilt der

Satz 9.15 Wenn p reguldrer Punkt von X ist, dann ist X bei p lokal dquivalent zu dem konstanten Vektorfeld
(1,0,...,0) auf R™ im Punkte 0 € R™. Also ist ein Vektorfeld X lokal strukturell stabil in jedem seiner
reguldren Punkte.

Kritische Punkte sind schwieriger zu untersuchen. Sei X (p) = 0. Wir fiihren Koordinaten auf M ein und
ersetzen die Gleichung ' .
' = X" (z)

durch die um den kritischen Punkt linearisierte Gleichung

J

T=x0o

Das qualitative Verhalten der Losungen des linearisierten Systems hingt von den Eigenwerten der Matrix
A;- ab. Eigenwerte mit positivem (negativem) Realteil entsprechen Losungen, die mit ¢ — oo exponentiell
anwachsen (abfallen). Eigenwerte mit verschwindendem Realteil entsprechen einer marginalen, strukturell
instabilen Situation. Das motiviert folgende

Definition 9.16 FEin kritischer Punkt p eines Vektorfeldes X heifst hyperbolisch, wenn die Figenwerte der
Linearisierung von X um p alle nicht-verschwindenden Realteil haben. Der Index eines kritischen Punktes
ist die Anzahl der Eigenwerte mit negativem Realteil.

Definition 9.17 FEin Vektorfeld heifit hyperbolisch, wenn es die Eigenschaft (G1) hat: Seine kritischen Punk-
te sind alle hyperbolisch.

Index = n entspricht einem Attraktor, Index = 0 einem Repellor, 0 < Index < m einem sogenannten
Sattel. Hyperbolische kritische Punkte sind isoliert, ihre Anzahl ist endlich, wenn M kompakt ist. Analog
zum eindimensionalen Fall gilt der

Satz 9.18 Die Menge der hyperbolischen Vektorfelder ist offen und dicht in D*(M). Insbesondere ist (G1)
generisch.

Zur lokalen strukturellen Stabilitit formulieren wir den

Satz 9.19 (Hartman und Grobman)
Sei p hyperbolischer kritischer Punkt von X . Dann ist X in p lokal dquivalent zu seiner Linearisierung in p.

Satz 9.20 Sei p hyperbolischer kritischer Punkt von X und q hyperbolischer kritischer Punkt von'Y. Dann
ist X bei p genau dann lokal dquivalent zu'Y bei q, wenn die Indizes von X beip undY bei q ibereinstimmen.

Satz 9.21 X ist genau dann lokal struktuell stabil fiir alle p € M, wenn es hyperbolisch ist.
Satz 9.22 Wenn X strukturell stabil ist, so ist X hyperbolisch.

Fiir Anzahl und Art der hyperbolischen kritischen Punkte liefert das Indextheorem von Hopf eine wichtige
Einschrénkung.
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Satz 9.23 Sei M kompakt und orientierbar, dim M = n, und sei X hyperbolisches Vektorfeld auf M. Dann
18t

> (~1)'n; = x(M)

i=0
unabhdngig von X, wobei n; die Zahl der kritischen Punkte von X mit Index i und x(M) die Eulercharak-
teristik von M ist.

Es gilt z.B. fiir

e Sphiren S™:
(8™ = 2 fiir n gerade
0 fiir n ungerade

e Tori T™:
x(T") =0

e abgeschlossene Kugeln:
x(D") =1

9.4 Poincaré-Abbildung und hyperbolische Zyklen

Die kritischen Punkte eines Vektorfeldes X auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M bestimmen ledig-
lich das lokale Verhalten des Flusses ¢;<. Schon ein Zyklus v macht sich nicht an ihnen bemerkbar, da ja
alle Punkte auf v regulir sind. Um die Stabilitéitseigenschaften eines Zykels v zu untersuchen, betrachten
wir eine Hyperfliche ¥ transversal zu X, die von v im Punkte m durchsetzt werde (vgl. Abbildung). Jeder
Punkt p in der Ndhe von m wird dann nach einem Umlauf die Hyperfliche ¥ erneut in einem Punkte

0(p) = 67, (P)

treffen, wobei #(p) gerade die Zeit ist, die fiir diesem Umlauf benotigt wird.

>

Die Abbildung 8 ist ein (lokaler) Diffeomorphismus von ¥, der m als Fixpunkt hat: 8(m) = m. 6 heifit
Poincaré-Abbildung. Wenn man einen anderen transversalen Schnitt ¥ wihlt, fiihrt dies zu einer konjugierten,
also dquivalenten, Poincaré-Abbildung.

Die Stabilitdt von v hingt davon ab, wie sich Punkte in ¥ in der N&he des Fixpunktes m bei wiederholter
Anwendung von 6 verhalten. Zur Untersuchung dieser Frage betrachten man die Linearisierung von 6 um den
Punkt m, die nach Einfiihrung von Koordinaten in ¥ durch eine (n—1) x (n—1)-Matrix 6;; gegeben sein wird.
Die Eigenwerte p; von 6;; sind koordinatenunabhéngig und unabhéngig von . Sie heiflen charakteristische
Multiplikatoren von .

~ ist offenbar stabiler Attraktor, wenn alle |u;| < 1 fiir 4 = 1,...n — 1 und Repellor, wenn |u;| > 1 fiir
alle charakteristischen Multiplikatoren. |u;| = 1 fiir irgendeinen Multiplikator ist offenbar ein marginaler,
instabiler Fall. Dies gibt Anlass zu folgender

Definition 9.24 Ein Zyklus v heifit hyperbolisch, wenn |u;| # 1 fir i = 1,...,n — 1. Der Index von vy ist
die Anzahl seiner charakteristischen Multiplikatoren mit |u;| < 1.
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Definition 9.25 FEin hyperbolisches kritisches Element von X ist ein hyperbolischer Fixpunkt oder ein
hyperbolischer Zyklus von X.

Satz 9.26 Hyperbolische kritische Elemente sind isoliert. Wenn M kompakt und zweidimensional ist, dann
ist ihre Anzahl endlich.

Satz 9.27 Wenn X einen hyperbolischen Zyklus v hat, dann gibt es eine Umgebung Ux von X, so dass alle
Y € Ux einen hyperbolischen Zyklus nahe bei v haben.

Wir geben noch eine Anmerkungen zu Diffeomorphismen und Fliissen.

Die Untersuchung globaler Eigenschaften von Diffeomorphismen 6 und Fliissen ¢;X zu Vektorfeldern ist
im wesentlichen dquivalent (jedenfalls solange 6 sich stetig in den Einheitsdiffeomorphismen deformieren
lasst). Jeder solche Diffeomorphismus 6 : ¥ — ¥ lisst sich nimlich als Poincaré-Abbildung zu einem ge-
eigneten Fluss ¢ auffassen, sogar mit konstanter Umlaufzeit T', und fiir jedes feste t, ist natiirlich qbfg ein
Diffeomorphismus.

Die bisher fiir Vektorfelder bzw. Fliisse definierten Begriffe und Eigenschaften lassen sich (fast) alle ebenso
gut fiir Diffeomorphismen definieren. Dasselbe gilt fiir die weiter unter einzufiihrenden Eigenschaften.

Beispielsweise ist die positive Bahn m eines Diffeomorphismus € einfach die abz&hlbare Menge von
Punkten, die sich aus m durch wiederholte Anwendung von 6 ergeben:

my ={0"(m):n=0,1,...}.

Hiermit ist dann klar, wie sich die Definitionen von A*(m), Ax, Qx auf Diffeomorphismen iibertragen.
Offensichtlich sind auch die Definitionen von Generizitit und (lokaler) struktureller Stabilitét fiir Diffeomor-
phismen.

9.5 Generische Eigenschaften

Wir werden nun aufler (G1) weitere generische Eigenschaften von Vektorfeldern (und Diffeomorphismen)
kennenlernen.

Definition 9.28 Fin Vektorfeld hat die Eigenschaft (G2), wenn seine simtlichen kritischen Werte hyper-
bolisch sind.

Es gilt der plausible
Satz 9.29 (G2) ist generisch, und alle strukturell stabilen Vektorfelder haben die Eigenschaft (G2).

Um die generische Eigenschaft (G3) zu definieren, benttigen wir den Begriff der stabilen und instabilen
Mannigfaltigkeit eines hyperbolischen kritischen Elementes. Es sei A eine minimale Menge. Dann ist

SEA) ={m: > cA}>A

die invariante Menge von Punkten, deren positive bzw. negative Limesmenge in A liegt. Die Punkte S*(A)
laufen gewissermafen fiir ¢ — o0 in A ein. Wenn A ein Attraktor ist, dann enthilt S*(A4) D A eine offene
Menge und ist gerade der Einzugsbereich des Attraktors, wihrend S~ (A) = A gilt. Die Ausnahmepunkte,
die nicht im Einzugsbereich irgendeines Attraktors liegen, bilden die sogenannte Separatriz. Sie liegen in
Mengen St (B), wo B eine minimale Menge, aber kein Attraktor, ist. Wenn « ein hyperbolisches kritisches
Element ist, dann lésst sich zeigen:

Satz 9.30 Fiir hyperbolische kritische Elemente a sind S*(a) lokal eingebettete invariante Untermannig-
faltigkeiten. Wenn i der Index von « ist, dann ist

dim St =4 und dim S~ =n—1i, wenn « kritischer Punkt und

dimST =i+1 wund dimS~ =n—i, wenn a ein Zyklus ist.

S* heiflen stabile und instabile Mannigfaltigkeiten zu a. S*(a) enthilt offenbar keinen Fixpunkt aufer-
halb von «. Da durch jeden Punkt genau eine Bahn geht, gilt

ST @)NSTB) =5 (NS (B) =0 fira#p,
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und die Mannigfaltigkeiten S*(a) konnen sich nicht selbst durchschneiden. Durchschneidung von stabilen
mit instabilen Mannigfaltigkeiten sind moglich und enthalten mit jedem Schnittpunkt m die ganze Bahn m
von m. Bahnen in S*(a)N S~ (8) heilen homokline Bahnen von a, sie beginnen und enden in « fiir ¢ — Foo.
Bahnen in S*(a) N S~ (B) fiir a # B heiflen heterokline Bahnen von a, sie beginnen in 2 und enden in a.

Wenn a ein Zyklus ist, dann kann man die Durchstofpunkte von homoklinen und heteroklinen Bahnen
mit einem Poincaréschnitt ¥ betrachten, die sogenannten homoklinen und heteroklinen Punkte. Anwendung
der Poincaré-Abbildung 0 erzeugt aus homoklinen Punkten immer weitere, und es ergibt sich ein komliziertes
Bild von Durchschneidungen der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten in X. Auf der Abbildung unten
sind die Linien Schnitte von S* mit ¥. Sie schneiden sich in homoklinen oder heteroklinen Punkten.

Wenn « sattelartig ist, also stabile und instabile Richtungen aufweist, dann liegt ST () in der Separatrix.
Das Auftreten von heteroklinen und mehr noch von homoklinen Punkten weist auf eine sehr komplizierte
Gestalt der Separatrix hin und ist ein sehr wichtiges Signal fiir chaotisches Verhalten.

Generisch schneiden sich 7 und s-dimensionale Untermannigfaltigkeiten N; und N, einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit gar nicht, wenn r + s < n. Fiir r + s > n ist der Schnitt im generischen Fall (d = r + s — n)-
dimensional. In diesem Fall nennt man den Schnitt von N; und N, transversal. Fiir den Schnitt stabiler und
instabiler Mannigfaltigkeiten muss auflerdem d > 1 gelten. Fiir n = 2 sind insbesondere Sattelverbindungen
nicht generisch.

Definition 9.31 FEin Vektorfeld X hat die Figenschaft (G3), wenn es die Eigenschaft (G2) hat, und wenn
es nur transversale Durchschneidungen von stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten ST (a) und S~ (B) der
kritischen Elemente gibt.

Vektorfelder mit der Eigenschaft (G3) heiflen auch Kupka-Smale- Vektorfelder.
Satz 9.32 (G3) ist generisch, und alle strukturell stabilen Vektorfelder haben die Eigenschaft (G3).

Fiir n = 2 bedeutet (G3) Hyperbolizitit aller kritischen Elemente und Abwesenheit von Sattelverbin-
dungen. Etwas weniger anschaulich aber wichtig ist ist die Eigenschaft (G4).

Satz 9.33 Ein Vektorfeld hat die Eigenschaft (G4), wenn Tx = Qx gilt, d.h. sdmtliche nicht-wandernden
Punkte liegen im Abschluss von T'x.

Ein irrationales Vektorfeld auf dem Torus T? ist ein Beispiel eines Vektorfeldes ohne die Eigenschaft
(G4). Die letzte wichtige Definition, die wir ausfiihrlicher beschreiben, ist die folgende.

Definition 9.34 FEin Morse-Smale-Vektorfeld ist ein Vektorfeld mit den Eigenschaften (G3), (G4) und (F):
Die Anzahl der kritischen Elemente ist endlich.

Satz 9.35 Morse-Smale-Vektorfelder sind strukturell stabil.
Wenn ¥y die Menge der Morse-Smale-Vektorfelder bezeichnet, Yg die strukturell stabilen Vektorfelder
und Gy die Vektorfelder mit den Figenschaften (G1) - (G4), so gilt also

EMC25C94.

Fiir n = 2 und M kompakt ist (F) schon eine Folge von (G2), und die Morse-Smale- Vektorfelder sind fiir
n = 2 gekennzeichnet durch die folgenden Eigenschaften:

i.) endlich viele, simtlich hyperbolische kritische Elemente
ii.) Abwesenheit von Sattelverbindungen

ii.) Fiir jeden Punkt m sind \*(m) eindeutige kritische Elemente.

BEWEIS: Dass Morse-Smale-Vektorfelder die obigen Eigenschaften haben, ist klar. Ebenso ist klar, dass aus den
obigen Eigenschaften (G2), (G3) und (F) folgen. (G4) folgt ebenfalls. Sei ndmlich m ¢ I'x nicht-wandernd. Dann ist
At (m) kein Attraktor und A\~ (m) kein Repellor, also gibt es eine Sattelverbindung im Widerspruch zu 4. ). O

Fiir n = 2 konnen Morse-Smale-Vektorfelder nur folgende Verbindungen von kritischen Elementen durch
Trajektorien aufweisen:
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attr. Punkt

/

Sattel
-~ Zyke
rep. Punkt
rep. Zykel attr. Punkt
attr. Zykel

Hierdurch ist eine Halbordnung auf der Menge der kritischen Elemente definiert, der sogenannte Smalsche
Fécher-.

Einen Durchbruch fiir die qualitative Theorie dynamischer Systeme in zwei Dimensionen stellt das fol-
gende Theorem (Peixoto, 1962) dar.

Satz 9.36 Sei X ein vollstindiges Vektorfeld auf einer kompakten, orientierbaren, zweidimensionalen Man-
nigfaltigkeit M. Dann ist X genau dann strukturell stabil, wenn es ein Morse-Smale-Vektorfeld ist, und die
Menge der strukturell stabilen Vektorfelder ist offen und dicht.

Fiir n = 2 ist also strukturelle Stabilitidt generisch und durch die Morse-Smale-Eigenschaft charakerisiert.
Fiir n > 3 sind die Verhiltnisse viel komplizierter:

e (Ox kann ganz andere Mengen enthalten, etwa chaotische Mengen und seltsame Attraktoren.

o Sattelverbindungen kdnnen generisch werden, was zu neuer, nicht-trivialer Rekurrenz fiithren kann.

(F) ist nicht mehr generisch. Es gibt fiir jedes n > 2 eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M und ein
Vektorfeld X auf M, so dass in einer offenen Umgebung Ux von X alle Vektorfelder die Eigenschaft
(G4), aber nicht (F) haben.

Es gibt fiir jedes n > 2 eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M und ein Vektorfeld X auf M, das
strukturell stabil ist, aber nicht Eigenschaft (F) hat.

Es gibt eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit M, auf der die strukturell stabilen Vektorfelder nicht
dicht sind.

Das grofle, bisher ungeloste Problem fiir n > 3 ist die Charakterisierung der generischen Vektorfelder. Die
Definition der Hyperbolizitét lisst sich auf Qx erweitern. Man sagt, dass Vektorfelder mit hyperbolischem
Qx Axiom (A) erfiillen. Solche Vektorfelder sind aber immer noch nicht generisch.

Eine Zerlegung von Qx = @ U...U Q4 in irreduzible Komponenten ist moglich, und man kann die
Existenz einer Halbordnung (Smalescher Ficher) auf den Q; fordern. Niheres dazu in Abraham-Marsden,
Kapitel 7.

9.6 Bifurkationen, generische Kurven in D'(M), ‘Katastrophen’
Wenn Vektorfelder von einem Parameter o abhingen, dann ergibt das Kurven:
p:[0,11 = I— DY(M)
= a— X, € DY(M)

Die Punkte in I, an denen sich das Verhalten von X, qualitativ &ndert, an denen also die topologische
Aquivalenzklasse von X, wechselt, heiflien Bifurkationspunkte. Sie bilden eine Teilmenge Iz C I. Fiir n = 2
lassen sich Ip und die moglichen Bifurkationen im generischen Fall gut charakterisieren. Es beschreibt dies
der Satz von Sotomayer (1968):

Satz 9.37 Es sei u: I — D'M eine generische Kurve in D*(M) und M sei 2-dimensional. Dann gilt:

i.) Die Bifurkationsmenge Ig C B ist abgeschlossen und nirgends dicht in I.

ii.) Bifurkationen treten genau fiir die Parameterwerte o auf, fiir die X, kein Morse-Smale- Vektorfeld ist.
iii.) An einem Bifurkationspunkt tritt genau eine der folgenden Katastrophen auf:

(Q1) Ein kritischer Punkt wird nicht-hyperbolisch.
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(Q2) Ein Zyklus wird nicht-hyperbolisch.
(Q3) Es bildet sich eine Sattelverbindung aus.

(Q4) Es bildet sich eine nicht-triviale Rekurrenz aus, d.h. es gelten (G2), (G3) und (F), nicht aber
(G4)-

Fiir dim M > 2 gilt nur ein schwicheres Ergebnis fiir generische Kurven:

i.) Ip C I ist abgeschlossen.

#.) Ig = I3 U I, wobei I die Bifurkationspunkte sind, fiir die X, die Eigenschaft (G2) oder (G3) nicht
hat, und I, die Bifurkationspunkte sind, fiir die X, (G2) oder (G3) oder (G4) nicht hat.

iii.) Fiir o € I3 ereignet sich genau eine der folgenden Katastrophen:

(Q1) Ein kritischer Punkt wird nicht-hyperbolisch.
(Q2) Eine geschlossene Bahn wird nicht-hyperbolisch.
(Q3) Es bildet sich eine Sattelverbindung zweier kritischer Elemente.

iv.) Fiir a € I tritt nicht-triviale Rekurrenz auf.

Derartike Bifurkationen kénnen beim Durchstimmen eines Parameters an einem dynamischen System
beobachtet werden. In einem stromenden Fluid tritt beispielsweise Turbulenz auf, sobald die Reynolds-Zahl
einen kritischen Wert iiberschreitet. Ein weiteres Beispiel ist die Bénard-Instabilitéit: Wenn eine Fliissigkeit
iiber einer ebenen Platte steht, dann findet bei geringer Erwidrmung zunichst nur Wirmeleitung statt,
bei Erh6hung des Temperaturgradienten setzt Konvektion mit regelméfiigen Konvektionszellen ein, die bei
weiterer Steigerung der Temperaturdifferenz in immer kleinere Zellen zerfallen, bis das Strémungsmuster
plotzlich chaotisch wird.

Wir wollen zum Schluss einige elementare Katastrophen an Fixpunkten und Zyklen aufzihlen, die auf
generischen Kurven in D! (M) zu erwarten sind.

Wegen des Hopfschen Indextheorems ist es im Allgemeinen nicht maglich, dass durch eine lokale Anderung
von X nur ein kritischer Exponent eines einzelnen kritischen Punktes verschwindet. Vielmehr miissen kriti-
sche Elemente zusammenriicken und in Wechselwirkung treten.

9.6.1 Katastrophen an kritischen Punkten

i.) Zwei kritische Punkte mit Indizes ¢ und ¢ + 1 stoen zusammen und verschwinden. Hierbei geht bei
beiden kritischen Punkten ein Exponent A gegen Null.

S~
P

i1.) Hopf-Bifurkation A2 — =+if. Einem Attraktor in zwei Richtungen wird also ein attraktiver Zyklus
und ein Repellor in zwei Richtungen zugeordnet.



9.6.2 Katastrophen an Zyklen
Hierbei nehmen kritische Multiplikatoren der Poincaré-Abbildung |u;| =1 an.
i.) u =1 wie in i.) im letzten Abschnitt fiir die Poincaré-Abbildung.
ii.) p1,o = e*, Hopf Bifurkation fiir die Poincaré-Abbildung, Attraktor-Zykel — Repellor-Zykel und At-

traktor-Torus.
O

iii.) p = —1, Periodenverdopplung. Ein Zyklus verdoppelt seine Linge und Periode durch Aufspaltung. Dies
ist nur mdglich fir dim M > 3.

O-

Es gibt unzihlige beobachtbare Fille, bei denen sich derartige Katastrophen bemerkbar machen. Von
besonderem Interesse sind generische Kurven, auf denen das Verhalten eines Vektorfeldes vom Reguliren
ins Chaotische iibergeht, wobei chaotisches Verhalten in dissipativen Systemen durch die Existenz seltsamer
Attraktoren gekennzeichnet ist. Folgende Wege zum Chaos (‘Szenarien’) sind als generisch bekannt und
beobachtet:

i.) Unendliche Folge von Periodenverdopplungen fiir Werte a, 23 ag.

ii.) Ruelle-Takens-Szenario: Ein attraktiver Fixpunkt geht durch zwei aufeinander folgende Hopf-Bifurka-
tionen in einen 2-Torus iiber, worauf sich dann ein chaotischer Attraktor ausbildet:

p — T' — T? — seltsamer Attraktor.

#i.) Ubergang durch Intermittenz: Chaotisches Verhalten tritt auf und verschwindet mehrmals, bis es sich
endgiiltig durchsetzt.

9.7 Attraktoren und Chaos

In dynamischen Systemen der Dimension n > 3 konnen in generischer Weise ganz andere Attraktoren als
nur Fixpunkte und Grenzzyklen auftreten. Die Bewegung auf und nahe bei diesen ‘seltsamen Attraktoren’
ist in hohem Mafle irregulir. Seltsame Attraktoren kénnen in dissipativen Systemen auftreten, bei denen
das Phasenraumvolumen unter dem Fluss ¢ fiir ¢ > 0 kontrahiert wird, und sie werden als Modell oder
Erklarung fiir die zahlreichen Beispiele chaotischen Verhaltens deterministischer Systeme herangezogen.

Als erstes Beispiel betrachten wir das Lorentz-System, das im Jahre 1963 als vereinfachtes Modell zur
Beschreibung des Bénard-Phinomens konstruiert wurde. Es ist ein dreidimensionales Dynamisches System
mit der Gleichung

r = —azr+ay
y = —zz4rT—Y
T = zy-— bz,
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wobei a, b > 0. Die relative Volumenéinderung unter dem Fluss ist offenbar

1dV

In Abhingigkeit vom Parameter r tritt qualitativ unterschiedliches Verhalten auf, das fiir geeignete Werte
von r chaotisch ist. Dynamische Systeme dhnlicher Art treten in unzihligen Situationen auf, z.B. in der
Populationsdynamik, Okonomie, Chemie oder Elektrotechnik. Die Dynamik der Raten z,y, z von Ha, Oa,
H50 in der Reaktion 2Hs + O2 = 2H>0 ist beispielsweise durch ein Gleichungssystem

T = 2k 2% - 2k2:c2y
§ o= k2’ —kpaly
2 = —2k2%+ 2k2x2y

zu beschreiben. Fiir kompliziertere Reaktionen kénnen die Losungen der Reaktionsgleichungen merkwiirdiges
Verhalten haben. Beispiele sind die Belousov-Zhabotinskij-Reaktion (eine Oxidationsreaktion von Malon-
siiure durch Bromat) oder der sogenannte Brusselator. Es werden Grenzzyklen und chaotisches Verhalten
beobachtet.

Die wichtigesten Eigenschaften eines Lorentz-Systems im chaotischen Bereich entnehmen wir der folgen-
den Abbildung (fiir r = 28, a = 10, b = 8/3, aus Schuster: Deterministic Chaos).

¥

Es bildet sich ein eigentiimlich geformter, vornehmlich um eine gewisse zweidimensionale Fliche herum
konzentrierter Attraktor aus. Die Trajektorien werden lings des Attraktors auseinandergespreizt und quer
zum Attraktor kontrahiert. Auf jedem der beiden ‘Ohren’ des Attraktors findet eine intensive Durchmischung
statt: Die Trajektorien laufen auf jedem Ohr zun&chst spiralenférmig von innen nach auflen, bis sie plotzlich
in den inneren Bereich des anderen Ohres springen. FEine Schliisselrolle bei diesem Umschaltvorgang spielt ein
Fixpunkt bei (0, 0,0) mit Index ¢ = 2. (Im Zentrum der beiden Ohren befindet sich je ein Fixpunkt vom Index
¢ =1, und es gibt heterokline Bahnen. Der Attraktor ist keineswegs genau zweidimensional, sondern weist in
transversaler Richtung eine eigentiimliche, in immer kleineren Skalen selbstihnliche ‘fraktale’ Blitterstruktur
auf, die wir genauer an einem anderen Modell, dem sogenannten Roessler-Attraktor studieren wollen (vgl.
Abbildung aus Abraham & Shaw: Dynamics)
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Die Blitterteigstruktur ensteht (wie beim Lorentz-Attraktor) dadurch, dass ein Band lings des Attraktors
immer wieder gespreizt und dann durch Faltung wieder auf seine urspriingliche Breite gebracht wird. Die
einzelnen Blitter werden durch die Kontraktion quer zum Attraktor immer dicher aufeinandergepresst.
Zur dettaillierten Betrachtung der Feinstruktur kénnte man die Poincaré-Abbildung fiir einen transversalen
Schnitt duch den Attraktor heranziehen.

Die Hénon-Abbildung ist eine Abbildung des zweidimensionalen Raumes in sich, die man als Prototyp
der Poincaré-Abbildung zu einem seltsamen Attraktor der soeben geschilderten Art ansehen kann. Sie hat
die Gestalt

(@,y) — 0(z,y) = (2,9)

mit

z 1—az?+y,

~

g = —-bx, 0<b<1.

Die Volumenkontraktion bei Anwendung von 6 ergibt sich sofort aus der Determinante der Jacobimatrix:

—9az 1
det a — +b.
b 0

Die Wirkung von 6 beobachtet man am besten, indem man 8 = 63 o 65 o §; als Hintereinanderschaltung von
drei Abbildungen darstellt (Bilder aus Schuster: Deterministic Chaos).
Wir betrachten zuniichst die Ausgangsgestalt:

0, ist eine flichenerhaltende Verbiegung;:

6,: 2=z, ¢y =1-—az’+y.

05 ist eine Kontraktion:

03 ist eine Drehung um 90°:

Es ist anschaulich, dass durch wiederholte Anwendung der Hénon-Abbildung ein Attraktor mit selbst-
ghnlicher, bldtterartiger Struktur entsteht. Dieser Hénon Attraktor ist in der folgenden Abbildung (wieder
aus Schuster) dargestellt.
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Abbildung a) zeigt den Hénon-Attraktor als ganzen. In b) und c) werden jeweils Ausschnittsvergrofie-
rungen gezeigt. Die Selbstihnlichkeit auf immer kleinere Skalen wird sichtbar. In d) ist die relative Aufent-
haltswahrscheinlichkeit auf jedem der sechs in b) und c) sichtbaren ‘Béinder’ aufgetragen.

Eine weitere (allerdings unstetige) Vereinfachung und Idealisierung der Hénon-Abbildung ist die soge-
nannte Bickertransformation des Einheitsquadrates in der Ebene auf sich:

x fir 0<z<?i

.'L‘I _ 2
- b
.'L‘—% fiir %<x§1

y = Sy fiir OSxS%
ay+ 1 fir l<a<1’

wobei 0 < a < 1 ist. Sie lisst sich durch Hintereinanderschaltung folgender Abbildungen veranschaulichen:

i o =

Ausgangskonfiguration Kontraktion um Faktor o

Streckung und Stauchung um Faktor 2 Zerschneidung und Aufeinandersetzen
Der Name der Abbildung erklirt sich daraus, dass sie in gewisser Weise das Falten und Ausrollen von Teig

simuliert. Man sieht, wie durch wiederholte Anwendung wieder eine selbstihnliche Blitterstruktur entsteht.
Als wichtige Kennzeichen seltsamer Attraktoren halten wir fest:

i.) Durchmischung auf den Attraktor, nahe beieinanderliegende Punkte entfernen sich in schwer kontrol-
lierbarer Weise voneinander.

i1.) Zusammenspiel von Stauchung quer zum Attraktor und Dehnung lings des Attraktors.

iii.) Fraktale, selbstéhnliche Feinstruktur.
Wir kommen nun zu einigen Hilfsmitteln zur quantitativen Beschreibung dieser Phéinomene

9.7.1 Liapunov-Exponenten

Wir betrachten eine Abbildung f : R™ — R", etwa eine Poincaré-Abbildung oder einen diskretisierten Fluss
¢f§. Das lokale Streckungs- und Stauchungsverhalten von f im Punkte z ist durch die Eigenwerte

i (:U) — e)\,- (z)+ivi(z)
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der Jacobi-Matrix f'(z) gegeben. Um eine globale mittlere Spreizung von f zu definieren, miissen wir mitteln,
und zwar mit einem Mafl p, das invariant unter f ist. Fiir den Fall, dass f auf der betrachteten Menge
ergodisch wirkt, ist p eindeutig gegeben durch die Mittelung iiber irgendeine Bahn von f:

N
I 3 1
0= [ eplaroe) = im0 3 otan)
mit Z,41 = f(z,) und z;1 beliebig.
Indem wir die Realteile A;(z) von In u;(x) der Grofle nach ordnen, A1 (z) > Aa(z) > ... > A\,(z) erhalten
wir die Definition der Liapunov-Exponenten Ag.

N
Li=x = /dnﬂ?p(x))‘l () = Ry % T_Zl)‘l(xr)
1 N
Li=M+...4+ X = J\}i_r}nooN;(Al(:cT)—%...wL)\k(wT))
1 N
Lo=M+...4)\, = A}i_r)nooN;()\l(xr)+...+)\n(xr))

Beispiel: Bei der Bickertransformation sind die A;(x) konstant, so dass sich die Mittelung eriibrigt, und
man erhilt a
A =In2, A2:1n§<0, Ly =Ina.

Ebenso findet man fiir die Hénon-Abbildung L, = Inn.

L, ist ein Ma#f fiir die mittlere Dehnung eines Streckenelementes. Der maximale Eigenwert setzt sich bei
der Mittelung im generischen Fall durch. L,, misst die mittlere relative Volumensénderung und Lj, charakte-
risiert die mittlere Flacheninderung von k-dimensionalen Flichenelementen. Die Liapunov-Exponenten sind
sehr wichtige Kenngroflen fiir das globale Verhalten von f: L,, < 0 signalisiert die Existenz von Attraktoren
und A; > 0 ist ein Signal fiir chaotisches Verhalten. Zudem existieren effiziente Verfahren zur wirklichen
Berechnung der Liapunov-Exponenten. Es lisst sich zeigen, dass der folgende Algorithmus zum Ziel fiihrt.
Man beginnt mit einem kleinen orthogonalen k-Bein im Punkte z1, das aus Vektoren derselben Lénge be-
steht. Man berechnet das Bild der k-Beins unter f und den Logarithmus des Verhiltnisses der k-Volumina
von neuem und altem k-Bein. Anschlieflend orthogonalisiert man das neue k-Bein und bildet es erneut mit
f ab. Nach N Iterationen bildet man den Mittelwert der Logarithmen der Volumenverhiltnisse, die sich bei
jeder Iteration ergeben haben. Dieser Mittelwert strebt fiir N — oo gegen Ly, wenn das anféingliche k-Bein
generisch gewihlt war (d.h. praktisch immer), da sich bei der Iteration die grofieren Eigenwerte durchsetzen.

Trotz ihrer grofien praktischen Bedeutung sind die Liapunov-Exponenten keine topologischen Invarian-
ten. Topologisch dquivalente Fliisse konnen verschiedene Liapunov-Exponenten haben, wie man ja auch an
der b-Abhingigkeit von Ly bei der Hénon-Abbildung sieht. Es liegt nicht einmal Invarianz unter Diffeo-
morphismen vor, sondern nur unter solchen Diffeomorphismen, die das invariante Maf} p fest lassen. Fiir
Hamiltonsche Vektorfelder sind dies die kanonischen Transformationen und p ist das Liouvillemafl. Die
Liapunov-Exponenten sind kanonische Invarianten, und es ist L,, = 0.

Schliefilich erwdhnen wir noch eine interessante andere Darstellung von L,,: Aus der Kettenregel folgt

FF@) gy = £ (F@))f' (1) = f'(z2) f' (1)  (Matrixprodukt)

und entsprechend fiir die N-fache Iterierte ) von f

N
F @) =T £ @n—r1)-
r=1
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Somit folgt
N N
Zlndet f'(z,) = Indet H f'(z,) = Indet f'(N)(Zlh)
r=1 r=1

und 1
Ly = lim —Indet F ()

unabhingig von z7.

9.7.2 Hausdorff-Dimension und Verallgemeinerungen

Die Definition der Hausdorff-Dimension verallgemeinert die Tatsache, dass die Anzahl N (€) von Wiirfeln der
Kantenléinge €, die zur Uberdeckung einer D-dimensionalen Mannigfaltigkeit benttigt werden, fiir e — 0 wie
e~ P anwichst. Man definiert nun auch fiir allgemeinere Teilmengen M C RY die Hausdorff-Dimension D
durch LN

D = lim 2N

e—0 Inl/e’

wobei N(e) die Anzahl der zur Uberdeckung von M benétigten N-dimensionalen Wiirfel mit Kantenlinge
€ ist. Wenn die ‘Einbettungsdimension’ N grof genug ist, ist D unabhiingig von N. Es gibt nun Mengen,
sogenannte Fraktale, mit nicht-ganzzahliger Hausdorff-Dimension D. Das einfachste Beispiel fiir Fraktale
sind die Cantormengen. Man unterteilt das Einheitsintervall in drei Teile und l&sst das mittlere Intervall
fort. Mit den verbleibenden beiden Teilintervallen verfihrt man ebenso und so weiter bis ins Unendliche.

Die Hausdorfl-Dimension dieser Menge ergibt sich mit der Folge €, = 1/3"™: N(en+1) = 2N (€,), also

n
D= ljy 22" _In2
n—oo In 37 In3

Auch fiir den Attraktor der Backer-Transformation ldsst sich die Hausdorff-Dimension leicht berechnen. In
z-Richtung liegen nur normale eindimensionale Intervalle vor. In y-Richtung findet man mit €, = (a/2)"
wieder N(ent1) = 2N (e,) und somit
In2
[na/2[
Esist 1< D <2und D =1 fiir a = 0 sowie D = 2 fiir a = 1 wie zu erwarten.

Seltsame Attraktoren haben typischerweise unganzzahlige Hausdorff-Dimensionen, was auf ihre fraktale
selbstahnliche Struktur zuriickzufiihren ist. Fiir den Lorentz-Attraktor ist D etwas grofier als 2 und fiir
den Hénon-Attraktor etwas grofier als 1, in beiden Fillen abhingig von den Werten der Parameter. Die
Hausdorff-Dimension ist ebensowenig eine topologische Invariante wie die Liapunov-Exponenten. Fiir den
Bicker-Attraktor ist

D=1+

A1
D=1+ —
Aol

Kaplan und York haben vermutet, dass allgemein gilt

J .
D = ] + M
|)‘J+1|

wobei j der grofite Index mit > 7_, A; > 0 ist.

Es gibt viele weitere Definitionen nicht-ganzzahliger Dimensionen, von denen wir einige beschreiben
wollen. Hierzu teilen wir den Phasenraum in Zellen der Gréfle € ein. w; sei dann das Maf3 der i-ten Zelle
beziiglich des oben definierten invarianten Mafles p. Fiir 0 < a < oo definiert man die a-Dimension einer
ergodischen Teilmenge durch

N(e)
D“‘lﬁ%lnll— anw
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N(e) ist wieder die Anzahl der zur Uberdeckung nétigen Zellen. Offenbar ist Dy = D die Hausdorff-
Dimension. Wenn w; eine Gleichverteilung ist, w; = ﬁ, dann ist D, = Dy unabhingig von a. Somit sind
verschiedene Werte D, D, ein Maf fiir die Inhomogenitét eines seltsamen Attraktors. Fiir eine gewShnliche
D-Mannigfaltigkeit ist w; ~ €, N(e) ~ e P und D, = D unanhingig von a. Allgemein ist Dy < D, fiir
o' > a. Fira=0,1,2ist

Do = limc o1 InN(e) Hausdorff-Dimension,
Dy = lim.o 1_—11 > (f ) wz Inw; Entropiesimension,
Dy = hmeﬂo1 I In Zz 1 w Korrelationsdimension.
D, ist besonders leicht zu bestimmen. Wenn man sich durch Iteration wieder N Punkte z, (r =1,...,N)

mit z,41 = f(z,) verschafft, dann ist niherungsweise w; = n;/N, wenn n; die Zahl der Punkte in der i-ten
Zelle ist. Damit ist

Dy, = lgr(l) A}gnoo n_e In N2 20 i—2j|) |, (8:6-Funktion)
= lim —
) lnec( -

C(e) ist das Korrelationsintegral, und C/(e) ~ eP2.

Die Bestimmung der iibrigen D, ist miihsamer. Fiir den Lorentz-Attraktor ist typischerweise Dy = 2,05
und fiir den Hénon-Attraktor Dy = 1,21 fiir a = 1,4, b = 0, 3. Bei der Messung an dynamischen Systemen
taucht oft die Schwierigkeit auf, dass der Zustand

2(t) = @1(8), ..., 2n(1) € R

fiir d > n dieselbe Information wie z(t) enthalten. Statt den Zustand zu einer Zeit kann man auch eine einzige
Koordinate zu verschiedenen Zeiten messen und die Verfahren zur Bestimmung der Kenngréflen A;, D, auf
y statt auf r anwenden. Dies fiihrt mit endlichem Wert von d sogar fiir unendlich-dimensionale Systeme
zum Ziel, da chaotische Attraktoren i.a. endliche und sogar kleine Dimensionen haben. Bei der Messung von
D, kann man ibrigens chaotisches Verhalten von deterministischen Systemen von stochastischem Chaos
unterscheiden, das durch eine stochastische Storung der Gréflenordnung [ bewirkt wird.

e Wenn e < | wird, verwischt sich ein chaotischer Attraktor. Wenn man Ine gegen = E wf auftragt,
dann ist die Steigung des Graphen fiir € > [ durch D, gegeben und fiir € < [ durch die D1mens1on n
des Systems.

e Wenn man in einem unendlich-dimensionalen System die Vektoren y benutzt, dann stabilisieren sich
die Resultate nicht mehr fiir d jenseits einer gewissen Schwelle.
9.7.3 Kolmogorov-Entropie

Das wichtigste Maf fiir die Unvorhersehbarkeit oder Chaotizitéit eines Flusses oder eines Diffeomorphismus
ist seine Kolmogorov-Entropie. Um sie zu definieren, teilen wir den Phasenraum wieder in Zellen der Gréfle
€ ein und betrachten die Wahrscheinlichkeiten (beziiglich des invarianten Mafles) w;,, .. ;, dafiir, dass der

Zustand sich zu den Zeiten tg,tg +r,...,to + nr in den Zellen i, ..., i, befindet. Fiir 0 < a < oo definieren
wir zunéchst
K = ~In Soowg -
104eeeyin

K é"H) - Ké") ist der Zuwachs an a-Entropie, der daraus erwichst, dass durch Unstabilititen der Zustand

zur Zeit to+ (n+1)7 sich nicht unbedingt auf eine Zelle genau bestimmen lésst, obwohl er zu den vergangenen
Zeitpunkten tg + 77 (0 < r < n) mit der Genauigkeit einer Zelle bekannt war.

N-1
1
= lim lim 1 _§ (n+1) _ gr(n)
K, = lm%]lm(l] lim > (Ka K, )

1
= lim lim lim —K(")
730e=0 N—oco NT
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ist dann ein Ma# fiir die mittlere Erzeugungsrate von a-Entropie. Fiir Diffeomorphismen entfiillt der Grenz-
iibergang T — 0. Es gilt wieder Ky < K, fiir o' > a.

K=K = iyl i o 3 W
904---yin
ist die Kolmogorov-Entropie.

Esist K =) /\;r, die Summe der positiven Liapunov-Exponenten. Die K, kénnen mit denen im vorigen
Abschnitt behandelten Methoden berechnet werden. Die Rechnung ist allerdings gewohnlich nur fiir Ko
praktikabel. In Systemen mit positiver Kolmogorov-Entropie streben die Trajektorien benachbarter Punkte
exponentiell auseinander, die Abhiingigkeit von den Anfangsbedingungen ist also stark instabil. Dynamische
Systeme mit K > 0 heiflen K-Systeme oder K-Fliisse.

Mischende Systeme sind dadurch definiert, das fiir messbare Mengen A, B lim;_, ., p(¢X(4) N B) =
p(A)p(B) gilt. Sie sind allgemeiner als K-Systeme, da sich in ihnen benachbarte Trajektorien zwar vonein-
ander entfernen, die Entfernung aber langsamer als exponentiell sein darf.

Ergodische, mischende und K-Systeme lassen sich durch das Spektrum des Liouville-Operators Lx : ¢ —
Lx¢ = X ¢ unterscheiden.

e Ergodisch: Lx hat nicht entarteten Eigenwert Null, da jede Erhaltungsgrofie identisch konstant sein
muss.

e Mischend: Lx hat Null als einfachen Eigenwert, sonst ist das System kontinuierlich.

e K-Fluss: Wie im vorigen Fall, aber zusétzlich abzdhlbar-unendliche Entartung im kontinuierlichen
Spektrum.
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