Vorwort

Dieses Buch ist aus einer Vorlesung iiber statistische Mechanik hervorgegangen, die
die Autoren mehrmals an der Universitéit Freiburg gehalten haben.

Das Gebiet der statistischen Mechanik lésst sich wegen seines gewaltigen Um-
fangs, seiner vielfdltigen Anwendungen auf die Beschreibung und Erkldrung der
verschiedensten Eigenschaften der kondensierten Materie, vor allem aber wegen sei-
ner methodischen Vielfalt und Unabgeschlossenheit nur schwer, wenn iiberhaupt,
in die Form einer einheitlichen Darstellung bringen.

Wenn man sich auf das zu beschranken hat, was in ungefihr einem Semester
von Dozenten und Studenten zu bewéltigen ist und dessen Beherrschung realisti-
scherweise von einem nicht spezialisierten Physiker erwartet werden darf, dann ist
man in der statistischen Mechanik zu einer besonders strikten Auswahl des Stoffes
gezwungen.

Wir haben uns fiir eine Konzentration auf die statistische Mechanik von Sy-
stemen im globalen und lokalen Gleichgewicht entschieden und, wenn auch mit
Bedauern, eine Behandlung des interessanten und forschungsintensiven Gebietes
der Kinetik und Transporttheorie ausgeblendet. Sie kénnten Inhalt einer weiteren
Vorlesung und eines anderen Buches sein.

Aus Griinden der Okonomie und der Ubersichtlichkeit ist unsere Darstellung
nicht so sehr an den mannigfaltigen Anwendungen der statistischen Mechanik, son-
dern eher am Ziel einer Bereitstellung ihrer Grundlagen und wichtigsten Methoden
orientiert. Diese Zielsetzung entspricht auch der Leitvorstellung der Reihe , Kon-
zepte der Theoretischen Physik®, in der unser Buch erscheint.

Andererseits wird, wie ein kurzer Blick auf das Inhaltsverzeichnis lehrt, jede Ge-
legenheit wahrgenommen, zur Klarstellung, inhaltlichen Anreicherung und Vertie-
fung auf die wichtigen Anwendungen der statistischen Mechanik des Gleichgewichts
mit einiger Vollstéandigkeit einzugehen oder wenigstens hinzuweisen.

Die Eigenart dieses Buches liegt in der sicherlich auch subjektiv bestimmten
Auswahl einiger Teilgebiete und Fragen, die wir als besonders wichtig erachtet und
mit Vorrang behandelt haben:

e Viel Miihe haben wir auf die statistisch-mechanische Begriindung der Ther-
modynamik und ihrer Hauptséitze verwendet. Insbesondere wird der ganz
zentrale Begriff der Entropie von verschiedenen Seiten beleuchtet. Die hierzu
benétigten Elemente der Wahrscheinlichkeits— und Informationstheorie wer-
den bereitgestellt, die Bedeutung der Legendre—Transformation zur Klarung
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der Beziehungen zwischen den verschiedenen Gleichgewichtsgesamtheiten
wird herausgearbeitet.

e Ein Schwerpunkt liegt auf einer Darstellung der Gittermodelle mit Einschluss
der Monte Carlo Verfahren zur Berechnung thermodynamischer Mittelwer-
te als erste Einfiihrung in ein heute besonders aktuelles Gebiet intensiver
Forschung.

e Kritische Phénomene, Skalengesetze und Renormierungsgruppe werden mit
der Ausfiihrlichkeit behandelt, die sie unter anderem wegen ihrer methodi-
schen Bedeutung verdienen.

e Zur Darstellung kommt auch der operatoralgebraische Zugang zur statisti-
schen Mechanik mit einem Hinweis auf die besondere Bedeutung der KMS—
Bedingung.

Wir hoffen, durch Stoffauswahl und Darstellungsweise den Leser mit den wich-
tigsten Begriffsbildungen und Verfahren der statistischen Mechanik des Gleichge-
wichts vertraut zu machen und so ein solides Fundament zu legen, auf dem er bei
Bedarf weiterbauen kann.

Im einzelnen ist der Aufbau dieses Bandes der folgende:

In einem einfithrenden Kapitel gehen wir kurz auf Aufgaben, Ziele und Ge-
schichte der Thermodynamik und der statistischen Mechanik ein.

Kapitel 2 enthélt eine konzentrierte, knapp gefasste Darstellung des Aufbaus
der phinomenologischen Thermodynamik. Im Mittelpunkt stehen die Begriffe der
Gibbs—Funktion und der Gibbsschen Fundamentalform. Eine Aufgabe der statisti-
schen Mechanik des Gleichgewichts ist es ja, die Hauptsdtze der Thermodynamik
aus den mikroskopischen Eigenschaften der Materie zu begriinden und fiir konkrete
Systeme die thermodynamischen Potentiale auszurechnen.

Dieses Kapitel ist von den folgenden weitgehend unabhéngig und kann von
Lesern, denen die Grundlagen der Thermodynamik wohlvertraut sind, {ibergangen
werden.

Kapitel 3 behandelt die fiir das folgende benétigten mathematischen Grundla-
gen zur Beschreibung von Zusténden und Observablen klassischer und quantenme-
chanischer Systeme, zur Wahrscheinlichkeitstheorie und zur Ergodenhypothese.

Im zentralen Kapitel 4 wird die ,,Herleitung“ der Thermodynamik mit Hilfe
der Anwendung von Wahrscheinlichkeitstheorien auf die mikroskopische Beschrei-
bung von Systemen mit vielen Freiheitsgraden von verschiedenen Seiten beleuch-
tet. Ausfiihrlich gehen wir auf die mannigfachen Aspekte des Begriffs der Entropie
ein. Einen abgekiirzten Weg von den Gleichgewichtsgesamtheiten zur Gibbsschen
Fundamentalform der Thermodynamik kann man gehen, wenn man von Kapitel
4.1.1 sofort zu den Abschnitten 4.2 bis 4.5 springt und die Abschnitte 4.6 und 4.7
auslésst.

Mit oder ohne diese Abkiirzung gelangt man zu Kapitel 5 mit ersten Folgerun-
gen aus der Gestalt der Gleichgewichtszusténde statistisch-mechanischer Systeme.

In Kapitel 6 stehen das Konzept der Quasiteilchen und die Eigenschaften von
Fermion— und Bosonsystemen ohne Wechselwirkung im Mittelpunkt.
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Kapitel 7 ist den wichtigsten Naherungsverfahren der statistischen Mechanik ge-
widmet: Storungstheorie, Virialentwicklung fiir Zustandssumme und Korrelations-
funktionen und Molekularfeldndherung. Hingewiesen wird auch auf die Bedeutung
von Funktionalintegralen.

Kapitel 8 beschéftigt sich mit Gittermodellen, besonders mit dem Ising—Modell,
dem Transfermatrixformalismus und dem Monte Carlo Verfahren, wihrend Kapitel
9 den Phaseniibergingen und der Skaleninvarianz an kritischen Punkten gewidmet
ist. Wichtige Stichworte sind hier Ordnungsparameter, Symmetriebrechung, kriti-
sche Exponenten, Landau—Theorie, Widom— und Kadanoff-Scaling und Renormie-
rungsgruppe.

Im abschlieBenden Kapitel 10 gehen wir in einer elementaren Einfiihrung auf
die operatoralgebraische Beschreibung thermodynamischer Systeme und auf die
Bedeutung der KMS-Bedingung ein, in der Erwartung, dass dieser Zugang gerade
fiir die Grundlagen der statistischen Mechanik weiter an Bedeutung gewinnen wird.

Sehr herzlich sei allen gedankt, die bei der Entstehung dieses Buches Hilfe gelei-
stet haben: Kollegen, Horer der Vorlesungen, Ubungsgruppenleiter, Diplomanden
und Doktoranden der Freiburger Theoriegruppen.

Besonderer Dank gilt auch den Mitarbeitern der VCH—-Verlagsgesellschaft, allen
voran Herrn Dipl. Phys. G. Jerke und Herrn Dipl. Phys. R. Wengenmayr fiir die
jederzeit angenehme und vertrauensvolle Zusammenarbeit.

Freiburg, im August 1994

Hartmann Romer
Thomas Filk
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1  Einfiihrung

1.1 Aufgaben und Ziele der statistischen
Mechanik

,Die Aufgabe der statistischen Mechanik ist die Ableitung der Makrogesetze fiir
makroskopische Systeme mit Hilfe statistischer Methoden, angewandt auf die Dy-
namik der Mikrosysteme.“ Dieser Versuch einer knappen Begriffsbestimmung soll
zunéchst kurz erldutert werden.

Die Systeme, welche Gegenstand der ,statistischen Mechanik® sind, setzen sich
typischerweise zusammen aus sehr vielen (= 10%3) gleichartigen Teilsystemen, wel-
che miteinander in Wechselwirkung stehen. Auch wenn manchmal mehrere Arten
von Teilsystemen zu unterscheiden sind (z.B. bei chemischen Reaktionen, wo die
miteinander reagierenden Substanzen verschiedenartige Teilsysteme darstellen), so
ist die Gesamtanzahl der Teilsysteme sehr grofl im Vergleich zur Anzahl der zu
unterscheidenden Komponenten. Diese Teilsysteme miissen nicht notwendigerwei-
se rdumlich voneinander getrennt vorliegen. So ist z.B. bei einem Photonengas
(welches wir zur Ableitung der Strahlungsformeln benutzen werden) jedes einzelne
Photon iiber das gesamte zugiingliche Volumen verteilt anzusehen. Ahnlich ist es
bei dem statistischen System der Schwingungsmoden von Kristallen (Phononen-
gas).

Auch wenn aus theoretischem Ehrgeiz eine vollstéindige Beschreibung physika-
lischer Systeme angestrebt wird, so ist gerade bei den Systemen der statistischen
Mechanik eine detaillierte Kenntnis der einzelnen Freiheitsgrade sowie deren zeitli-
che Entwicklung meist weder moglich noch wiinschenswert. ,,Unmoglich“ wird eine
solche Kenntnis aus mehreren Griinden: zum einen wiirde allein das Speichern einer
Datenmenge, welche die genauen Positionen und Geschwindigkeiten von 1023 Teil-
chen enthélt, jeden erdenkbaren Datentréger in unserem Universum iiberfordern.
Wegen des oft chaotischen Verhaltens der Systeme miisste die Genauigkeit dieser
Daten auflerdem exponentiell mit der Zeitspanne anwachsen, fiir welche eine genaue
Vorhersage erwiinscht wird. Bertiicksichtigt man quantenmechanische Effekte, so
scheint sich die Situation zwar zunéchst dadurch zu verbessern, dass die Zusténde
diskret werden, allerdings ist die Energiedifferenz benachbarter Zustdnde in ma-
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kroskopischen Systemen so klein, dass wegen der Unschérferelationen ungeheure
Messzeiten notwendig werden. (Eine Ausnahme bilden Systeme bei sehr geringen
Temperaturen, wo wegen quantenmechanischer Effekte die meisten Freiheitsgrade
als ,,eingefroren* angesehen werden kénnen.) Schlieflich ist ein makroskopisches Sy-
stem nie vollig abgeschlossen, sondern immer einem kleinen unerfassbaren Einfluss
seiner Umgebung ausgesetzt, der den Mikrozustand in unkontrollierbarer Weise
dndert.

Aber selbst wenn eine exakte Kenntnis des Mikrozustandes und seiner zeitli-
chen Entwicklung moglich wire, so wire diese Information von geringem Interesse.
Die Gesetze, nach denen makroskopische Maschinen funktionieren, hdngen nicht
von der momentanen Geschwindigkeit oder Position eines ganz bestimmten Mo-
lekiils ab. Es bliebe also trotz der genauen Kenntnis des Systems die Aufgabe, das
Verhalten der makroskopisch wichtigen Freiheitsgrade zu bestimmen.

Die statistische Mechanik hat die Aufgabe, die makroskopischen Gesetze eines
Makrosystems auf die (als fundamentaler angenommenen) mikroskopischen Ge-
setze seiner mikroskopischen Bestandteile zuriickzufiihren. Insbesondere sollte das
charakteristische ,,irreversible“ Verhalten makroskopischer Systeme, wie es sich in
der Thermodynamik durch den zweiten Hauptsatz von der Zunahme der Entro-
pie darstellt, mikroskopisch zu verstehen sein. Die Erkldrung fiir die Auszeichnung
eines sogenannten thermodynamischen Zeitpfeils, d.h. einer bevorzugten Zeitrich-
tung, trotz der Zeitumkehrinvarianz der zugrunde liegenden mikroskopischen Ge-
setze, ist z.B. eine Aufgabe der statistischen Mechanik, die in dieser Allgemeinheit
noch nicht gelést ist. (Wir gehen davon aus, dass die C'P—Verletzung der schwa-
chen Wechselwirkung nicht fiir diese Auszeichung einer Zeitrichtung verantwortlich
ist.) Die mikroskopische Beschreibung von Gleichgewichtszustdnden — und damit
die Ableitung der Thermodynamik — ist sicherlich am befriedigendsten gelost; die
Beschreibung des Ubergangs ins Gleichgewicht ist Gegenstand fortgeschrittener
Teilgebiete der statistischen Mechanik und der aktuellen Forschung.

Zu ein und demselben Makrozustand gehoren gewoOhnlich sehr viele Mikro-
zustdnde. Der Grundgedanke der statistischen Mechanik ist es, Wahrscheinlich-
keitsaussagen iiber die Mikrozustdnde bei gegebenem Makrozustand zu machen.
Auch wenn manchmal Quantensysteme eine verallgemeinerte algebraische Formu-
lierung verlangen, so kann man doch die Wahrscheinlichkeitstheorie als die ,,Spra-
che® der statistischen Mechanik ansehen, mit deren Hilfe GesetzmiBigkeiten for-
muliert werden. Das quasi—deterministische Verhalten von Makrozustinden sollte
dann eine Folge des Gesetzes der groflen Zahlen sein.

1.2 Historischer Abrifl der Thermodynamik
und der statistischen Mechanik

Obwohl die Geschichte der Thermodynamik und der statistischen Mechanik eng
miteinander verbunden sind, wollen wir doch fiir jedes der beiden Gebiete einzeln
kurz die historische Herausbildung der Vorstellungen beschreiben.

Bis zur Mitte des 19. Jahrhundert waren im Vergleich zu anderen Gebieten
der Physik die Fortschritte im Verstdndnis der thermischen Erscheinungen recht
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langsam.

Quantitative Aussagen wurden erst moglich, als mit dem Barometer und
dem Thermometer zuverlissige Messinstrumente fiir Druck und Temperatur zur
Verfiigung standen.

Erfolgreiche Bemiihungen um Temperatur sind seit dem 16. Jahrhundert zu
verzeichnen. Besonders hat sich Galileo Galilei [1564-1642] um 1600 Verdienste um
die Konstruktion von Thermometern erworben. Reproduzierbare Temperaturskalen
wurden vorgeschlagen

— seit 1709, endgiiltig 1714/15 von Gabriel Daniel Fahrenheit [1686-1736],

— im Jahre 1730 von René Antoine Réaumur [1683-1757] und

— 1742 von Anders Celsius [1701-1744].

Das erste zuverlédssige Barometer baute Evangelista Torricelli [1608-1647] im
Jahre 1644.

Ein grofles Hindernis fiir die Entwicklung der Wirmelehre war gefallen, als
Antoine Laurent Lavoisier [1743-1794] mit seiner 1774 verdffentlichten Theorie der
Verbrennung die bis dahin vorherrschende Phlogistentheorie beiseiteschob und den
Weg zu einer begrifflichen Trennung von Wérme— und Verbrennungserscheinungen
bahnte.

Eine wichtige Entwicklungslinie fiihrte bis zum Beginn des 19. Jahrhunderts
zur thermischen Zustandsgleichung des idealen Gases. Zu erwihnen sind hier das
Gesetz von Boyle-Mariotte: pV = const. bei konstanter Temperatur, zu dem Sir
Robert Boyle [1627-1691], Richard Townley [17. Jahrh.] und Edmé Mariotte [1620-
1684] zwischen 1661 und 1676 in mehreren Schritten gelangten, und das Gay-—
Lussacsche Gesetz der Warmeausdehnung V' = const. - T bei konstantem Druck,
ver6ffentlicht 1801 von John Dalton [1766-1844] und 1802 von Joseph Louis Gay—
Lussac [1778-1850].

Eine Fiille von Daten iiber Wiarmekapazitidten und spezifische Wirmen brachte
die Kalorimetrie, deren Grundlagen um 1760 von Joseph Black [1728-1799] und
spater von John Dalton gelegt wurden. Ausgangspunkt der Kalorimetrie war ei-
ne klare Unterscheidung zwischen den Begriffen der Temperatur und der Wérme-
menge. Anderseits legte gerade die Kalorimetrie, zusammen mit dem Ph#nomen
der latenten Warme bei Phaseniibergéngen die Vorstellung eines unzerstorbaren
Wirmestoffes nahe, der, wie auch Elektrizitit und Magnetismus, dem Kreis der
,Fluida® und ,,Imponderabilien* zugeordnet wurde.

Einen entscheidenden AnstoB fiir die weitere Entwicklung gab im Jahre 1824
die Schrift von Sadi Carnot [1796-1832] ,,Réflexions sur la puissance motrice du
feu et sur les machines propres a développer cette puissance® iiber die Theorie der
Warmekraftmaschinen. Hierin gibt Carnot die richtige Obergrenze fiir den Wir-
kungsgrad von Wérmekraftmaschinen an. Da Carnot von der Existenz eines weder
erzeugbaren noch zerstorbaren Wirmestoffes ausging, enthélt seine Herleitung je-
doch Fehler und Widerspriiche. Erst in seinen nachgelassenen Papieren findet sich —
ohne Begriindung — die richtige Vorstellung von der Warme als Bewegungsenergie.

Emile Clapeyron [1799-1864] verfolgte die Gedankengéinge Carnots weiter. Der
Weg zu einer endgiiltigen Kldrung der Verhéltnisse war allerdings so gewunden und
mithsam, dass C. Truesdell wohl mit Recht von der , tragikomischen Geschichte der
Thermodynamik* spricht.
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Ein wesentlicher Schritt zur Losung war die allgemeine Formulierung und kla-
re Fassung des Energiesatzes unter Einbeziehung von thermischen Erscheinungen
durch Julius Robert Mayer [1814-1878], James Prescott Joule [1818-1889] und
Hermann von Helmholtz [1824-1907] in den Jahren zwischen 1842 und 1847.

Aufbauend auf dem Energiesatz konnte William Thomson (Lord Kelvin) [1824—
1907] schon 1850 mit Hilfe der Carnot—Maschine eine absolute, substanzunabhéngi-
ge Definition der Temperatur geben. In demselben Jahr formulierte der geniale Ru-
dolf Clausius [1822-1888] den zweiten Hauptsatz der Wérmelehre, wobei er vom
Prinzip der Unmoglichkeit des (spiter von Max Planck so genannten) Perpetu-
um mobile zweiter Art ausging. William Thomson gelangte unabhéingig 1852 zu
demselben Resultat. Clausius fithrte 1865 fiir die in seiner Theorie auftretende,
zuniichst ,, Aquivalentwert“ genannte GroSe den Namen Entropie ein, und bewies,
dass die Entropie eines abgeschlossenen Systems niemals abnehmen kann.

Walter Nernst [1864-1941] trat 1906 mit der Veroffentlichung des dritten Haupt-
satzes der Wirmelehre hervor.

Auch die Urspriinge der statistischen Mechanik lagen in dem Streben, die Natur
der Wirme grundlegender zu verstehen. Philosophische Ansitze, die Eigenschaften
von Materie auf das Verhalten kleinster Bestandteile zuriickzufiihren, gab es schon
bei den Griechen. Erste wissenschaftliche Formulierungen finden sich bei Daniel
Bernoulli [1700-1782] in seiner ,,Hydrodynamica®“ 1738, der z.B. aus der Hypothe-
se von kleinsten Teilchen, die sich in stéindiger Bewegung befinden, das von Boyle
formulierte ideale Gasgesetz ableitete. Bernoulli kann somit als Begriinder der , ki-
netischen Gastheorie gelten.

Knapp 50 Jahre spiter entdeckte Thomson (Sir Benjamin Thomson, Graf von
Rumford [1753-1814]) bei seinen Versuchen, Kanonenrohre zu bohren, wie sich
durch Reibung Wérme erzeugen lésst. Dies fithrte ihn dazu, die damals géngige
Theorie, welche , Wéarme*“ als eine eigenstéindige Substanz sah, aufzugeben und
durch die Annahme zu ersetzen, dass es sich bei Wiarme um Bewegung von Mate-
rieteilchen handle.

In der Mitte des 19. Jahrhunderts entwickelten Clausius sowie Lord Kelvin
mechanische Modelle fiir die Theorie der Warme. Auch wenn der Schwerpunkt
ihrer Arbeiten mehr auf dem Gebiet der Thermodynamik liegt, so hat insbesondere
Clausius wesentliche Fortschritte in der Anwendung der ,kinetischen Gastheorie*
erzielt. Er untersuchte unter anderem Probleme der ,mittleren freien Weglénge*
und der ,,Molekiilradien®“ bei Gasen.

Als Beginn der statistischen Mechanik kann man jedoch das Jahr 1860 anse-
hen, in welchem James Clerk Maxwell [1831-1879] zum ersten Male Methoden der
Wahrscheinlichkeitslehre, wie sie von Laplace entwickelt wurden, auf die kineti-
sche Gastheorie anwandte, und die nach ihm benannte Geschwindigkeitsverteilung
der Molekiile in einem idealen Gas ableitete. Neben Maxwell kann auch Ludwig
Boltzmann [1844-1906] als Mitbegriinder der statistischen Mechanik betrachtet
werden. Durch die Annahmen der kinetischen Gastheorie gelang es Boltzmann,
Transportgleichungen fiir das Verhalten von Gasen aufzustellen, und aus diesen
z.B. die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung abzuleiten. Auflerdem definierte
er eine Grole H, die wir heute als negative Entropie interpretieren wiirden, fiir
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die er die Abnahme unter zeitlicher Entwicklung beweisen konnte (das sogenannte
H-Theorem).

Boltzmanns eigentliches Bestreben war Zeit seines Lebens ein Verstdndnis des
2. Hauptsatzes — die Zunahme der Entropie — aus mechanischen Betrachtungen. So
erschien schon 1866 sein Artikel ,,Uber die mechanische Bedeutung des 2. Hauptsat-
zes der Warmetheorie®*. Um 1877 kniipfte Boltzmann die grundlegende Verbindung
zwischen Thermodynamik und statistischer Mechanik, als er den Zusammenhang
zwischen der Entropie S eines Systems und der Anzahl W der moglichen Mikro-
zusténde dieses Systems fand: S = kln W. Diese Formel ziert heute seinen Grab-
stein. Nach den Uberlegungen von Boltzmann muss die Entropie eines Systems
nicht zwingend zunehmen, sondern nur mit einer iberwéltigenden Wahrscheinlich-
keit. Maxwell griff diese Ideen in Gedankenexperimenten auf, die heute unter dem
Namen ,,Maxwellscher Ddmon“ bekannt sind. Dieser Ddmon wire z.B. in der La-
ge, durch geschickte Selektion von schnellen Teilchen in einem Gas, die Entropie
zu verringern. Zur Zeit Boltzmanns wurde jedoch die kinetische Gastheorie ins-
besondere von den Phiinomenologen (Mach) und den sogenannten ,Energetikern®
(Helm, Oswald) noch sehr stark angefochten, teilweise auch mit unwissenschaftli-
chen Methoden, sodass Boltzmann gegen Ende seines Lebens in tiefe Depressionen
verfiel.

Ein entscheidender Hinweis fiir die Richtigkeit der kinetischen Gastheorie
(bzw. der Atom— und Molekiiltheorie iiberhaupt) kam 1905 durch die Dissertation
von Albert Einstein [1879-1955], in welcher er die Brownsche-Bewegung erklérte.
Obwohl diese ungeordnete , Zitterbewegung® von kleinen Partikeln in Fliissigkei-
ten schon lange bekannt war (Brown, 1827), konnte erst Einstein durch eine genaue
Abschétzung der Groflenordnung der Bewegung — hervorgerufen durch die statisti-
schen Schwankungen der Stofe von Fliissigkeitsmolekiilen auf das Partikel — der
Atomtheorie zum endgiiltigen Durchbruch verhelfen. In der Brownschen Bewegung
werden die Schwankungen, die bei einer statistischen Beschreibung der thermody-
namischen Gesetze notwendigerweise vorhanden sein miissen, direkt sichtbar.

Als einer der Mitbegriinder der statistischen Mechanik muss auch Josiah Wil-
lard Gibbs [1839-1903] angesehen werden. Nicht nur in seinen Arbeiten {iber ther-
modynamische Potentiale, sondern insbesondere auch in seinem zukunftsweisenden
Buch ,,Elementary Principles in Statistical Mechanics“ aus dem Jahre 1902, werden
sowohl die physikalischen als auch die mathematischen Grundlagen in ihrer heu-
tigen Form formuliert. Begriffe wie ,,mikrokanonische, kanonische, groflkanonische
Gesamtheit* und nicht zuletzt ,statistische Mechanik“ wurden von Gibbs geprégt.

Einige wichtige Namen und Daten zur Geschichte der Thermodynamik und der
statistischen Mechanik sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst. Bei neueren
Entwicklungen, die im Buch behandelt werden, haben wir an entsprechender Stelle
einige kurze historische Bemerkungen eingefiigt.
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Galileo Galilei
(1564-1642)

Robert Boyle
(1627 — 1691)
Richard Townley
(17. Jahrh.)
Edmé Mariotte
(1620-1684)

Gabriel Daniel Fahrenheit
(1686-1736)

René Antoine Réaumur
(1683-1787)

Anders Celius
(1701-1744)

Daniel Bernoulli
(1700-1782)

Joseph Black
(1728-1799)
Benjamin Thomson
(Graf von Rumford)
(1753-1814)

John Dalton
(1766-1844)

Joseph Louis Gay—Lussac
(1778-1850)

Pierre Louis Dulong
(1785-1838)
Alexis Thérese Petit
(1791-1820)

Nicolas Léonard Sadi
Carnot (1796-1832)

Benoit Pierre Emile
Clapeyron (1799-1864)

Robert Brown
(1773-1858)

um 1600

166176

1714/15
1730
1742
1738

1760
1762

1798

1801
1808-27

1802

um 1819

1824
1834

1828

Thermometer

Gesetz von Boyle-Mariotte

Temperaturskala
Temperaturskala
Temperaturskala
,, Hydrodynamica“:

Kinetische Gastheorie

Kalorimetrie
Entdeckung der latenten Wérme

Kanonenrohrversuche

Daltonsches Partialdruckgesetz
Entwicklung der chemischen
Atomtheorie

Gesetz von Gay—Lussac

Dulong—Petitsches Gesetz

Theorie der
Wirmekraftmaschinen

Wirmekraftmaschinen,
Verdampfungswirme

Entdeckung der
Brownschen Bewegung
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Julius Robert Mayer
(1814-1878)

James Prescott Joule
(1818-1889)

Hermann von Helmholtz
(1821-1894)

Rudolf Clausius
(1822-1888)

William Thomson
Lord Kelvin of Largs)
1824-1907)

Walter Nernst
(1864-1941)

James Clarke Maxwell
(1831-1879)

Ludwig Boltzmann
(1844-1906)

Josef Stefan
(1835-1893)

Wilhelm Karl Werner Wien
(1864-1928)

Max Karl Ernst Ludwig
Planck (1858-1947)

Josiah Willard Gibbs
(1839-1903)

Albert Einstein
(1879-1955)

Peter Josephus Wilhelmus
Debye (1884-1966)

um 1850

um 1850
1865
1850
1852

1906

1860

1877

1879

1893/94

1896

1900

1870
1902

1905

1912

Energiesatz

Zweiter Hauptsatz, Beitrage
zur kinetischen Warmelehre
Einfithrung des Entropiebegriffs

Definition der

absoluten Temperatur
Zweiter Hauptsatz

Dritter Hauptsatz
Maxwellsche
Geschwindigkeitsverteilung
S=klnW
Stefan—Boltzmann—Gesetz
Wiensches Verschiebungsgesetz
Wiensches Strahlungsgesetz
Plancksches Strahlungsgesetz
Gibbssche Phasenregel
,Elementary Principles in
Statistical Mechanis*

Erkldrung der Brownschen
Molekularbewegung

Theorie zur spezifischen
Waérme fester Korper
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2  Thermodynamik

Eines der Ziele der statistischen Mechanik ist die Ableitung beziehungsweise Be-
griindung der makroskopischen Gesetze thermodynamischer Systeme. Historisch
stehen die Gesetze der Thermodynamik, d.h. der Theorie der Wérme, am Anfang.
In der statistischen Mechanik finden viele Begriffe, wie z.B. Temperatur, Druck,
freie Energie, Entropie etc., erst ihre Rechtfertigung im Vergleich mit den phéno-
menologischen Gesetzen der Thermodynamik.

Aus diesem Grund soll das erste Kapitel dieses Buches einen Abriss der klassi-
schen Thermodynamik darstellen, also der Theorie, deren Gesetze durch die stati-
stische Mechanik spéter ihre Erklédrung finden sollen. Der Leser, dem die phénome-
nologische Thermodynamik vertraut ist, oder der ausschliefllich Interesse an dem
Formalismus und der Anwendung der statistischen Mechanik hat, kann dieses Kapi-
tel tiberspringen, bzw. sich auf die ersten beiden Abschnitte einschrinken, in denen
die Grundbegriffe der Thermodynamik sowie die Hauptséitze erlautert werden.

2.1 Vorbemerkungen

Bei sehr groen physikalischen Systemen (~ 1023 Teilchen) ist die genaue Beschrei-
bung und Verfolgung ihres Mikrozustandes — gegeben etwa durch Lage und Ge-
schwindigkeit aller Teilchen — weder moglich noch wiinschenswert. Unter Ver-
zicht auf unzugingliche oder unwesentliche Information beschrinkt man sich bei
Makrosystemen auf die Verfolgung ihres Makrozustandes, der durch die Messwer-
te eines geniigend grofien Satzes von Makrozustandsvariablen (Volumen, Druck,
Gesamtenergie usw.) gegeben ist. Die Thermodynamik ist eine allgemeine Theo-
rie von Makrosystemen, der Beschreibung ihrer Makrozusténde, der gegenseitigen
Abhéngigkeit ihrer Makrozustandsvariablen und der moglichen Zustandsénderun-
gen. Im Rahmen der Thermodynamik soll , Zustand“ stets , Makrozustand“ und
,Zustandsvariable“ stets ,,Makrozustandsvariable“ bedeuten. Statt ,Zustandsva-
riable® sagt man oft auch ,,Zustandsfunktion“ oder einfach , Variable“.
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2.2 Grundbegriffe

System heifit ein identifizierbarer, gedanklich und im Prinzip auch operativ abtrenn-
barer Teil der physikalischen Welt, dessen Zustand unter anderem durch Vorgabe
gewisser Randbedingungen bzw. Rahmenbedingungen (z.B. sein Volumen) gegeben
ist. Was auf das System einwirken kann, muss sorgfiltig registriert werden und wird
zur Umwelt des Systems gerechnet.

Mehrere Systeme konnen zu einem Gesamtsystem vereinigt werden. Der Zu-
stand eines solchen Systems ist durch die Werte aller seiner Zustandsvariablen (oder
eines vollstindigen Satzes unabhéngiger Zustandsvariabler) gegeben. Die Identifi-
zierung der relevanten Variablen setzt einen Abstraktionsprozess voraus, die ir-
relevanten Variablen werden aufler Betracht gelassen, und man kann ein System
geradezu mit der Gesamtheit der moglichen Werte seiner (relevanten) Zustandsva-
riablen identifizierten.

Beispiel: Zwei Behélter gefiillt mit Helium, das fiir Zimmertemperatur die Ei-
genschaften eines idealen Gases hat. Ein vollsténdiger Satz von Zustandsvariablen
sind: Temperaturen, Volumina, Teilchenzahlen V; 2,71 2, N1 2. Im allgemeinen ir-
relevant sind die Bauart, Form und Lage der Behélter.

Ein System heifit
— geschlossen, wenn es mit seiner Umwelt keine Materie austauscht,

— abgeschlossen, wenn es mit seiner Umwelt weder Energie noch Materie aus-
tauscht, und
— offen sonst.

Nicht abgeschlossene Systeme kénnen gewoéhnlich durch Hinzunahme von Teilen
ihrer Umwelt zu abgeschlossenen Systemen erweitert werden.

Eine Zustandsgrofie eines Systems heifit extensiv (=additiv, mengenartig), wenn
sich ihre Werte bei Verdopplung des Systems (Zusammenfassung zweier Kopien zu
einem System) verdoppeln und intensiv , wenn sie sich nicht dndern.

Extensive Groflen sind z.B. Volumen, Energie, Teilchenzahl. Intensive Groéfien
sind Druck, Temperatur, Dichte usw. Es zeigt sich, dass die in der Thermodynamik
wichtigen Groflen im allgemeinen entweder extensiv oder intensiv sind.

Genau genommen, ist die Energie nur dann eine extensive Gréfle im soeben defi-
nierten Sinne, wenn eine Festlegung des Energienullpunktes moglich ist. Um dieser
Schwierigkeit zu entgehen, wollen wir auch solche Zustandsgroéfien extensiv nennen,
bei denen sich lediglich ihre Differenzen additiv unter der Zusammensetzung von
Systemen verhalten.

Die Erfahrung zeigt, dass ein abgeschlossenes Makrosystem nach Ablauf einer
gewissen Zeitspanne, der Relazationszeit, in einen Gleichgewichtszustand iibergeht,
der durch die Angabe der Randbedingungen eindeutig festgelegt ist und sich spon-
tan nicht mehr &ndert. Ein Gleichgewichtszustand kann durch eine geringe Zahl
unabhéngiger Zustandsvariabler beschrieben werden, wiahrend zur Festlegung von
Nichtgleichgewichtszustinden eine weit groflere Anzahl von Variablen erforderlich
sein kann.

Im Gleichgewicht sind Systeme oft stiickweise rdumlich homogen. Die homoge-
nen Bereiche heiflen Phasen. Jedes Teilsystem eines Systems im Gleichgewichtszu-
stand ist ebenfalls im Gleichgewicht. Die Gleichungen, welche die Zustandsvariablen
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eines Systems im Gleichgewicht durch einen Satz von unabhéngigen Zustandsva-
riablen ausdriicken, heiflen Zustandsgleichungen. Eine Zustandsédnderung eines Sy-
stems S heifit Prozess in S. FEin Prozess in S ist durch Anfangs— und Endzustand
gegeben. Eine Realisierung eines Prozesses (oft auch einfach Prozess genannt) gibt
an, wie die Zustandsénderung bewerkstelligt wird, hierzu ist die Angabe aller Zwi-
schenzusténde des abgeschlossenen Systems (S+Umwelt) erforderlich, was einer
Kurve im Zustandsraum von (S+Umwelt) entspricht. Eine Realisierung eines Pro-
zesses heiBt reversibel, wenn es maglich ist, ohne irgendeine Anderung zum Aus-
gangszustand des Systems (S+Umwelt) zuriickzukehren, und irreversibel sonst. Ins-
besondere ist der Ubergang eines abgeschlossenen Systems von einem Nichtgleich-
gewichtszustand in den Gleichgewichtszustand stets die irreversible Realisierung
eines Prozesses, der keine reversible Realisierung hat. Bei reversibler Realisierung
eines Prozesses von einem Gleichgewichtszustand in einen anderen (mit verénder-
ten Randbedingungen) kénnen nur Gleichgewichtszustéinde durchlaufen werden.
Das ist nur im Idealfall unendlich langsamen Verlaufes moglich.

Die Relaxationszeit eines Systems vergrofiert sich rasch mit seinen Ausmaflen.
In fast allen praktischen Féllen ist es moglich, ein System im Nichtgleichgewichts-
zustand in kleine aber immer noch makroskopische Teilsysteme zu zerlegen, die
sich in sehr guter Ndherung im Gleichgewicht befinden, d.h. ihren Zustand nicht
mehr dndern wiirden, wenn sie vom Rest des Systems isoliert wiirden. Ein solcher
Nichtgleichgewichtszustand heifit lokaler Gleichgewichtszustand. Selbstverstindlich
ist auch ein Gleichgewichtszustand erst recht ein lokaler Gleichgewichtszustand.
Im Falle des lokalen Gleichgewichts konnen die kleinen Teilchensysteme durch die-
selben Zustandsvariablen wie Gleichgewichtssysteme beschrieben werden, und die
Zustandsgleichungen sind fiir sie giiltig. Es konnen sich lediglich die Werte dieser
Variablen fiir verschiedene gleichartige kleine Teilsysteme unterscheiden.

Der Zustand eines Systems, das sich nicht einmal im lokalen Gleichgewicht
befindet, ist durch makroskopische Variable kaum beschreibbar; hier stot man auf
die Grenzen des Anwendungsbereiches der Thermodynamik, die man allgemein als
die Lehre von Systemen im lokalen Gleichgewicht definieren koénnte.

2.3 Die Hauptsitze der Thermodynamik

Die Grundaussagen iiber thermodynamische Systeme, also Systeme im lokalen
Gleichgewicht, werden gewohnlich in drei (oder vier) sehr allgemeine Hauptsiitze
zusammengefasst, aus denen dann eine Fiille von Folgerungen abgeleitet werden
kann. Wegen seiner Allgemeinheit ist das Begriffs— und Deduktionssystem der Ther-
modynamik auf eine Vielzahl physikalischer Systeme anwendbar, unabhéngig von
irgendwelchen Annahmen iiber ihren mikroskopischen Aufbau.

Der erste Hauptsatz ist hierbei einfach der Energiesatz, formuliert fiir ein
thermodynamisches System, die iibrigen fassen den irreversiblen Charakter von
Ubergingen ins Gleichgewicht in schérferer Form.

Erster Hauptsatz der Thermodynamik:
Fiir jedes System ist die Gesamtenergie E eine extensive Zustandsgréfle. In
einem abgeschlossenen System dndert sich der Wert von E nicht mit der Zeit.
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Allgemein lassen extensive Zustandsgrofien X eine Bilanzierung zu:
dX = 6 X +5X |, (2.3.1)

d.h. die Anderung dX von X setzt sich zusammen aus einer Anderung §.X durch
Zustrom von aufen und aus einer Anderung §; X durch Produktion im Innern. Der
erste Hauptsatz besagt dann: dF = 6. F, §; F = 0.

Die Zufuhr von Energie in ein System kann auf mannigfaltige Weise durch
Anderung von ZustandsgréBen erfolgen. Wir geben nun fiir einige Anderungen von
Zustandsgroflen X die zugehorigen Energiezufuhren dx E an. Hierbei kénnen wir
uns auf homogene Systeme im Gleichgewicht beschrénken, da sich wegen der Ex-
tensivitit der Energie die Energiezufuhr fiir inhomogene oder im lokalen Gleich-
gewicht befindliche Systeme einfach durch Addition der Zufuhren fiir homogene
Gleichgewichtssysteme ergibt.

e Volumenénderung:
oyE = —pdV . (2.3.2)

Der Druck p ist somit definiert durch den Energieaustausch mit einer Umge-
bung durch dnderung des Volumens. Dies bezeichnet man auch als eigentliche
mechanische Arbeit: durch die Ausdehnung des Systems gegen eine duflere
Kraft F', die z.B. einen Kolben um dr verschiebt, wird eine Arbeit

aE = Foar = Elay = pav (2.3.3)
g

geleistet, wobei o die Fldche orthogonal zur Verschiebung dr ist. ,,Kraft pro
Fliche” ist in der klassischen Mechanik der Druck. Das negative Vorzeichen
in (2.3.2) bedeutet, dass bei einer Volumenvergrofierung gegen einen dufleren
Druck dem System Energie entzogen wird.

Impulsénderung:
0pE = v-dp . (2.3.4)

v ist die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, eine intensive Zustandsgrofe.
Der Gesamtimpuls p ist hingegen extensiv.

Drehimpulsdnderung:
oL = w-dL . (2.3.5)

Wiederum ist die Winkelgeschwindigkeit w eine intensive Zustandsgrofie.

Anderung der Magnetisierung:

mE = B-dM . (2.3.6)

B ist ein dufleres Magnetfeld, in welchem sich das System befindet.

Ladungsénderung in einem elektrostatischen Potential ®:

SoE = ®dQ . (2.3.7)
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Anderung der elektrischen Polarisation in einem elektrischen Feld E:

5,E = E-dq . (2.3.8)

e Anderung der Lage gegen eine dufere Kraft K:

6zF=—-K -dz . (2.3.9)

Anderung der Teilchenzahl:

SNE = pdN . (2.3.10)

Dies definiert p als das chemische Potential .

Anderung der Anzahlen mehrerer Teilchensorten:

SnvpE = ) pidN; (2.3.11)

In diesem Fall ist jeder Teilchensorte ein eigenes chemisches Potential pu;
zuzuordnen.

Die gesamte Anderung der Energie durch diese und andere Mechanismen ist dann
immer von der Form:

SxpE = ) &dX; . (2.3.12)

In den angegebenen Beispielen ist X; im allgemeinen eine extensive und &; eine
intensive Grofle. AuBerdem ist X gewohnlich eine Grofle, die fiir das System selber
definiert ist, wihrend ¢ eine Eigenschaft der Umgebung darstellt. (Bei der Ge-
schwindigkeit des Schwerpunktes handelt es sich um die ,,aufgezwungene“ Schwer-
punktsgeschwindigkeit der Systemberandung.) Die (extensive) GréBe X; und die
(intensive) GroBe &; heiflen zueinander energiekonjugiert.

Es ist wichtig zu sehen, dass es zu den einzelnen Moglichkeiten der Energie-
zufuhr im allgemeinen keine energieartigen Zustandsgrofien gibt. So gibt es bei-
spielsweise keine Zustandsgrofle ,, Volumenenergie“ Ey,, da man leicht Beispiele fiir
Zustandsanderungen angeben kann, fiir die die gesamte Zufuhr von Energie durch
Volumenénderung so erfolgt, dass sich das System stets im Gleichgewichtszustand
befindet, sodass die Energiezufuhr durch Volumenénderung berechenbar ist:

2 T2
/ ovE = —/ pﬂdT ,
1 1 dr

bei denen aber die so zugefiihrte Energie vom gewéhlten Weg zwischen den
Zustdnden 1 und 2 abhéngt. Andererseits kann der Wert einer Zustandsgrofie defini-
tionsgem#f nur vom Zustand abhiingen, nicht aber von der Art seiner Herstellung.!

!Ebensowenig gibt es in einem konservativen Kraftfeld K = —VV ZustandsgroBen Vy, Vy, Vz,
da im Allgemeinen f Kgedx # 0 lings eines geschlossenen Weges und nur f (Kedx + Kydy +
K.dz) =0 gilt.
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In einem typischen thermodynamischen System ist Energiezufuhr noch auf eine
weitere durchaus charakteristische Weise moglich: Als Zufuhr von Wirme. Statt
0o E schreibt man meist §@Q). Es gilt dann:

dE = 0Q+) &dX; = 6Q+0A . (2.3.13)

0A = dxyE = ), &dX; heiBit hierbei oft zugefiihrte Arbeit (besser ,Nicht-
wirme“, da auch chemische Energiezufuhr inbegriffen ist). Es gilt stets

jl{ dEl = 0 ,
aber im allgemeinen

faQ - —faAz —ffidxi £0

es gibt also keine Zustandsgroflen ,, Wéarme* und ,,Nichtwérme®.

Die Moglichkeit einer weiteren Form der Energieiibertragung als ,,Nichtarbeit*
zeigt sich besonders deutlich bei der Einstellung von thermischem Gleichgewicht.
Zwei Systeme, die in keiner Weise miteinander Energie in Form von ,, Arbeit* aus-
tauschen konnen, sind im allgemeinen noch nicht miteinander im Gleichgewicht und
streben, wenn sie in thermischen Kontakt gebracht werden, einem neuen Gleichge-
wichtszustand zu, dem thermischen Gleichgewicht. So werden etwa zwei Behilter
mit Gasen, die in thermischen Kontakt gebracht werden, sich ins Gleichgewicht set-
zen, was man z.B. daran merkt, dass sich die Druckwerte der Gase wihrend einer
Relaxationszeit &ndern. Die Relaxationszeiten fiir die Einstellung des thermischen
Gleichgewichts sind oft recht lang. Die Eigenschaft ,,zwei Systeme A und B in den
Zusténden a und b sind im thermischen Gleichgewicht“ definiert eine Aquivalenz-
relation. Intuitiv erweisen sich die Systeme bei Bestehen der Aquivalenzrelation als
gleich warm, und bei der Einstellung des Gleichgewichts flieft Energie vom wérme-
ren zum kélteren System. Man formuliert diese Tatsache oft als eigensténdigen
Hauptsatz in der Thermodynamik.

Nullter Hauptsatz der Thermodynamik:

Es gibt eine intensive Zustandsfunktion ©, empirische Temperatur genannt, fir
jedes thermodynamische System, sodass Systeme sich genau dann miteinander im
thermischen Gleichgewicht befinden, wenn sie in Zustinden zu gleichem Wert von
¥ sind. Griflere Werte von ¥ entsprechen wdrmeren Zustinden.

Mit ¢ ist offenbar auch jede monoton steigende Funktion f(1J) eine empirische
Temperatur. Zur Messung einer empirischen Temperatur kann man irgendein festes
System wihlen, bei dem die Werte aller unabhéingigen Variablen bis auf eine festge-
halten werden, und beobachten, welchen Wert die noch verénderliche unabhéngige
Variable annimmt, wenn dieses System mit einem anderen ins thermische Gleich-
gewicht gebracht wird. Wenn dieser Wert monoton von der Temperatur abhéngt,
ist das System zur Messung einer empirischen Temperatur geeignet. Beispiele sind
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das Gasthermometer ¥ = pVj, bei welchem die Temperaturdnderung durch die
Druckénderung gemessen wird, oder das Quecksilberthermometer, bei dem die Vo-
lumenénderung des Quecksilbers als Maf fiir die Temperatur benutzt wird.

Es zeigt sich, dass zu der Energieiibertragungsform ,, Warme* wie auch zu den
anderen Energieiibertragungsformen ein Paar von konjugierten Variablen S und T’
gehort, sodass 0QQ = T'dS. Dies prézisiert der zweite Hauptsatz der Thermodyna-
mik.

Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik:

Es gibt eine intensive Variable T (absolute Temperatur) und eine extensive Va-
riable S (Entropie), sodass fir ein homogenes System im Gleichgewichtszustand
gilt:

6Q = TdS bzw. dE = TdS+) &dX; . (2.3.14)
i

Die Entropie eines abgeschlossenen Systems nimmt niemals ab und erreicht im
Gleichgewichtszustand ein Mazimum (das durch die vorgegebenen Randbedingungen
bestimmt ist).

Zur Deutung des zweiten Hauptsatzes in dieser Formulierung bemerken wir:

e T und S sind durch diese Eigenschaften im wesentlichen eindeutig bestimmt.
Es seien ndmlich 7" und S anders definierte Grofien, sodass T intensiv, S
extensiv und T'dS = TdS. Dann ist dS/dS = T/T und S = ¢(S) mit ¢'(S) =
T/T
Wegen der Extensivitdt von S und S muss g linear sein: S =aS+ [ also
T = éT, mit gewissen Konstanten «, (. Da die dnderungen AS und AS
gleiches Vorzeichen haben miissen, ist zudem « > 0. Nullpunkt und Vorzei-
chen der absoluten Temperatur haben also absolute Bedeutung unabhéngig
von der MafBeinheit fiir T'. Die Definition der Temperaturskala erfolgt durch
konventionelle Festlegung des Wertes von T fiir irgendein System in einem
reproduzierbaren Gleichgewichtszustand. Man definiert: Wasser hat am Tri-
pelpunkt (Koexistenzpunkt von Fliissigkeit, Dampf und Eis) eine Temperatur
von 273,16 K (Kelvin). Die Einheit fiir die Entropie ist dann Joule/K.

o Wir werden spéter zeigen, dass ,,normale Systeme“ stets positive Temperatur
T > 0 haben. Einstweilen wollen wir immer 1" > 0 voraussetzen.

e Wenn ein Verfahren zur Messung von T bekannt ist, konnen Entropiediffe-
renzen durch Energiemessung bestimmt werden. Bei festgehaltenen Werten
der extensiven Variablen X; ist ndmlich dFE = T'dS, also

dE 24F

e Gewohnliche mechanische Systeme konnen als spezielle thermodynamische
Systeme aufgefasst werden, bei denen keinerlei Entropieaustausch und —er-
zeugung moglich ist.



16 2 Thermodynamik

Einige unmittelbare Folgerungen aus dem zweiten Hauptsatz sind:

e Wie bei jeder extensiven Grofie st dS = 6.5 + 6,S, wobei 8.5 die Ande-
rung durch Zufuhr und §;5 die Anderung durch Produktion ist. Der zweite
Hauptsatz besagt dann §;5 > 0.

e Fiir einen reversibel realisierten Prozess bleibt die Gesamtentropie des Sy-
stems und seiner Umwelt unverdndert (da sie sonst beim Riickwértsprozess
abnehmen miisste).

e Ein System heifit adiabatisch abgeschlossen, wenn §.S = 0, also kein Entro-
pieaustausch mit der Umwelt stattfindet (thermische Isolierung von der Um-
welt). Fiir adiabatisch abgeschlossene Systeme gilt dS > 0 (Gleichheitszei-
chen bei Reversibilitét).

e T hat die Eigenschaften einer empirischen Temperatur. Wir betrachten zwei
Systeme, die zusammen von der Umwelt abgeschlossen sind und, nachdem
sie in thermischen Kontakt gebracht worden sind, Energie untereinander nur
als Warme austauschen kénnen. Dann ist

B _dE dEs
S =5 +85 und dS = T + T
Wegen der Abgeschlossenheit ist dE; = —dEs, also
1 1
dS = (= - = |dE; >
s (Tl T2> >0

Wenn thermisches Gleichgewicht vorliegt, kann die Entropie durch Energie-
austausch nicht mehr erh6ht werden, und es gilt dS = 0, also T} = T5. Sonst

1 1
ist dS > 0 und fiir dE; > 0 muss gelten o 0, d.h. (fiir 71, T2 > 0)
1 2

folgt T1 < Tb. Somit stromt Energie vom wirmeren zum kélteren System.
In &hnlicher Form werden wir spéater auch andere Gleichgewichtsbedingungen
aus dem zweiten Hauptsatz ableiten.

Der durch den zweiten Hauptsatz noch unbestimmte Nullpunkt der Entropie
ist durch den dritten Hauptsatz festgelegt.

Dritter Hauptsatz der Thermodynamik:
Beim absoluten Nullpunkt T = 0 ndhert sich die Entropie eines Systems im

Gleichgewicht einem von Volumen, Druck, Aggregatzustand etc. unabhingigen,
kleinstméglichen Wert S(T = 0) = 0.

(Man kann also in derselben Weise von der Entropie eines Systems sprechen,
wie von seinem Volumen). Eine direkte Konsequenz des dritten Hauptsatzes ist das
Verschwinden aller spezifischer Warmen am absoluten Nullpunkt.

Als Beispiel betrachten wir ein System mit unabhéngigen Variablen T und X.
Der dritte Hauptsatz besagt dann

Jim S(T.X) =0 . lim S(T,€) = 0
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Hierbei ist ¢ die zu X energiekonjugierte Variable. Es folgt

. 0S8 . oS
Thj& (8)(>T -0 Thj& (%)T -

Ferner gilt fiir die spezifische Warme C'x:

as T Cxdr
Cx = T<8T>X ,also S = A T J(X)

Wegen des dritten Hauptsatzes ist f(X) =const. und, da das Integral existieren
muss,
lim Cx = 0 , analog lim C¢ = 0
T—‘O+

Sa(T) ,
Sa,(T), S, (1)
//
e ///
T

Abb. 2.1: Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes. Durch abwechselnde iso-
therme und adiabatische Ubergéinge zwischen den Kurven S4,(T) und Sg4, (T') ldsst
sich T' = 0 nicht in endlich vielen Schritten erreichen.

Eine weitere Folgerung aus dem dritten Hauptsatz ist die sogenannte Unerreich-
barkeit des absoluten Nullpunktes. Wegen des dritten Hauptsatzes laufen nédmlich
die Kurven S4(T) = S(T, A) fiir alle Werte der extensiven Variablen A durch den
Punkt (Sp,To) = (0,0). Wie aus der Abbildung 2.1 ersichtlich, ist es unmdoglich
durch abwechselnde isotherme und adiabatische Ubergéinge zwischen den Werten
Aj und Ap von A in endlich vielen Schritten den absoluten Nullpunkt zu erreichen.

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit einer kldrenden Bemerkung zur Bedeu-
tung der in der Thermodynamik iiblichen Bezeichnungen d X und § X, die bei vielen
Physikern und den meisten Mathematikern Verwirrung stiften:
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Zustandsvariable X sind als Funktionen auf der Mannigfaltigkeit M der (lo-
kalen) Gleichgewichtszustinde des betrachteten thermodynamischen Systems auf-
zufassen. Ausdriicke wie X, doX und dX sind in mathematischer Sprechweise
Differentialformen, und zwar 1-Formen auf M, die, lings eines Weges v in M

integriert, die zugehorige Anderung [ 6X bzw. / dX angeben. 6@Q) ist nur eine

¥
abkiirzende Schreibweise fiir dgE”.

Die Differentialform dX ist die duflere Ableitung der Funktion X und damit
eine exakte 1-Form; das Wegintegral / dX héngt dann nur vom Anfangs— und
Endpunkt des Weges ~ ab. Das Symbol 5X bezeichnet eine nicht notwendig exakte

oder auch nur geschlossene Differentialform, sodass / 6X im allgemeinen vom Wege

v abhingen wird.

Wenn wir dX > 0 oder 6X > 0 schreiben, dann haben d und § eine andere Be-
deutung: In diesem Zusammenhang ist mit dX und §X nur eine (kleine) Anderung
des Wertes von X gemeint. Eine Verwechslung der beiden moglichen Bedeutungen
unserer Symbole diirfte in allen Féllen durch den Kontext ausgeschlossen sein.

2.4 Die Gibbssche Fundamentalform und
thermodynamische Potentiale

Die in unserer Formulierung des zweiten Hauptsatzes auftretende Form

dE = TdS+) &dX; (2.4.1)

heit Gibbssche Fundamentalform. Sie beschreibt alle Gleichgewichtseigenschaf-
ten eines homogenen thermodynamischen Systems. Die Funktion E(S, X), aus der
durch Ableitung die Gibbssche Fundamentalform entsteht, bezeichnet man in die-
sem Zusammenhang als Gibbs—Funktion oder thermodynamisches Potential. Aus
der Gibbs—Funktion E(S,T) gewinnt man durch Differentiation die Koeffizienten

T(S,X) = % (2.4.2)
und &(S,X) = % (2.4.3)

der Gibbsschen Fundamentalform, und umgekehrt erhilt man aus der Gibbs-
schen Fundamentalform durch Integration ldngs eines beliebigen Weges die Gibbs—
Funktion E(S, X) zuriick.

Wegen der Symmetrie der zweiten Ableitungen bestehen zwischen den Gréen
T(S,X) und &;(S, X) die sogenannten Mazwellschen Relationen:

O*E(S,X)  OT(S,X)  0&(S,X)
asox, ox;,  0S (244)
od PE(S.X) _ 0u(SX) _ 95(S.X) (2.45)

0X, 0X; 0X; 0X;
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Da die Entropie S im Gegensatz zur Temperatur T schwer messbar ist, wére es
wiinschenswert, eine Gibbs—Funktion F(T, X) zu finden, die das System ebenfalls
vollstandig bestimmt und als thermodynamisches Potential in den Variablen 7" und
X fungiert. Gesucht ist eine Funktion, deren Ableitung

OF (T, X)
or
die Auflosung von T'(S, X) = 0E/0S nach S darstellt. Dies ist fiir

= —S(T,X) (2.4.6)

F(T,X) = E(S(T,X),X) — TS(T,X) (2.4.7)
der Fall:
0 OF 0S oS
6—TF(T7X) = 3557 S(T,X) — Ta—T = —-S(T,X) ,

was auch in der Fundamentalform fiir F' offensichtlich wird:

dF = dE — d(TS) = TdS + Y &dX; — TdS — SdT

(2

= —SdT + ) &dX;

F(T,X) heifit freie Energie. Der Ubergang von der Gibbs-Funktion E(S,X)
zu der Gibbs—Funktion F(T,X) erfolgt also durch eine sogenannte Legendre—

0E(S, X
Transformation in dem Variablenpaar S und T = % Legendre—
Transformationen werden uns spéter noch ausgiebig beschéftigen (vgl. Abschnitt
4.6).

JE(S, X)

Die Legendre—Transformation ist durchfiithrbar, wenn als Funktion

von S monoton ist. Wir werden sehen, dass dies durch die Stabilitit von Gleichge-
wichtszustéinden gewéhrleistet ist. Fiir ein System mit den unabhéngigen Variablen
T und V ist die freie Energie F' gegeben durch

F(T, V) =FE - TS , (2.4.8)
und die zugehorige Gibbssche Fundamentalform lautet
dFF = —S5dT — pdV , (2.4.9)

woraus die Maxwellsche Relation

os(T,V) _ op(T,V)
S = o (2.4.10)

folgt.
Durch Legendre-Transformation beziiglich des Variablenpaares V, p erhélt man
aus F(S,V) eine weitere Gibbs-Funktion, die Enthalpie:

H(S,p) = E + pV (2.4.11)
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mit

OH(S,p) _ _

und der Maxwell-Relation:

OT(S,p) _ 9V(S,p)
op 08

(2.4.13)

Schlielich kann man auch zugleich in den Paaren S,T und V,p eine Legendre—
Transformation durchfiihren; die so konstruierte Gibbs—Funktion

G(T,p) = E — TS + pV (2.4.14)

heifit freie Enthalpie. Es gilt

dG = —SdT + Vdp (2.4.15)
und

o5(T,p) _  OV(T.p)

o~ " ar (2.4.16)

Die physikalische Bedeutung der Gibbs—Funktionen F, H und G wird in Abschnitt
2.9 deutlich werden.

Der allgemeine Formalismus der Thermodynamik erlaubt es nicht, die konkrete
Gestalt der thermodynamischen Potentiale zu bestimmen. Wenn man sie nicht der
Messung entnehmen will, so muss man sie entweder durch plausible Modellannah-
men ermitteln oder mit der Methode der statistischen Mechanik aus den mikro-
skopischen Eigenschaften der Systeme zu berechnen versuchen. Hierbei geniigt es,
eine einzige Gibbs—Funktion zu bestimmen.

2.5 Wairmereservoire und Warmemaschinen

Thermodynamik wird, wie schon ihr Name andeutet, traditionell als die Theorie
der Wiarme und der Warmekraftmaschinen betrachtet. Dies ist der Gesichtspunkt,
dem wir uns in diesem Abschnitt zuwenden werden.

Fundamental ist hier der Begriff des Wérmereservoirs. Ein Warmereservoir zur
Temperatur T ist ein idealisiertes System, das Energie nur in der Form von Wirme
austauschen kann, das also durch die besonders einfache Gibbssche Fundamental-
form

dE = TdS (2.5.1)

gekennzeichnet ist.
Wirmereservoire sind in guter Ndherung etwa Mischungen von Wasser und Eis
oder geniigend grofie Systeme (hoher Wirmekapazitét). Die von einem Wirme-

reservoir der Temperatur 7" auf ein anderes System X iibertragene Energie ist
—dFE =6Q = —-T4dS.
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T,S TS

Abb. 2.2: Wirmereservoir, gekoppelt an ein System X.

Wegen dS + ds > 0 ist —dS < d§, also 5@ < TdS (Gleichheitszeichen bei
Reversibilitit). Bei stets reversibler Wirmeiibertragung gilt also

(2) 5@
(2) 1) o T

Allgemein ist bei nicht notwendig reversibler Realisierung

(2) 5@
Sy — Sy > —
(2) (1 = /(1) T

iQ
—= < 0 . 2.5.2
$7 < (252)
Ganz allgemein gilt die Clausiussche Aussage: Es ist nicht moglich, Energie von
einem Wirmereservoir der Temperatur 75 auf ein Warmereservoir der Temperatur
T1 mit 0 < To < T zu iibertragen, ohne sonstige Verdnderungen der Umwelt
hervorzurufen.

und

Zum Beweis zeigen wir, dass ein solcher Prozess mit einer Abnahme der Ge-
samtentropie der beiden Reservoire verbunden wire:

AE, AR, 1 1
ASges = AS; + AS;, = T + T = (T’l — 7_,2) AFE; < 0
fiir AE; >0 und 0<Ty < T}

Die Unméglichkeit eines Perpetuum mobile zweiter Art? ist der Inhalt der Kel-
vinschen Aussage: Es ist nicht moglich, mit einer periodisch arbeitenden Maschine
Energie einem Wérmereservoir der Temperatur T > 0 zu entnehmen und als Arbeit
irgendeinem anderen System Z zuzufiihren ohne sonstige Verdnderungen hervor-
zurufen.

Hierbei bedeutet ,Maschine® ein Hilfssystem, das diesen Energieiibergang be-
werkstelligt, und ,,periodisch arbeitend* heifit eine Maschine, die nach jedem ,,Um-
lauf* immer wieder in ihren Ausgangszustand zuriickkehrt. Wenn man einen Um-
lauf betrachtet, so bedeutet die Kelvinsche Aussage: Es ist nicht moglich, Energie
aus einem Wirmereservoir der Temperatur T > 0 als Arbeit auf ein anderes System
Z zu iibertragen, ohne sonstige Verdnderungen der Umwelt zu verursachen.

2Unter einem Perpetuum mobile erster Art versteht man eine Maschine, die dauernd Ar-
beit verrichtet, ohne dass ihr von auflen Energie zugefithrt wird. Ein Perpetuum mobile zwei-
ter Art ist eine Maschine, die Warme in Arbeit umwandeln kann, ohne sonstige Verinderungen
hervorzurufen.
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=
U
Y
N

Abb. 2.3: Entnahme von Energie in Form von Arbeit aus einem Wérmereservoir.

Wir zeigen wieder, dass ein solcher Prozess mit Entropieverminderung in einem
abgeschlossenen System verbunden wiére.

el

. - _ A
Die Anderung der Gesamtentropie ist ASges = AS + ASz. Nun ist AS = —

T
und ASz = 0, da Z nur Energie in Form von Arbeit aufnimmt. Also ASges < 0

fir AE < 0.

Mit Hilfe der bald zu besprechenden Carnot—Maschine kann man zeigen, dass
die Clausiussche und die Kelvinsche Aussage dquivalent sind, und dass zusammen
mit dem ersten Hauptsatz jede von beiden mit unserer Formulierung des zweiten
Hauptsatzes gleichwertig ist. Wir betrachten nun eine Maschine ¥, die mit zwei
Wairmereservoiren der Temperaturen 77 und 75 mit 0 < T, < T7 im Wéarme-
austausch steht und Arbeit an ein System Z abgeben kann. Die Maschine soll
periodisch arbeiten, also soll der Zustand von ¥ nach einem Umlauf wieder mit
dem Ausgangszustand iibereinstimmen.

Tl,Sl

@1

Q2
15,5

Abb. 2.4: Eine Maschine, die zwischen zwei Wérmereservoiren arbeitet.

Nach eine Umlauf lauten die Bilanzen wie folgt:
— Gesamtenergie: AE; + AE; + AEs + AEZ =0,
also wegen AF, = —Q1, AE; = —Q2, AEx, =0, AE; = A:

Q1+ Q = A, (2.5.3)

— Gesamtentropie:AS; + ASs + ASy, + ASz >0,



2.5 Wirmereservoire und Wirmemaschinen 23

also wegen AS] = —Q1/T1, ASy = —Q2/Tz, ASy = ASz =0:

Q1 Q2
= =2 < 2.5.4
T, + T, = 0, (2.5.4)
somit
Q1 Q1 Q1 Q2 1 1 A
T T2+T2+T2 T T Q1+T270
Wir erhalten also 7
A< @ (12> . (2.5.5)
T

Zwei Fille sind bei der Diskussion dieser Ungleichung zu unterscheiden.

1. Warmekraftmaschine A > 0: Durch Umwandlung von Wirme wird Arbeit
gewonnen.

Dann ist Q1 > 0 (wegen (2.5.5)) und Q2 < 0 (wegen (2.5.4)).

Der Wirkungsgrad n = A/Q; (abgegebene Energie/dem Reservoir T ent-
nommene Wérme) geniigt der Ungleichung

Es gilt stets < 1 in Ubereinstimmung mit der Kelvinschen Aussage, und
der maximale Wirkungsgrad wird bei reversibler Funktion erreicht. 7 ist umso
grofler, je kleiner 75 und je grofer T; ist.

2. Wiarmepumpe A < 0: Durch Aufwand von Arbeit wird einem Wirmereservoir
hoherer Temperatur Energie zugefiihrt.
Nun ist |A] = —A und der Wirkungsgrad der Wirmepumpe 7 = —Q1/|4|
(ins Reservoir T7 hineintransportierte Wirme/aufgewendete Arbeit) erfiillt

< _h

- T -1

(Gleichheitszeichen bei Reversibilitét)

Esist stets 0 < To < 1Y, Nmax > 1, sodass wirklich mehr Wérme ins Reservoir
Ty gebracht wird als Arbeit aufgewendet wird. 7., kann beliebig grofie Werte
annehmen, wenn die Temperaturdifferenz klein ist. (Eine Warmepumpe wirkt
am besten, wenn die Notwendigkeit zum Heizen am geringsten ist.)

Ein Zahlenbeispiel mag die Verhéltnisse bei der Heizung eines Hauses illu-
strieren: 77 = 293K (Zimmertemperatur), 7o = 263K (= —10°C), fjmax =
293/(293 — 263) =~ 10 .
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2.6 Die Carnot—Maschine

Fiir die im vorangegangenen Abschnitt betrachtete Maschine X ldsst sich die
abgegebene Arbeit besonders leicht berechnen, wenn sich die Maschine immer
anndhernd im Gleichgewicht befindet. Aus der Gibbsschen Fundamentalform des
Systems 3 erhélt man:

A = —ijgfdxf = ?{ngsz
(wegen %dEzij{TzdSz+Zj{§iEdXiE _0) .

Tyt

Y

Tyt

A

Abb. 2.5: Carnot—Maschine in der S-T-Ebene.

Bei einer Carnot—Maschine wird in der T-S—Ebene des Systems ¥ eine Kurve
durchlaufen, wie sie in Abbildung 2.5 dargestellt ist. Die Wegstiicke 1 und 3 sind
also Isothermen (T =const.) und die Wegstiicke 2 und 4 sind Adiabaten (S =const.).

A
P _T=T

T="T,

Vv

Abb. 2.6: Carnot—Maschine in der V-p—Ebene.

Fiir ein Gas als Arbeitssubstanz ist A = ¢ pdV, und in der p-V—-Ebene ergibt
sich ein Diagramm wie in Abbildung 2.6. Wieder sind die Stiicke 1 und 2 Iso-
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thermen zu den Temperaturen 77 und 75 und die Stiicke 2 und 4 Adiabaten. Die
eingeschlossenen Fléchen in der p-V und in der T-S—Ebene sind beide gleich A.

Abb. 2.7: Beliebige Warmekraftmaschine in der S-T-Ebene.

Fiir eine beliebige periodische Maschine ¥, die reversibel mit beliebig vielen
Reservoiren arbeitet, ergibt sich in der T-S—Ebene ein Diagramm wie in Abbildung
2.7. Es gilt folgender Satz:

Der Wirkungsgrad einer periodischen Warmemaschine, die mit Warmereservoi-
ren der mazximalen Temperatur Ty und der minimalen Temperatur T arbeitet, ist
nicht grofler als der Wirkungsgrad einer reversibel arbeitenden Carnot—Maschine
zwischen den Temperaturen Ty und Ts.

Beweis: Die Maschine nimmt zwischen a und b die Warmemenge @7 auf und
gibt zwischen b und a die Warmemenge —Q2 ab. Es ist nach dem Mittelwertsatz

b
Q1 / TdS = (So — Si)Th
a (y1)

0y — / TdS = (S1 — So)T
b

(v2)

Also

- @tQ <1T> < (1 - T) , (2.6.1)
Q1

wegen Th < Ty, < Ty < Ty. Bei irreversibler Arbeitsweise verschlechtert sich der
Wirkungsgrad weiter.

Eine Warmemaschine, die zwischen zwei Reservoiren der Temperaturen 77,75
arbeitet, bietet auch eine direkte Moglichkeit zur Messung der absoluten Tempe-
ratur. Da bei reversibler Realisierung Q1/T1 + Q2/T> = 0 gilt, ist Ty = —Tg%.
Bei bekannter Temperatur 75 eines Vergleichsreservoirs kann also die Temperatur
T eines jeden anderen Reservoirs durch Messung von Energiedifferenzen bestimmt
werden.
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2.7 Thermische und kalorische
Zustandsgleichungen

Zustandsgleichungen heiflen die Relationen, die im Gleichgewicht zwischen den ther-
modynamischen Variablen eines Systems bestehen. Wir wenden uns der Frage nach
der Art und Anzahl der Zustandsgleichungen zu, die das Verhalten eines thermo-
dynamischen Systems charakterisieren.

Wir betrachten der Einfachheit halber zunichst ein Gas. Die Gibbssche Fun-
damentalform lautet dann dE = T'dS — pdV. Wenn die Gibbs-Funktion E(S,V)
bekannt ist, lassen sich, wie schon in Abschnitt 2.4 erwdhnt, auch die Funktionen

B OE(S,V) . OF
und
B OE(S,V) . OF

bestimmen. Hier haben wir uns der in der Thermodynamik iiblichen Schreibweise
angeschlossen, die bei der Differentiation festgehaltenen Variable als Index an eine
Klammer zu setzen. Es bedeutet also

3. - (2
oy ), 0y

Ebenso lésst sich aus den Funktionen T'(S, V) und p(S,V) durch Integration
ldngs eines beliebigen Weges die Gibbs—Funktion E(S, V') (bis auf eine unwesent-

liche Konstante) zuriickgewinnen. Die Funktionen p(S, V) und T'(S, V') sind nicht
vollig unabhéngig, vielmehr gilt die Maxwellsche Relation

oS ov 98

oy S,V)

PE(S,V) 0 (8E(S,V)> 0
8

8 (OE(S,V) )
av(as ) = v l5V)

(g‘é)S _ _<g§>v , (2.7.3)

Die Funktionen E(S,V) oder T(S,V) und p(S,V) sind fiir Messungen nicht so
leicht zugénglich. Besser messbar sind die folgenden Funktionen:

also

p = p(T,V) Thermische Zustandsgleichung
E = E(T,V) Kalorische Zustandsgleichung

Diese Funktionen lassen sich, wie alle Eigenschaften des Systems, aus der
Gibbs-Funktion E(S,V) oder, #dquivalent, aus p(S,V) und T(S,V) berechnen:
Aus T'(S,V) erhélt man némlich durch Auflésen nach S die Funktion S(T,V)
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und damit aus E(S,V) und p(S,V) die Funktion p(T,V) = p(S(T,V),V) und
E(T,V)=E(S(T,V),V).
Umgekehrt bestimmen thermische und kalorische Zustandsgleichungen zusam-
men die Gibbs-Funktion F(S,V) und damit alle Eigenschaften des Systems:
Zunéchst gilt ndmlich

TV
S@,V) :/ dE + pdV

To,Vo T

OE(T,V) OE(T,V)
——dT —_— T,V)) dV
- /T,V T + ( v +p(T,V)

To,Vo T ,
also ist S(T,V) durch die thermische und kalorische Zustandsfunktion bestimmt.
Durch Auflésen nach T ergibt sich T'(S, V) und aus der kalorischen Zustandsglei-
chung E(T,V) berechnet man die Gibbs-Funktion E(T'(S, V), V). Thermische und

kalorische Zustandsgleichungen sind ebensowenig unabhéngig wie die Funktionen
T(S,V) und p(S, V). Es gilt ndmlich

_ dE+pdV _ 10E(T,V) 1 (9E(T,V)
ds = T = 7 a7 dT + T\ v +p(T,V) ) dV
also
OS(T,V)  19E(TV)
or T 0T
und
OS(T,V) 1 (9E(T,V)
v T( oy T PLY)
somit ( ) ( )
& (10E(T,V)\ 9 (1 (0E(T,V
v (T oT ) oT (T( oV +p(T’V>>)
d.h.
182E(T, V) 1 (9E(T,V) 1 0%E(T,V)  10p(T,V)
T oTov T2( ov “’(T’V)> T orov T or
also
w + p(T, V) = TM . (2.7.4)

ov or

Die V-Abhingigkeit von E(T,V) ist also durch die thermische Zustandsgleichung
bestimmt. Fiir mehrere Variablen bestimmt jeder der folgenden Sitze (1), (2), (3),
(4), (5) das thermodynamische System vollstandig.

1. Die Gibbs-Funktion E(S, X)

2. Die Gibbs-Funktion S(E, X)
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3. Die Funktionen

(S, X) = % . &(S,X) = %ﬁém (2.7.5)

mit den Einschrankungen (Maxwellsche Relationen)

OT(S,X)  9&(S,X) 06:(S,X)  9&(S, X) 276)
ox, o8 ' ox;  ox; o

4. Die Funktionen E(T, X) (kalorische Zustandsgleichung) und & (7T, X) (ther-
mische Zustandsgleichungen) mit den Einschrinkungen (Maxwellsche Rela-

tionen)
(T, X) — =T 2.7.7
G(1X) - L (27.7)
und DT, X) 95T, X)
Lol = Do 2.7.
0X; 0X; (2.78)
5. Die freie Energie F(T,X)=FE —TS.
Wegen
g - _ OF (T, X)
B or
gewinnt man aus F' sofort die kalorische Zustandsgleichung
F(T, X
E(T,X) = F(T,X) — TM , (2.7.9)
oT
wéhrend sich die thermischen Zustandsgleichungen direkt aus
OF (T, X)
;= ————= 2.7.1
R e (2.7.10)
ergeben. Mit Hilfe der Maxwellschen Relation
5T = T Tax, (2.7.11)
erhilt man erneut die Relation (2.7.7):
OE(T, X) 0S(T, X)
—_— Y = T —— (T, X
X, ox, T E0X)
B 0¢;(T, X)
= TR 4 (1K)

Fiir geniigend hohe Temperaturen und/oder geniigend geringe Dichten verhilt
sich Materie wie ein ideales Gas (d.h. wie ein Schwarm freier, nicht wechselwirken-
der Teilchen). Fiir ein ideales Gas findet man pV' = const. fiir konstante Tempera-
tur, also ist pV eine empirische Temperatur, und muss eine Funktion der absoluten
Temperatur sein:

pV = f(T) . (2.7.12)
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Ferner findet man, wie nach dem Modell eines Schwarms freier Teilchen zu erwarten,
dass die Energie eines idealen Gases nicht vom Volumen abhéngt (Versuch von
Gay-Lussac):

E = ET) . (2.7.13)

Die Funktion f(T') ist durch die Relation (2.7.4) weitgehend festgelegt:

(8E>T 0= T<ap>v L, @ @)

v oT % %
also
f(ry 1
f(T) T
und somit

f(T) = const.-T

Die mit einem idealen Gas gemessene empirische Temperatur ist also der absoluten
Temperatur proportional. Da offenbar f(T') der Teilchenzahl N proportional sein
muss, so gilt f(7T) = NkT, und die Konstante k kann experimentell bestimmt
werden. Es ergibt sich (unabhéngig von der Art der Teilchen)

E = 1,381-107% Joule/K Boltzmann—Konstante
oder Lk := R = 8,314Joule/K .

L ~ 6 - 10?3 ist hierbei die Loschmidtsche Zahl. Die Funktion E(T) ist durch die
thermische Zustandsgleichung pV = NET nicht festgelegt. Man findet eine lineare
Abhéngigkeit der Energie von der absoluten Temperatur, sodass thermische und
kalorische Zustandsgleichungen eines idealen Gases gegeben sind durch

pV = NEkT (2.7.14)
E = %NkT : (2.7.15)
wobei beispielsweise
s =3 fiir ein einatomiges ideales Gas und
s =5 fiir ein zweiatomiges ideales Gas .

2.8 Relationen zwischen Zustandsgroflien

Wir haben gesehen, dass die ersten Ableitungen der thermodynamischen Potentia-
le nach den natiirlichen Variablen, von denen sie abhéngen, nur die zugehorigen
energiekonjugierten Variablen ergeben. Zweite und hohere Ableitungen sind als
Suszeptibilitdten zu deuten, d.h. als Materialkonstanten, die ein Maf fiir die Emp-
findlichkeit einer Variablen gegen die Anderung einer anderen sind.
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2.8.1 Materialgroflen

Wir geben einige wichtige Zustandsgrofien dieser Art an, wobei wir uns am Beispiel
eines Gases orientieren:

1 [/oV
a = —|— isobarer Ausdehnungskoeffizient
vV \or »
1/0
8 = - Ip isochorer Spannungskoeffizient
p \oT /),
1
K = —= a—v isotherme Kompressibilitét
VA\op ),
a8 . . .
Cy =T T spezifische Warme bei konstantem Volumen
1%
oS . . .
C, =T T spezifische Warme bei konstantem Druck
P
1 [/oV
ks = ——= | — adiabatische Kompressibilitét
VAop /g

Zur Bestimmung von «, § und k geniigt offenbar die thermische Zustandsglei-
chung, Cy ist durch die kalorische Zustandsgleichung bestimmt und C, und xg
héngen von der thermischen und kalorischen Zustandsgleichung ab.

Die spezifischen Wérmen C), und Cy sind einfach die aufgenommenen Wirmen
pro Grad Temperaturinderung, wobei einmal der Druck und das andere Mal
das Volumen festgehalten wird. Fiir andere Prozesse kénnen weitere spezifische
Wirmen definiert werden. (Besser wiirde man von spezifischen Entropien spre-
chen.)

Zwischen den hoheren Ableitungen der thermodynamischen Potentiale bestehen
mannigfache Relationen. Als ein erstes Beispiel betrachten wir die Groien «, 5 und
k, die durch die thermische Zustandsgleichung bestimmt sind. Es ist:

Op Op
= (££) ar
a (aT)Vd " (aV)TdV’

die Anderungen dp,dT,dV von p, T,V sind also korreliert. Fiir dp = 0 ergibt sich

dann
dp
vy (aT)V
(5), - -

-— (2.8.1)
a = pPBk .

@ )
av )

also gilt stets
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Die Relation (2.8.1) lautet allgemeiner

SRR

Eine andere viel benutzte Relation ist

@) (. @G, e

Beweis:
(m;) _ dalywly2) _ Oxly, (w(y,2) | Ox(y,w) Ow(y, 2)
oy ), dy 0y ow |y O

_ (f%) N <3~"E> <5w>
Y ) W ow Y oy ),
Zusammen mit den Maxwellschen Relationen bilden die Gleichungen vom Typ

(2.8.2) und (2.8.3) die Basis fiir die Herleitung aller thermodynamischen Iden-
titdten.

Fiir ein ideales Gas erhilt man sofort:

Wir berechnen nun einige weitere Materialgrofien.

2.8.2 Berechnung von Cy

Wegen TdS = dE + pdV ist

Cy = (‘;;f;)v . (2.8.4)

Also Cy = Nk fiir ein ideales Gas.
Fiir die Volumenabhéngigkeit von Cy finden wir

(%?/V)T _ PETV) D (aEé;‘r/,V)) 0 (Tap(aTT,V)_p)

arov T

ICy -7 @
v )r or? ).,

Somit sind alle Eigenschaften eines Gases bekannt, wenn die thermische Zustands-
gleichung und die Funktion Cy (T, Vp) fiir ein festes Vy bekannt sind.

or

wegen (2.7.4), also
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2.8.3 Berechnung von C,
08 OFE ov
o -1(3), - () -+
P or), or), orj,
0 OH
|:8T(E+pV)]p = (Z)T)p (2.8.5)

o (), (D)), o

(wegen (2.8.3)), also mit der Maxwellschen Relation (2.7.4) und wegen (2.8.4)

dp ov
Cv T(aT>V<aT),,

- e 1(3), (5),
(wegen (2.8.1)).

Die Differenz C), — Cy ist also durch die thermische Zustandsgleichung allein
bestimmt, und es ist C, > Cy solange x > 0. Fiir ein ideales Gas findet man sofort

oder auch

Cy

C, — Cv = Nk

2.8.4 Berechnung von kg

Die Adiabatengleichungen in der T-V—Ebene und in der p-V—Ebene sind durch die
Kurvenscharen S(T,V) = const. bzw. S(p, V) = const. gegeben. Nun ist TdS =
dE + pdV, also in der T-V—Ebene fiir die Adiabaten

(or), o+ (), )

JOp
CydT T — dv .
veb (8T>v

7dS = 0

Die Gleichung fiir die Adiabaten in der T, V—Ebene ist also z.B. fiir ein ideales Gas
gegeben durch

NET
CydT + ——dV
%
d.h.
CyInT + (Cp—Cy)InV = const.
oder

TV?~! = const. (2.8.7)
mit v = C,/Cly.
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Mit pV = NET ist schliellich
pV? = const. . (2.8.8)

Fiir ein beliebiges Gas schliellich ergibt sich die Adiabatengleichung in der p-V—
Ebene wie folgt:

0 oT

oT oT dp
e (5,4 {or(av), +7(38), o

CydT + T<ap> av

d.h.
B aT ap a\°
0 = Cydp + {C’V< 8T> + T(&T)V}dv
= Cvdp + { Cv< ) — (Cp_CV) (6p> }dV
ov ),
Also 5 o 3
P D D
i - P (== 2.8.
(%), = e (37, (289)
oder .
Ks = —K . 2.8.10
s =3 ( )

2.8.5 Berechnung der Entropie

Op
Aus TdS =CydT +T <8T> dV ergibt sich durch Integration

/ VAT + /(g)vdv :

also fiir ein einatomiges ideales Gas

S(T,V) = Nk{:;lnT + 1n% + SO(N)}

Wegen der Additivitéit von S ist So(N) unabhéngig von N.

Diese Gleichung widerspricht offenbar dem dritten Hauptsatz der Thermodyna-
mik, sodass die Zustandsgleichung eines idealen Gases fiir niedrige Temperaturen
und hohe Dichten ihre Giiltigkeit verlieren musste. Im Giiltigkeitsbereich muss
So(N) bestimmt sein und ist in der Tat mit den Methoden der statistischen Me-
chanik berechenbar.

Man findet, wie wir spéter zeigen werden,

\%4 5
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mit

h
vV 2rmkT ’

wobei h das Plancksche Wirkungsquantum und m die Teilchenmasse sind. Fiir He
bei Normaltemperatur ist S/Nk = 15.

2.9 Gleichgewicht und Stabilitéit

2.9.1 Maximalitiat der Entropie im stabilen Gleichgewicht

Wir betrachten ein abgeschlossenes System, das aus zwei Teilsystemen besteht, die
miteinander Energie austauschen konnen. Die Teilsysteme sind somit in thermi-
schem Kontakt. Es gilt dann

dE dE 1 1
dS = dS; + dS, = —2 2(

— — — — — |dE; > 2.9.1
T1+T2 Ty T2> 120, (291

im Gleichgewichtsfall also T} = T5. Wenn dieses Gleichgewicht stabil ist, muss die
Gesamtentropie ein Maximum haben. Entwickelt man die Entropie bis zur zweiten

Ordnung in dEy = —dFjs:

(98 09, 1 (928, . 1(0°S )
5= (5), 08+ () 025 () 2 (5 oo

so folgt als Gleichgewichtsbedingung:

1 82 Sl 1 8252
= = dE? < 0 . 2.9.2
(2(8E%)X1 + 5 (Gmr), ) ast < 292
Nun koénnen die Eigenschaften der beiden Teilsysteme unabhéngig voneinander va-

riiert werden, insbesondere kénnen beide Teilsysteme gleich sein, sodass im stabilen
2

0%S
Gleichgewicht () < 0. Dies ist die Bedingung fiir die Stabilitét eines Gleich-
X

OF?
. . . oS 1 .
gewichts bei zugelassenem Energieaustausch. Wegen Eo =7 bedeutet dies
X
oT OF
— >0 oder [ — > 0, also muss F mit T zunehmen.
0F ) « oT ) «
Wenn aufler Energie auch noch Volumen ausgetauscht werden kann — al-
so z.B. eine bewegliche, wirmeleitende Wand vorhanden ist —, dann lauten die

Gleichgewichts— und Stabilitéitsbedingungen

0 (29.3)

0%8 0%8 0%8
= E? 2 —=— E = 2 < . (2.94
<8E2>de * (aEaV)Xd vt (aW)EXdV < 0299

7 N
Sl
|
5|~
N———
o,
&
+
7 N
SIE
|
Gl
N—
oL
<
I
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Im stabilen Gleichgewicht bei moglichem Volumen— und Energieaustausch ist also

T1 = T2 , P1 = D2 und (295)
825> <8QS>
= <0, (75 <0 (2.9.6)
(6E2 V,X 8‘/2 E,X
%S %S
(aE )V,X (aEav)X 2 0 (297)

det ( 228 ) (82S>
2
9EDV ) V) x

Die zweite Stabilitdtsbedingung bedeutet insbesondere

d p
— L <0 . 9.
<3VT)E,X =0 (298)

Man priift sofort nach, dass fiir ein ideales Gas alle genannten Stabilitétsbedingun-
gen erfiillt sind.

Wenn, etwa durch Reibung, auch noch Impuls ausgetauscht werden kann, dann
kommt wegen

1
dS, = T—(dEa + padV, — vo-dp,) (a=1,2) (2.9.9)

noch die Gleichgewichtsbedingung
V1 = V2 (2.9.10)

hinzu: Beide Teilsysteme miissen im Gleichgewicht dieselbe Geschwindigkeit haben.
Die zugehorige Stabilitdtsbedingung lautet

*a?oi (7) <o

MT > 0 . (2.9.11)

oder, wegen p; = Mv;:

Man sieht also, dass fiir Systeme, die Impuls und kinetische Energie aufnehmen
konnen, negative Temperaturen unmoglich sind.

Noch direkter kann man die Positivitdt der Temperatur wie folgt einsehen: Da
die Entropie eines Systems vom Bezugssystem unabhéingig ist, lédsst sie sich auch
im Ruhesystem berechnen, in dem p = 0 gilt. Also ist S(E,p, X) von der Form

S(E,p,X) = S(E— (p*/2M),0,X) , (2.9.12)
p>
und héngt somit nur von der inneren Energie U =F — BN ab. Wenn nun
as 1
E-T < 0 wire, dann konnte das System seine Entropie durch ,Zerplatzen*

erhohen indem es innere Energie in kinetische Energie umwandelte. Ein solches
System wére sicher unstabil.
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2.9.2 Die Bedeutung der Potentiale F', G und H

Wir haben bei den Uberlegungen des vorigen Abschnitts die Tatsache ausgenutzt,
dass ein abgeschlossenes System bei gegebener Energie E im stabilen Gleichgewicht
die grofftmogliche Entropie haben muss. Wichtig ist jedoch auch eine dquivalente
andere Fassung der Gleichgewichtsbedingung: Ein abgeschlossenes System hat im
Gleichgewicht bei gegebener Entropie die kleinstmogliche Energie.

Als Spezialfall, aus dem sich die physikalische Bedeutung der thermodynami-
schen Potentiale F', G und H erweisen wird, betrachten wir folgende Situation: Ein
System 3 stehe in Entropieaustausch mit einem Wérmereservoir Rz der Tempera-
tur 7 und in Volumenaustausch mit einem ,, Volumenreservoir* Rj mit dem Druck

p.

»V | R

Abb. 2.8: Ein System X im Kontakt mit einem Wéarmereservoir R, einem Volu-
menreservoir Rs und einem mechanischen System Z.

Ein Volumenreservoir ist ein System mit der Gibbsform dE = —pdV, das also
Energie nur in der Form von Volumenenergie bei konstantem Druck p austauschen
kann. Ein Volumenreservoir ist beispielsweise realisiert durch einen verschiebbaren
Stempel, der fiir konstanten Druck p sorgt. In vielen konkreten Fillen wirkt die
Atmosphire als Warme— und Volumenreservoir.

Das System (Rj, Rj3,%) moge Energie in Form von Arbeit auf ein System Z
iibertragen. Z und R haben also feste Entropie. Die Energiebilanz lautet bei ir-
gendeiner Veriinderung mit festgehaltenem 7" und p:

AE + AERT. + AER{, + AE; =0

also o R
AE + TAS — pAV + A =0 . (2.9.13)
Die Entropiebilanz ist AS + AS > 0, also gilt, wenn man AV = —AV beriicksich-

tigt, R ~
AE — TAS + pAV = A(E-TS+pV) < —A . (2.9.14)
Die maximal geleistete Arbeit ist durch die Anderung der Grofe E — T'S + pV
bestimmt und wird bei reversiblem Verlauf abgegeben. Wenn insbesondere das
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System Z abgekoppelt wird, wenn also A = 0, so ist A(E—TS +pV) < 0. Folgende
Sonderfille sind wichtig:

1. AS=0, AV =0

Die in ¥ produzierte Entropie wird an Rz abgefiihrt und R ist abgekoppelt.
Dann ist AE < —A, bzw. wenn Z abgekoppelt ist, gilt

AE<0 . (2.9.15)

Die Energie nimmt also nicht spontan zu und ist im stabilen Gleichgewicht
minimal.

2. AS=0, p=p = const.

In ¥ herrscht ein einheitlicher Druck, der mit p tibereinstimmt. Dann ist
A(E+4+pv) = AH < —A . (2.9.16)

Bei konstanter Entropie und konstantem Druck von ¥ ist die abgegebene
Arbeit kleiner als die Enthalpieénderung. Ist ¥ wiederum von Z entkoppelt,
so folgt

AH <0, (2.9.17)

die Enthalpie nimmt bei konstanter Entropie und konstantem Druck von ¥
nicht spontan zu und ist im stabilen Gleichgewicht minimal.

3. AV=0,T=T

R; ist nun abgekoppelt und in X herrscht eine einheitliche mit T iiberein-
stimmende Temperatur. Dann ist allgemein

A(E-TS) = AF < —A | (2.9.18)

d.h. bei konstanter Temperatur ist die von ¥ abgegebene Arbeit kleiner als
die Anderung der freien Energie. Bei Abkopplung von Z folgt

AF <0 . (2.9.19)

Die freie Energie nimmt bei konstanter Temperatur spontan nicht zu und ist
im stabilen Gleichgewicht minimal.

4. T=T,p=p
Bei konstanter Temperatur und konstantem Druck von X ist die abgegebene
Arbeit kleiner als die Anderung der freien Enthalpie,

A(E-TS+pV) = AG < —A | (2.9.20)
und speziell fiir ein System, welches keine Arbeit leistet, gilt
AG < 0 . (2.9.21)

Die freie Enthalpie nimmt bei konstanter Temperatur 7" und konstantem
Druck p spontan nicht zu. Sie ist im stabilen Gleichgewicht minimal.
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Wir betrachten zwei Beispiele fiir den Prozess (3): die freie und isotherme Ex-
pansion eines idealen Gases.

e Freie Expansion:

AEF = E1—Ey =0 ,A=0
AS = NklnWVi/Vy, >0 , AF = —NkTlnVi/Vh < 0 .
e Isotherme Expansion:
AE = 0 , AS = NklnVy/Vy , AF = — NkTInVi/Vy
V1 Vl
A = / pdV = NkT/ d—v = NlenE = —AF .
o vo V Vo

Gleichgewichts— und Stabilitéitsbedingungen fiir die Félle (1)-(4) erhalten wir wie-
der, indem wir uns ¥ in zwei Teilsysteme zerlegt denken und den Austausch ex-
tensiver Variabler zwischen den Teilsystemen zulassen.

1. Entropie- und Volumenaustausch:
dE, = T,dS, — padV, (a=1,2)

mit dS; +dSy =0, dV; +dVs = 0.
Gleichgewicht: T1 = Tg, P1 = P2

Stabilitét:
0*E oT
—_— > .h. >
(5=), = 0 an (55), >0

1%
also Cy =T (85) >0 (2.9.22)
T )y
0*’FE op
—_— > h — [ = >
(o), = 0 an = (5h),20
1 /oV
also kg = ——= >0 2.9.23
s=(5) 20 eom
2. Entropieaustausch:
dH, =TodS, + Vodpa = TadS, (a=1,2)

mit dS; + dS; = 0.
Gleichgewicht: T7 = T5
Stabilitéat:

9?H oT aS
_— > h., | — > = > . RR
(as2>p >0 dh (as)po also C,, T(aT)pO (2.9.24)
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3. Volumenaustausch:
dF, = —S5,dT, — padV, = — p.dV, (a=1,2)

mit dV; +dVe = 0.
Gleichgewicht: p; = po

Stabilitét:
32F> (8}9) 1 <8V)
— = — (= >0 ,alsok=—=(—=] >0 . (2.9.25)
<6V2 » ov ), VA\op )+
Wegen
op\? [0V
. )
P oT ), \ Op )
folgt daraus
c, > Cy . (2.9.26)

2.10 Gleichgewicht bei veridnderlichen
Teilchenzahlen

Besonders vielfiltig und interessant sind die méglichen thermodynamischen Gleich-
gewichtserscheinungen an Systemen, die Verdnderungen von Teilchenzahlen zulas-
sen. Hierzu gehoren u.a. Phasengleichgewichte, Losungen und Mischungen, chemi-
sche Reaktionen, Osmose u.v.a.

Fiir die Verénderung der Teilchenzahlen kommen zwei Mechanismen in Be-
tracht:

1. Austausch von Teilchen zwischen verschiedenen Komponenten des Systems,

2. Erzeugung und Vernichtung von Teilchen in ,,chemischen Reaktionen®. Hier-
zu sind auch mogliche Anderungen der Photonenzahl in einem schwarzen
Strahler zu zdhlen (vgl. Abschnitt 6.8).

Wir wollen im folgenden annehmen, dass in allen Komponenten des Systems ein
einheitlicher Druck p und eine einheitliche Temperatur T vorliegen. Das relevante
thermodynamische Potential ist dann die freie Enthalpie G, und wenn N7 die
Anzahl und 4§ das chemische Potential der Teilchen der Sorte ¢ (i = 1,...,B) in

der Komponente o (o = 1,..., P) bezeichnet, dann ist
B P
dG = —SdT + Vdp + Y > uldNy . (2.10.1)
1=1 a=1

Die Gleichgewichtsbedingung beziiglich der moglichen Anderungen der Teilchen-
zahlen lautet dann

> pFdNg =0 | (2.10.2)
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wobei die Anderungen dN? je nach dem Mechanismus der Teilchenzahlinderung
in verschiedener Weise aneinander gekoppelt sein kénnen.

oue
Die Stabilitdt des Gleichgewichts verlangt, dass die Matrix (8.7!\?’6) positiv—
J
semidefinit sein muss.
Wir wollen nun einige Realisierungen dieses allgemeinen Schemas betrachten,
die in spateren Kapiteln von Bedeutung sein werden.

2.10.1 Chemische Reaktionen in homogener Phase

In diesem Fall gilt fiir die Anzahl P der Komponenten P = 1, und die relevanten
Variablen sind aufler p und T' die Teilchenzahlen N; (i = 1,..., B). Betrachten wir
etwa die chemische Reaktion

2Hy + O — 2H,0 ,

dann werden die Anderungen der Teilchenzahlen wie folgt aneinander gekoppelt
sein:

dNg, = 2d\ , dNo, = d\ |, dNg,0 = —2d)\ ,

wobei A eine Reaktionslaufzahl ist. Allgemein fithrt jede chemische Reaktion zu
einer Kopplung der Teilchenzahldnderungen von der Gestalt

mit gewissen ganzen Zahlen v;. Wenn mehrere Reaktionen moglich sind, dann
braucht man in der Gleichgewichtsbedingung nur die Anzahl R der unabhéingigen
Reaktionen zu beriicksichtigen, von denen keine durch Hintereinanderschaltung aus
den anderen hervorgeht. In den Gleichungen

R
AN; = ) prdr? (2.10.4)
a=1
sind dann die ganzzahligen Vektoren v* = (v§,...,v%) linear unabhéngig.

Die Gleichgewichtsbedingungen bei R Reaktionen zwischen B Teilchensorten
lauten damit:

B
> vt =0 (a=1,...,R) . (2.10.5)
i=1

Wenn insbesondere ersatzlose Erzeugung und Vernichtung des i-ten Teilchens
moglich sind, dann gibt es eine Reaktion a mit v§ = i, und die zugehorige Gleich-
gewichtsbedingung ist einfach p; = 0. Ein Beispiel hierfiir ist ein Gas von Photonen.

Oft gilt in guter Ndherung

pi = g9i(T,p) — kT'ln¢;
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wobei ¢; = N;/ > N; die Konzentrationen der i-ten Teilchensorte bezeichnet. In
diesem Falle geht fiir R = 1 die Gleichgewichtsbedingung > v;u; = 0 in das be-
kannte Massenwirkungsgesetz iiber:

[I¢ = k(T | (2.10.6)
mit einer gewissen Funktion K (T, p).

2.10.2 Die Gibbssche Phasenregel

Das System bestehe aus B verschiedenen Teilchensorten in P verschiedenen Phasen.
Wenn keine chemischen Reaktionen moglich sind, dann sind die Teilchenzahlénde-
rungen nur durch

P
> ANy =0 (2.10.7)
a=1

aneinander gekoppelt.
Die zugehorigen Gleichgewichtsbedingungen lauten

M% = Y = ‘LL{)
: : (2.10.8)
/’LlB — P f— Mg

Das sind genau B(P — 1) unabhéngige Gleichungen. p¢ hingt von p, T und den
Teilchenzahlen N* ab, als intensive GréBe aber in Wirklichkeit nur von p,7" und
von den B — 1 Verhiltnissen N/ >, N¢ (j = 1,..., B). Insgesamt gibt es also
genau P(B—1)+2 unabhéngige Variable, deren Werte durch B(P—1) Bedingungen
eingeschréinkt sind.

Die Zahl der Freiheitsgrade F', die man noch verdndern kann, ohne dass sich an
der qualitativen Gestalt der Phasen etwas éndert, ist also

F=PB-1)+2-BP-1=2+B—P . (2.10.9)

Das ist die bekannte Gibbssche Phasenregel. Wenn das System nur aus Wasser
besteht, ist beispielsweise B = 1 und F' = 2 fiir eine Phase, F' = 1 bei Koexistenz
zweier Phasen und F' = 0 am Tripelpunkt, an dem drei Phasen nebeneinander
bestehen.

Wenn auch noch R unabhéngige chemische Reaktionen moglich sind, dann tre-
ten die Nebenbedingungen

Rz (Zde) =0 (a=1,...,R) (2.10.10)

hinzu, und die Anzahl der Freiheitsgrade vermindert sich zu

F=2+B-P-R . (2.10.11)
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2.10.3 Gleichgewicht von zwei Phasen einer Substanz

Der Fall P = 2, B = 1, der der Koexistenz zweier Phasen einer Substanz entspricht,
verdient besondere Beachtung. Die Gleichgewichtsbedingung vereinfacht sich in
diesem Falle zu

p(T,p) = p*(T,p) , (2.10.12)

wobei sich die oberen Indizes 1 und 2 auf die beiden Phasen beziehen. Man sieht,
dass die Koexistenz der beiden Phasen lings einer Kurve im T-p—-Raum vorliegt.
Mit T als Parameter ergibt sich also die Koexistenzkurve in der Form

p (T,p(T)) = p*(T,p(T)) . (2.10.13)

Im Falle eines Gleichgewichts zwischen einer Fliissigkeits— und einer Dampfphase
heifit die Kurve p(T) Dampfdruckkurve.

Wegen der Gleichgewichtsbedingung (2.10.13) stimmen die chemischen Poten-
tiale u! (7T, p) und p?(T, p) auf der Koexistenzkurve {iberein.

Nach Ehrenfest spricht man von einem Phaseniibergang n—ter Ordnung, wenn
sich ein Unterschied zwischen p! und p? zum erstenmal in der n—ten Ableitung
transversal zur Koexistenzkurve zeigt. Am h#ufigsten und wichtigsten sind Pha-
seniibergéinge erster Ordnung. Es gibt auch Phaseniibergénge, wie beispielsweise
der \-Ubergang vom fliissigen zum superfliissigen Helium, die sich dem Ehrenfest-
schen Klassifikationsschema entziehen.

Wir berechnen nun die Koexistenzkurve p(T) fiir einen Phaseniibergang erster
Ordnung. Differentiation von (2.10.13) nach T liefert fiir Ay = ut — p?:

OAp(T, p(T)) N OAW(T, p(T)) dp
oT dp dT

-0 . (2.10.14)

Aus dG = =S dT+V dp+p dN, der Extensivitit von S und V und der Intensivitit
von 4 folgen die Maxwellschen Relationen:

ou(T,p) _  0ST,p,N) _
Sr = e = —s(Tp) (2.10.15)
ou(T,p) _ OV(T,p,N) _

op = N = o(T,p) , (2.10.16)

wobei s(T,p) und v(T,p) die Entropie pro Teilchen und das Volumen pro Teilchen
bedeuten.

Fiir einen Phaseniibergang erster Ordnung ergibt sich somit aus (2.10.14) und
(2.10.15) bzw. (2.10.16):

dp(T) _ sU(T,p(T)) — s*(T, p(T))
dr o} (T, p(T)) = v*(T, p(T))
(T

Die Differenz der spezifischen Entropien s* (T, p(T)) — s%(T, p(T)) beim Uberschrei-

ten der Dampfdruckkurve im Punkte (7, p(T)) hingt mit der latenten Wirme q(T)
zusammen:

q(T) = T(s"(T,p(T)) — s*(T,p(T))) -
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So erhélt man schliefflich die Gleichung von Clausius und Clapeyron:

dp _ 1 q(T)
AT — T o\(T,p(T)) — v3(T, p(T)) ° (2.10.17)

Wenn die Indizes 1 und 2 sich auf eine Dampf— und Fliissigkeitsphase beziehen,
dann ist ndherungsweise

DMTp(T)) — (T p(T)) = v\(T,p(T)) = ﬁ)
also
% _ i(;;) (2.10.18)

Wenn man noch ¢(7T") unabhéngig von T annimmt, dann lisst sich (2.10.18) leicht
integrieren:

— 1
p(T) = poe 7 . (2.10.19)
Experimentell ist ein derartiger Verlauf der Dampfdruckkurven iiber weite Bereiche

gut bestétigt.
Bei Phaseniibergéingen hoherer Ordnung verschwindet die latente Wéarme.
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3  Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die begrifflichen Grundlagen fiir die statistische Mecha-
nik zusammenfassend erortert. Dazu zdhlt zunichst der Begriff des ,,Zustands®,
wie er sich im Formalismus der klassischen Mechanik sowie der Quantenmechanik
darstellt.

Es folgt eine Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie. Neben grundle-
genden Definitionen — Wahrscheinlichkeitsraum, Erwartungswerte, Korrelationen,
etc. — wird der zentrale Grenzwertsatz bewiesen, der in der statistischen Mechanik
von besonderer Bedeutung ist. Das Kapitel endet mit einem Abschnitt tiber die
Ergodenhypothese, die manchmal auch als die ,,Grundannahme der statistischen
Mechanik* bezeichnet wird.

3.1 Zustinde in klassischen und
quantenmechanischen Systemen

Streng genommen ist der Mikrozustand eines Systems immer durch die Quanten-
mechanik zu beschreiben, in vielen Féllen allerdings ist eine Beschreibung durch
die klassische Mechanik eine gute und lohnende Niherung. Wir wollen folgende
(allgemein {ibliche) Sprechweise einfiihren:

Einen Mikrozustand im bisherigen Sinne, bei dem also der Zustand des Mi-
krosystems vollstandig festliegt, wollen wir einen reinen Zustand nennen. Wenn
dagegen nur eine Wahrscheinlichkeitsverteilung von reinen Zustdnden bekannt ist,
wollen wir von einem gemischten Zustand reden. Ein Zustand kann also entweder
gemischt oder, als Spezialfall, rein sein.

Ausgangspunkt der Beschreibung klassischer physikalischer Systeme ist meist
der Phasenraum. In der Mathematik versteht man darunter den Raum der mogli-
chen Anfangsbedingungen fiir die Bewegungsgleichung bzw. den Raum der mogli-
chen Losungen. Physikalisch entspricht dies dem Raum der reinen Zusténde. Bei
Systemen, deren Zeitentwicklung durch eine Hamiltonfunktion bzw. Hamiltonsche
Bewegungsgleichungen beschrieben werden kénnen, lassen sich fiir Funktionen auf
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dem Phasenraum Poissonklammern definieren:

_ 005 0109
{f.9}(a@.;p) = dqdp  Opdq

(Der Phasenraum wird dadurch zu einem sogenannten symplektischen Raum.)

Funktionen auf dem Phasenraum bilden die Observablen der klassischen Mecha-
nik, d.h. die beobachtbaren Gréfien. Wahrend Punkte des Phasenraums den reinen
Zusténden entsprechen, bilden Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem Phasen-
raum (im allgemeinen Distributionen) die gemischten Zustéinde.

In der iiblichen Beschreibung der Quantenmechanik ist der separable, kom-
plexe Hilbertraum der reinen Zustinde der Ausgangspunkt fiir die Beschreibung
physikalischer Systeme. Auf diesem Hilbertraum ist eine Darstellung der Orts—
und Impulsoperatoren mit den kanonischen Vertauschungsrelationen gegeben. All-
gemeiner werden Observable durch selbstadjungierte Operatoren repréasentiert. Die
Zeitentwicklung (entweder der Zustdnde — im Schrodingerbild —, oder aber der Ob-
servablen — im Heisenbergbild —) ist durch einen Hamiltonoperator definiert, den
man in den meisten physikalischen Anwendungen aus der klassischen Hamilton-
funktion durch Ersetzung der Orts— bzw. Impulsvariablen durch Orts— bzw. Im-
pulsoperatoren erhélt. Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden durch sogenannte
Dichtematrizen beschrieben, d.h. hermitesche, positive, normierte! Operatoren.

In der folgenden Tabelle ist die Beschreibung von reinen und gemischten
Zusténden, Observablen und Messungen in der klassischen Mechanik (K) und der
Quantenmechanik (Q) zusammengefasst.

(K) Q)

a) Reine Zustinde

Punkte im Phasenraum: (q,p) € P Eindimensionale Teilriume (€ |¢))? ei-
nes separablen Hilbertraumes H oder,
dquivalent, Projektionsoperatoren:

Py = [9)(¥ ((dly) =1)

b) Observable

Reelle Funktionen auf dem Phasen- | Selbstadjungierte Operatoren :
raum: A: P — 1R A:H—-H , At=A

IEin Operator heiit normierbar, wenn seine Spur existiert; fiir einen normierten Operator ist
die Spur 1.

2C |¢) bezeichnet den Unterraum aller Vektoren, die sich als komplexe Vielfache aus dem
Vektoren |¢) ergeben. Oft wéhlt man aus diesem Unterraum einen normierten Vertreter und sagt
einfacher, dass sich das System im Zustand [¢) befinde.
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(K)

Q)

c) Wert einer Observablen in einem reinen Zustand

Wert der Funktion A im Punkte (g, p):
Alq,p)

Der Messwert ist durch einen reinen Zu-
stand festgelegt.

Der Erwartungswert einer Observablen
A im Zustand 1)

(A)y, = (W|Alpw) = Sp PyA

Ein reiner Zustand definiert eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fiir die mogli-
chen Messwerte einer Observablen, die
durch die Eigenwerte von A gege-
ben sind. Die Wahrscheinlichkeit fiir
das Auftreten des (nicht entarteten)
Messwertes a im Zustand [¢) ist durch
we = [(alY)* = Sp (PyPu)
mit A|a) = ala) gegeben. (Ist der Ei-
genwert a entartet, so ist P, durch
den Projektionsoperator auf den Unter-
raum zu diesem Eigenwert zu ersetzen.)

d) Zeitentwicklung eines reinen Zustandes

Gegeben durch eine Hamiltonfunktion
H und die Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen:

. oH
Q=% P=

OH
dq
Der Liouville-Operator der Zeitent-

wicklung erhilt das Phasenraumvolu-
men (Theorem von Liouville).

Gegeben durch den Hamiltonoperator
H und die Schrédingergleichung;:

. d A
o) = Hlv()

Der  Operator  der  Zeitentwick-
lung U(t) = exp(—(i/h)Ht) ist unitér
(Wahrscheinlichkeitserhaltung).

e) Zeitentwicklung des Wertes einer Observablen

%A(Q(t),p(t)) = {4, H}(q(1),p(t))

{.,.} bezeichnet die Poissonklammer.

[.,.] ist der Kommutator.
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(K)

f) Gemischter Zustand

Entspricht einem positiven Mafi auf
P, gegeben durch eine Dichteverteilung
(~ Distribution) p(g, p) mit

1. p(gq,p) reell
2. p(g,p) 20
3. [dqdp p(q,p) =1 .

Ein reiner Zustand ergibt sich daraus
durch den Spezialfall

p(g;p) = 6(q—qo) 6(p—po) -

Entspricht einer Dichtematrix p mit

L pT=p
2.p20 ,

d.h. (¢|plyp) >0 fiir alle |¢) eH
3. Spp=

Ein reiner Zustand ist durch

|9) (Y]

gegeben und kann durch die Bedingung

p =Py

2

Sp p? bzw.

=1 pe=p
charakterisiert werden.
g) Erwartungswert in einem gemischten Zustand
(A)p = /dq dp p(q,p) Alq, p) (4)p =Sp pA
h) Zeitentwicklung eines gemischten Zustandes
dp dp 1
hatad —{p. H — = - H

(Liouville-Gleichung.)

Zu einigen dieser Punkte sind ein paar Bemerkungen angebracht:

e Dichteverteilungen sind im allgemeinen Distributionen, d.h. sie sind durch
ihre Wirkung auf Testfunktionen definiert. Strenggenommen lauten die Rea-
litdts— und die Positivitédtsbedingung:

flg,p) reell =

/ dqdp p(q,p) f(g,p) reell
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und flg,p) 20 = /dqdp p(a,p) flg,p) = 0

Auflerdem miissen sich Dichteverteilungen unter Koordinatentransformatio-
nen mittransformieren, damit die Normierungsbedingung erhalten bleibt:

-1

0la.p) p(d,p") - (3.1.1)

(@.p) — (¢.0) = p(q7p)Hp’(q’7p')=‘a(q, )

Dieses Transformationsverhalten kann man als Definition von ,,Dichte* anse-
hen. Auf das Problem, dass das Maf3 dg dp fiir den physikalischen Phasenraum
nicht dimensionslos ist, werden wir in Abschnitt 4.1.2 (siehe z.B. Gl. 4.1.19)
eingehen.

Zur Dichtematrixbeschreibung fiir gemischte Zusténde in der Quantenmecha-
nik gelangt man auf folgendem Wege: Es sei bekannt, dass sich das System
mit der Wahrscheinlichkeit p; im Zustand [¢);) befinde (3, p; = 1), wobei
die Zusténde [¢;) kein Orthonormalsystem zu bilden brauchen. Der mittlere
Messwert einer Observablen A ist

A) = 3 il = 3 piSp (Pud) = Sppd  (312)

mit
po= D pilvawil = 3 pi Py,

Offenbar erfiillt p die oben angegebenen Eigenschaften eines hermiteschen,
positiven, normierten Operators.

Umgekehrt hat jeder Operator p dieser Art ein diskretes, vollstiandiges Or-
thogonalsystem {]7)} von Eigenzusténden, sodass p = >, w;|i)(i|. Die Eigen-
werte w; mit

0<w; <1 Zwi:Sppzl

sind genau die Wahrscheinlichkeiten
w; = Sp pP; (P =[5l )
fir das Vorliegen des Zustandes |i).

Man beachte die unterschiedlichen Vorzeichen in e) und h). Zustédnde transfor-
mieren sich ,kontravariant“ im Verhéltnis zu Observablen. Dies ist auch aus
folgender Darstellung der Zeitentwicklung eines Erwartungswertes ersichtlich

(A(t)) = SppUT(H)AU(t) = SpUt)pUT(t) A . (3.1.3)

Sowohl im klassischen wie auch im quantenmechanischen Fall bilden die
Zusténde eine konvere Menge, d.h. mit p; und py ist auch ihre konvexe
Kombination Ap; + (1 — A)pe fiir 0 < A < 1 ein Zustand. Reine Zustéinde
sind gerade die extremalen Punkte dieser konvexen Menge, das heifit, dieje-
nigen, die sich nicht als konvexe Kombination zweier verschiedener Zusténde
darstellen lassen.
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In der hier gezeigten Gegeniiberstellung erscheinen die klassische und die quanten-
mechanische Darstellung von Observablen und Zustédnden als grundsétzlich ver-
schieden. Im letzten Kapitel (10.1) dieses Buches wird eine algebraische Formulie-
rung der Begriffe ,,Zustand“ und ,,Observable“ gegeben, in welchem sich klassische
Physik und Quantenmechanik zusammenfassend beschreiben lassen.

Verkiirzung von Zustidnden

Setzt sich ein System Y15 aus zwei Teilsystemen Y7 und X5 zusammen, dann kann
man aus einem Zustand pis des Gesamtsystems durch Ubersehen der Information
iiber ¥y — durch ,, Verkiirzung“ — einen Zustand p; von X; erhalten. Dieser Fall
tritt in der statistischen Mechanik haufig auf, z.B. wenn man iiber Umwelteinfliisse
mitteln mochte oder {iber irrelevante Freiheitsgrade. Konkret geschieht das wie
folgt:

Klassische Mechanik:

Der Phasenraum eines Systems, welches sich aus zwei Teilsystemen zusammen-
setzt, ist das kartesische Produkt der Phasenrdume der Teilsysteme. Ein Zustand ist
allgemein eine positive Dichteverteilung auf diesem Produktraum. Den verkiirzten
Zustand erh#lt man durch Ausintegration der unerwiinschten Freiheitsgrade:

Phasenraum: Pio =P x Py
Zustand: p12(q1, P1, 92, D2)
verkiirzter Zustand: p1(q1,p1) = [dgo dp2 p12(q1,p1, 92, 2)

Fiir eine Observable A;, die nur von (g1, p1) abhéngt, gilt (A1),,, = (A1), -

Quantenmechanik:

Der Hilbertraum eines zusammengesetzten Systems ist das Tensorprodukt der
Hilbertraume der Teilsysteme. Enthalten die Teilsysteme ununterscheidbare Be-
standteile (Teilchen), so ist das Tensorprodukt geeignet zu symmetrisieren (Bo-
sonen) oder zu antisymmetrisieren (Fermionen). Aus einer Dichtematrix auf dem
Gesamthilbertraum erhélt man durch Spurbildung iiber einen der Teilrdume eine
verkiirzte Dichtematrix auf dem verbleibenden Teilraum:

Hilbertraum: Hiz = Hi1 ® Ha
Zustand: p12  (hermitescher Operator im Produkthilbertraum)
verkiirzter Zustand: p; = Spy, p12 (hermitescher Operator auf H;) .

Die Spur iiber einen Teilraum bei einem Produktraum ist dabei wie folgt definiert:
Sei {|¢i)} eine orthonormale Basis von H; und entsprechend {|¢r)} eine Basis
von Ha, dann bildet {|7,k) = |¢;)|dx)} eine Basis des Tensorprodukts der beiden
Hilbertrdume. Fiir einen beliebigen linearen Operator in Hia,

A= ar I o) sl (@l

.5,k
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ergibt die Spurbildung iiber Hs einen Operator auf Hj:

A = D (GalAlon) = D awiji (dalon) i) (] (Gilén)
n i,5,k,l;n
= ) kit Gk [0kl Sng = D (X nign) W) (]
i,5,k,l;n 1,7

Fiir eine Observable Ay, die nur auf H; wirkt, ist

(A)prs = SPr,em, P12A1 = Spy, [A1 (Spy, p12)] = Spy, prA1 = (A1), .

Als wesentlicher Unterschied zwischen der klassischen und der quantenmechani-
schen Verkiirzung von Zustédnden soll betont werden, dass klassisch aus reinen
Zusténden durch Verkiirzung stets reine Zusténde entstehen. Quantenmechanisch
jedoch wird ein reiner Zustand durch Verkiirzung im allgemeinen zu einem gemisch-
ten Zustand (Ausnahme: [¢)) = [¢1)[th2), d.h. der reine Zustand ist separabel).
In der Tat entstehen gemischte Zustéinde in der Quantenmechanik hiufig durch
Verkiirzung; so etwa beim Messprozess durch Absehen vom Zustand des Messap-
parates im zusammengesetzten System ,,Objekt + Messapparat®.

3.2 Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist der wichtigste mathematische Formalismus der
statistischen Mechanik. Die klassische statistische Mechanik lésst sich als kontinu-
ierlicher Wahrscheinlichkeitsraum auffassen. Aber auch die statistische Mechanik
von Quantensystemen fiihrt in nahezu allen wesentlichen Fillen auf einen (diskre-
ten) Wahrscheinlichkeitsraum.

Die Erlduterungen dieses Abschnitts sind teilweise weitreichender und abstrak-
ter als spiter benotigt, obwohl es sich nur um eine Einfithrung handelt. Da jedoch
die weiterfithrende Literatur vielfach Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie
voraussetzt, wurde dieser Abschnitt so gestaltet. AuBlerdem wird der interessierte
Leser moglicherweise bei manchen Rechnungen auf Fragestellungen stofien, die den
exakten mathematischen Formalismus zu ihrer Beantwortung benétigen.

3.2.1 Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

Zur Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffs werden wir von einem Stichproben-
raum {2 (manchmal auch ,Menge der Elementarereignisse” genannt) ausgehen. Ist
dieser Stichprobenraum eine iiberabzihlbare Menge, so macht es im allgemeinen
keinen Sinn, den Stichproben bzw. Elementarereignissen (also den Elementen von
Q) selber Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen, sondern nur gewissen Teilmengen von
Q. Diese in Frage kommenden Teilmengen bilden sogenannte o—Algebren:

Eine Menge € und eine Menge von Teilmengen B aus Q (d.h. B C 29) heifit
o—-Algebra, oder auch Borel Raum, wenn gilt:

(Bl) QeB
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(BQ) Ei\Ej eB VEZ',EJ‘ eB

(B3) |J EieB VE €B
1=1

Aus diesen Axiomen beweist man leicht die folgenden Aussagen:
0 e B
ﬂ E;,eB VE; € B
i=1

Es existiert also eine Symmetrie zwischen Vereinigung, Durchschnitt und Komple-
mentbildung im Gegensatz zu den Axiomen fiir die offenen Mengen eines topologi-
schen Raumes.

Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, B, w) ist eine Menge  mit einer c—Algebra
B c 2% und einer Funktion w : B — IR (dem sogenannten Wahrscheinlichkeitsmaf),
die folgende Bedingungen erfiillt:

(P1) w(E)>0 VYE€B

(P2) w(l|JEn) = Y w(E,) VE,€B, E,NEy, =0 firm#n

(P3) w(Q) = 1

Interpretiert man w(E) als die Wahrscheinlichkeit, dass eine Stichprobe ein Ele-
ment aus E ist, so besitzen die Bedingungen an w eine anschauliche Bedeutung;:
Wahrscheinlichkeiten sind positiv (P1) und die Wahrscheinlichkeit, dass iiberhaupt
ein Ereignis auftritt ist Eins (P3). Die Bedingung (P2) bedeutet im wesentlichen,
dass fiir disjunkte Ereignisse die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir das Auftreten ei-
nes dieser Ereignisse gleich der Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten ist. Eine
offensichtliche Folgerung der Axiome ist, dass w(E2) > w(E,) fiir By D Ey.2

Fiir die physikalische Anwendung ist die Existenz nichtmessbarer Teilmengen im
allgemeinen ohne Bedeutung, und wir werden in Zukunft Ereignismengen einfach

3Die Einschrinkung auf gewisse Teilmengen von €, erscheint zunichst als willkiirliche und
tiberfliissige Komplikation. Allerdings lassen sind leicht Teilmengen einer Menge konstruieren, die
nicht zu einer Borelmenge gehoren kénnen, falls die Elemente von B zu einer gegebenen Funktion
w mit obigen Eigenschaften messbar sein sollen. Ein Beispiel ist das folgende, in welchem eine
nichtmessbare Teilmenge von 2 = [0, 1] angegeben wird: Sei ~ die Aquivalenzrelation auf den re-
ellen Zahlen mit z ~ y falls x —y € Q, d.h. zwei reelle Zahlen sind dquivalent, wenn ihre Differenz
eine rationale Zahl ist. Nach dem Auswahlaxion gibt es eine Teilmenge des Einheitsintervalles
[0,1], welche #quivalent ist zu [0,1]/ ~, d.h. welche man als Restklassenvertreter fiir diese Aqui-
valenzrelation auffassen kann. Die Menge der Restklassenvertreter ist itiberabzéhlbar, wiahrend
jede Restklasse eine abzéhlbare Menge von Elementen enthélt. Méchte man nun das tibliche Maf3
auf dem Einheitsintervall definieren (welches insbesondere einem Intervall seine Lénge zuordnet:
w([a,b]) = b — a), so kann die oben konstruierte Menge der Restklassenvertreter keine messbare
Teilmenge des Einheitsintervalls sein. Héatte sie ndmlich Mafl 0, so kénnte das Einheitsintervall
(als abzéihlbare Vereinigung von Mengen vom Maf 0) selber nicht Maf3 1 haben, andererseits kann
die Menge der Restklassenvertreter auch nicht ein von 0 verschiedenes Mafl haben, da in diesem
Fall die abzdhlbare Vereinigung disjunkter Mengen gleichgrofien Mafles ein unendliches Maf fiir
das Einheitsintervall ergeben wiirde.
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als Teilmengen von () ansehen, ohne explizit zu erwéhnen, dass sie als Elemente
einer o—Algebra aufzufassen sind. Fiir die Anwendung in der statistischen Mechanik
sind besonders folgende Realisierungen wichtig:

e Der diskrete Fall = N:
Die o—Algebra B ist die Menge aller Teilmengen von N.
w:N—=[0,1] ; w(i) = w;.
Die Wahrscheinlichkeit fiir eine beliebige Teilmenge F C N ist w(FE) =
> icp wi. Insbesondere gilt w(2) = >, w; = 1. Alle Wahrscheinlichkeiten
konnen also aus den Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse gewonnen
werden.
Dieser Fall wird oft in der statistischen Mechanik von Quantensystemen auf-
treten. 2 = N dient dabei als Indexmenge fiir ein vollstdndiges Orthonor-
malsystem von Zusténden.
Einen Spezialfall erhdlt man, wenn die Ereignismenge €2 endlich ist und je-
des Elementarereignis gleich wahrscheinlich. Dann gilt w; = 1/|Q| bzw. all-
gemeiner w(E) = |E|/|Q| (|E| ist die Méchtigkeit der Menge E, d.h. die
Anzahl ihrer Elemente). Diese Formel wird Laplace Formel genannt (,, Wahr-
scheinlichkeit ist die Anzahl der giinstigen Félle im Verhéltnis zur Anzahl der
moglichen Falle®). Sie ist typisch fiir Gliicksspiele oder Wiirfelspiele.

e Der kontinuierliche Fall Q = IRY:
B ist die Menge von Teilmengen, welche durch die Operationen (B1) — (B3)

ausgehend von Hyperquadern AV = [a1,b1] X --- X [an,by] erzeugt wird.
Insbesondere ldsst sich das bekannte Lebesgue-Maf} als Integrationsmafl be-
nutzen.

Die Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge F ist w(E) = [, dzw(z), wobei das
positive Mafl durch eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (—distribution)
w(z) >0 mit [pydzw(z) =1 definiert ist.

Man erkennt in dieser Realisation eines Wahrscheinlichkeitsraumes den Zu-
standsbegriff der klassischen Mechanik wieder. €2 entspricht dem Phasenraum
und w einer Dichtverteilung, die einen Zustand definiert. Funktionen auf €2
bilden die Menge der klassischen Observable

Eine Funktion f : Q@ — IR heiflt messbar (genauer B—messbar), wenn das Ur-
bild jeder messbaren Menge in IR eine messbare Menge in (2 ist. (Man vergleiche
die Analogie zum Begriff der Stetigkeit.) Allgemein heiflen (messbare) Funktionen
f Q@ — IR auch Zufallsvariable. Jede Zufallsvariable f definiert eine monoton
ansteigende Funktion

PR — [0,1] mit Pra) = w({zlf(z) <a})
welche die Wahrscheinlichkeit angibt, dass der Wert von f kleiner als a ist. Daraus
erhalten wir die Wahrscheinlichkeitsdichte wy fiir die Werte der Zufallsvariablen f:

d

wyr(a) = @1’3 (a) . (3.2.1)
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Im kontinuierlichen Fall konnen wir auch schreiben:

1
@ = [de s - ) ui) - /f o TG @

(falls (Vf)(x) # 0 auf f'(a)) .

wobei o, (z) das Oberflichenma$ auf f~!(a) ist, welches durch dz induziert wird.
Im diskreten Fall wird aus dieser Darstellung:

wy(a) = Z w(zx) .

z€f~1(a)

wy ist eine Verteilungsfunktion (Distribution) auf der reellen Achse. Sie erlaubt
es, Frwartungswerte von beliebigen Funktionen von f als Integrale iiber IR zu
berechnen:

(FIf)w = /daF[a]wf(a) . (3.2.2)

In den oben erwéhnten diskreten und kontinuierlichen Fillen ersetzen wir diese
Vorschrift oft durch eine Summe (bzw. Integral) iiber den Stichprobenraum €.
Im Kontinuum z.B. ist durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion eine Distribution w
definiert, sodass Gl. (3.2.2) direkt durch

(Pl = [ do Flf@)] ()
ausgedriickt werden kann. Entsprechend gilt im diskreten Fall

(FlfDw = ZFW w; (fi = f())

Im folgenden sollen einige Groflen im Zusammenhang mit Zufallsvariablen de-
finiert werden, die in der statistischen Mechanik von wesentlicher Bedeutung sind.
(f) heifit der Erwartungswert einer Zufallsvariablen f. Offenbar gilt

1) =1, (af+B8g) = alf)+8g , (f)=0 firf=0.

Ein Wahrscheinlichkeitsraum definiert somit im Sinne des vorherigen Abschnitts
auf der Algebra der beschréinkten, messbaren Funktionen ein normiertes, positives
Funktional, also einen Zustand. Auflerdem erhédlt man durch (f,g) := (fg) ein
positiv definites Skalarprodukt auf den Zufallsvariablen.

Die mittlere Varianz oy einer Zufallsvariablen f ist definiert durch:

of = ((F= (%) = (FH—(H* >0 .
oy heifit manchmal auch Schwankung oder auch Strevung von f.

Im kontinuierlichen Fall €2 = IR ist eine besonders natiirliche Zufallsvariable die
Funktion X mit X (z) = . Dann ist

(X) = /dx x w(x) der Mittelwert der Verteilung w ,

ox = /dx (z — (X))? w(z) die Varianz der Verteilung

und allgemein ~ m, = (X7) das r—te Moment der Verteilung .
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Alle Momente der Verteilung lassen sich aus der charakteristischen Funktion ¢(k)

berechnen:
o(k) = <eikX> = /dm M () (3.2.3)

T

e = () el

(3.2.4)

k=0

Die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen f ist gegeben durch

or(k) = /IRda eFi(a) = /Q dz F @) @) = <eikf > . (3.2.5)

Eine der wichtigsten Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf 2 = IR ist die Gauf}-
Verteilung:

(z—0)?
UJ(J?) _ 1 T 202
V2o
Fiir diese Verteilung gilt
2
ikrg — Z-k?
(X) =29 , 0% = o® und ga(k):eo 2

3.2.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Korrelationen

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass zu jeder Zufallsvariablen f auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (2, B, w) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung w; auf
IR gehort, die es ermoglicht Erwartungswerte von f (bzw. allgemeiner Funktionen
von f) zu berechnen (Gl. 3.2.2). Dies lésst sich auf den Fall mehrerer Zufallsvaria-
blen verallgemeinern. Seien z.B. fi, ..., f, Zufallsvariable, und

Pfl__.fn(al,...,an) =
wl{zfi(z) <ai} 0 {zlfa(e) <az} NN {z]fulr) <an}]

die Wahrscheinlichkeit fiir das gemeinsame Ereignis {f;(x) < a;}, dann ist

8np(a17"'van)
wyy . p (@1, an) = "~ day...0a,

(= [dodta@ - a).. 8(a(o) ~ ) ule)
Q
im kontinuierlichen Fall )

eine Verteilungsfunktion dieser Zufallsvariablen auf IR". Erwartungswerte von
Funktionen von {f;} sind durch

(Flfiy s fal)w = /da1 ...day, Fla1,...,ap)wy, . g, (a1, .., an) (3.2.6)

gegeben. Von besonderem Interesse ist die Frage, inwieweit mehrere Zufallsvariable
voneinander abhéngig sind, die Kenntnis des Wertes einiger dieser Funktionen also
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eine Information iiber die Verteilung der verbleibenden liefert. Dies soll am Beispiel
von zwei Zufallsvariablen ndher untersucht werden.

Ganz allgemein ist fiir zwei Ereignisse F7, Fs die Wahrscheinlichkeit fiir das
Ereignis , F1 und Es“ gegeben durch w(E; N Esy), d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Stichprobe sowohl Element des Ereignisses E7 wie auch Element des Ereignis-
ses F ist. Diese Wahrscheinlichkeit lésst sich aufspalten in die Wahrscheinlichkeit
w(E9) fiir E5 und die bedingte Wahrscheinlichkeit w(E;|E3), dass Fy auftritt, wenn
bekannt ist, dass Fy vorliegt:

’(U(El ﬂEg) = U)(E1|E2) U)(EQ)

Seien nun f und g zwei Zufallsvariable und wy, die zugehorige Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir die beiden Funktionen auf IR*. Sei andererseits wy die Wahrschein-
lichkeitsverteilung (auf IR') der Zufallsvariablen g alleine (siche Gl. 3.2.1). Dann
definiert die Gleichung

wig(a.) = wpglalh) w,(®) (3.2.7)

die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte (auf IR, dass f den Wert a annimmt, falls
fiir g der Wert b bekannt ist. Die Zufallsvariablen f und ¢ heiflen statistisch un-
abhdngig, wenn
wyg(ald) = wy(a) unabhéingig ist von b ,
d.h.
wrg(a,b) = wy(a) wy(b)
Falls f und g unabhéngige Zufallsvariable sind, so gilt

(fg) = (M) - (3.2.8)

Beweis: (fg) = [dadbabwyy(a,b) = ([da aws(a)) ([dbbwgy(b)) = (f){g) .
Allgemeine Mafe fiir die statistische Abhéngigkeit von Variablen f und g sind

die
Kovarianz:  cov (f.9) = (f = (N)g— (@) = (fg) — (Plg)  (3.2.9)

und die
cov (f,9)

3.2.10
P (3.2.10)

Korrelation :  cor (f,g) =

Wegen der Schwarzschen Ungleichung fiir positiv semidefinite Formen ist

jcor (f,9)] < 1

Sind die Zufallsvariablen f und g statistisch unabhéngig, so folgt cor (f,g) = 0. Ist
andererseits stets f(x) = ag(z), dann ist cor (f,g) = a/|a| (= £1).
Fiir Q@ = IR" hat die Gauflsche Normalverteilung die allgemeine Gestalt

1 —%(w—xO)C’l(x—xo)
e )
(2m)"/2(det C)1/2
mit z,2° € IR” und einer positiven n x n-Matrix C. Dann ist

<Xz> = .Z‘,(L-] und Cov (Xz',Xj) = Cz'j

w(z) = (3.2.11)



3.2 Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung 57

3.2.3 Das Gesetz der grofien Zahlen und der zentrale
Grenzwertsatz

Seien X; (i =1,...,N) beliebige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
N

1
raum und X = N Z X; ihr arithmetisches Mittel, dann gilt fiir den Erwartungs-
i=1
wert von X:

(X) = %ZOQ) : (3.2.12)

Bilden die X; statistisch unabhéngige Groflen, so lasst sich auch die Varianz von
X leicht berechnen:

1 I 1 g
ok = (X)) -(X)? = N2 > XiX;) - N2 > XX

4,J=1 1,j=1

Wegen der statistischen Unabhéngigkeit heben sich die Terme der Summen fiir
i # j gerade weg, und wir erhalten

N N
1 1 1
0% = FE (X2 - WE (X;)? = WE ox, - (3.2.13)
i=1 i=1 i

Wenn insbesondere alle X; denselben Mittelwert X und dieselbe Varianz o haben,
so gilt

Xy = X und ox = ——0

und auch

ox _ 1 (2)

(X) VN \X
Die Schwankung (und relative Schwankung) um den Mittelwert von N statistisch
unabhingigen Zufallsvariablen verschwindet also fiir N — oo wie 1/ V/'N. Dies be-
zeichnet man auch als das Gesetz der groffen Zahlen. Anders formuliert besagt es,

dass im Grenzfall N — oo das arithmetische Mittel von IV gleichartigen, unabhéngi-
gen statistischen Variablen mit Wahrscheinlichkeit 1 gleich ihrem Mittelwert ist.

Eine Erweiterung des Gesetzes der groflen Zahlen bildet der zentrale Grenz-
wertsatz: Die Verteilungsfunktion des arithmetischen Mittels X von N statistisch
unabhéngigen Zufallsvariablen fiir grole Werte von N ist eine Gauflsche Normal-
verteilung um (X) mit der Streuung ox.

Zum Beweis (der hier nicht in mathematischer Strenge und Allgemeinheit
gefiihrt wird) benutzen wir die Fourier-Integraldarstellung der é—Funktion.

w(X) = /dml...deé(X—% ﬁlml) w(zy) ... w(zy)
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1 —INX - LNy
= %/d/\ /dml...dee ( Ne=l )w(xl)w(xN)

N
—iAX i
-1 dx e (/dxeN w(x))
2r

1 —iAX N

2>

Eine Entwicklung der erzeugenden Funktion ¢ nach Potenzen von A liefert die

Momente
N A - A2

_ : 2
sodass eine Entwicklung des Logarithmus von ¢ ergibt:
X (X3 (x)?
1 ¥) = iTA- 2 >+ O(1/N?
n(go(N)) 1N)\ 2N2/\ +2N2/\ O(1/N7)
X o,
= i=A——=\ 4+ O(1/N?
IN)\ 2N2)\ O(1/N7)

Damit diese Entwicklung existiert und die vernachléssigten Terme tatséichlich von
der Ordnung 1/N? sind*, geniigt es, dass w neben einem endlichen Mittelwert eine
endliche Varianz hat. Dies schlieBt z.B. eine Verteilungsfunktion der Art w(z) o
(2% + a?)~! aus, fiir die auch der zentrale Grenzwertsatz in obiger Form nicht
gilt. Setzen wir diese Entwicklung in obige Formel ein, so ist die verbleibende A\—
Integration in fithrender Ordnung ein Gaufisches Integral, und wir erhalten das
angekiindigte Ergebnis:

1 _(xX=x)*
w(X) = ——e 209N (1 + O(1/VN)) . (3.2.14)
WO’

Oft interessiert nicht die Verteilungsfunktion fiir das arithmetische Mittel von Zu-
fallsvariablen, sondern fiir ihre Summe. In diesem Fall gilt

1 _(X/—Ni?)2
X=3 X = w(X) = Nors N (14 0(1/VN)) . (3:2.15)

Der zentrale Grenzwertsatz begriindet die fundamentale Bedeutung der Gauf3—
Verteilung, insbesondere als Verteilungsfunktion fiir Fluktuationen von statisti-
schen Groflen. Man kann Gauflsche Verteilungen fiir solche Makroobservable erwar-
ten, die sich additiv zusammensetzen aus vielen, nahezu unabhéngigen Mikroobser-
vablen. Selbst wenn kurzreichweitige Korrelationen bestehen, so kann man sich in
diesem Fall das Makrosystem in Untersysteme von der Groenordnung der Korre-
lationen eingeteilt denken. Die relativen Fluktuationen von Observablen zwischen
diesen Untersystemen sind dann als statistisch unabhéngig anzusehen.

4Ein Restterm R(z) ist von der Ordnung 1/x, wenn es eine Konstante ¢ und einen Wert zg
gibt, sodass zR(z) < ¢ fiir alle x > zo.
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Lediglich an sogenannten kritischen Punkten, die wir im Zusammenhang mit
der Theorie der Phaseniibergéinge niaher untersuchen werden, findet man abwei-
chendes Verhalten. Dies ist fast immer darauf zuriickzufiihren, dass die Schwankun-
gen mancher Freiheitsgrade hochgradig korreliert sind (sogenannte langreichweitige
Korrelationen), und damit der zentrale Grenzwertsatz nicht anwendbar ist.

Eine weitere Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes bildet der Zufallsweg
(random walk), bzw. die Brownsche Bewegung. X; ist dabei die relative Verschie-
bung im i—ten Schritt (diese kann auch mehrkomponentig sein). X’ = > X ist die
nach N Schritten resultierende Verschiebung.

3.2.4 'Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit

Die axiomatische Formulierung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs, zuriickgehend auf
den Mathematiker Kolmogorov, legt nur die Strukturen fest, die vorhanden sein
miissen, damit von Wahrscheinlichkeit gesprochen werden kann. Es sagt jedoch
nichts aus iiber die Bedeutung des Begriffs ,, Wahrscheinlichkeit“. Die manchmal
verwendete Umschreibung ,, Wahrscheinlichkeit ist die subjektive Erwartungshal-
tung fiir das Eintreffen oder Nichteintreffen eines Ereignisses® ist eine fiir natur-
wissenschaftliche Zwecke zu ungenaue Definition. Insbesondere wenn Wahrschein-
lichkeiten selber als Teil physikalischer Gesetze auftreten, wie es in der statistischen
Mechanik und der Quantenmechanik der Fall ist, sollte auch eine Messvorschrift
existieren, die es erlaubt, Wahrscheinlichkeitsverteilungen experimentell zu bestim-
men bzw. zu iiberpriifen.

Das einzig bekannte, objektive Verfahren, Wahrscheinlichkeitsaussagen experi-
mentell zu bestétigen bzw. zu falsifizieren, besteht in der Wiederholung des glei-
chen Experiments unter moglichst den gleichen Bedingungen. Die relative Haufig-
keit des Auftretens von Ereignissen sollte sich fiir geniigend viele Messungen der
Wahrscheinlichkeit anndhern. Diese Beziehung zwischen ,, Wahrscheinlichkeit* und
yrelativer Haufigkeit“ erscheint so selbstversténdlich, dass diese beiden Begriffe oft
identifiziert werden. Im folgenden soll gezeigt werden, in welcher Weise diese Uber-
einstimmung aus der axiomatischen Formulierung verstanden werden kann.

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den diskreten Fall. Dies erlaubt
insbesondere, Einzelereignissen eine Wahrscheinlichkeit zuzuordnen. Wir umgehen
also die mehr technischen Schwierigkeiten des allgemeinen Falls zugunsten gréflerer
Klarheit.

Sei 2 = N die Menge der Elementarereignisse und w(k) die Wahrscheinlichkeit
fiir das Auftreten des Ereignisses k. Dann kénnen wir einen neuen Ereignisraum
Qn = NY konstruieren, den man als , Ereignisraum aller N—elementigen Folgen
von Ereignissen aus Q“ bezeichnen kann. Als Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
der Folge (k1,...,kn) definieren wir

wy (k. ky) = JJwk)

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Folge von Ereignissen ist somit gleich
dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten der Einzelereignisse. Man denke z.B. daran,
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dass ein Experiment N—mal unter den gleichen Bedingungen hintereinander wieder-
holt wird und nach der Wahrscheinlichkeit gefragt ist, genau die Folge (k1, ..., k)
als Ereignisse zu erhalten.

Fiir jedes Ereignis k € Q) definieren wir die relative Héufigkeit nj als Funktion

f Qpn:
au N ZN 5k )
ng(ky, ... ky) = %

(Der Zahler gibt gerade die Hiufigkeit des Ereignisses k in der Folge (k1,...,kn)
an.) Die relative Haufigkeit ny, ist somit eine Zufallsvariable auf 2, dem Ereignis-
raum der Folgen. Da sie sich als arithmetisches Mittel von gleichartigen, statistisch
unabhéngigen Zufallsvariablen schreiben ldsst, gilt fiir ihren Erwartungswert und
ihre Varianz nach den Uberlegungen des letzten Abschnitts (Gl. 3.2.12 und 3.2.13):

(k) = > wk)owr = w(k)

k/
2= Sk w(k)? = - w(kL - (k)
k/

Wir erhalten also das wichtige Resultat: Fiir N — oo ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die relative Haufigkeit eines Ereignisses von seiner Wahrscheinlichkeit um € > 0
abweicht, gleich 0:

Jim w({lm — wk) > ) = 0 .

Das gleiche Ergebnis folgt auch aus einem Theorem von Tschebyscheff, bekannt als
Tschebyscheff-Ungleichung. Dieses macht allgemein eine Aussage iiber die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Ereignis um € von seinem Mittelwert abweicht:

o2
w{|Az| > €} < = (3.2.16)
Beweis:
2
w(|Az| >€) = / dz w(z) < / dxw w(x)

lz—ao|>e lz—ao|>e €
_ 2 2
< / dxw w(z) = %
R € €

Wahrscheinlichkeit 0 bedeutet zwar nicht ,unmoglich® (man denke an konti-
nuierliche Wahrscheinlichkeitsrdume, bei welchen im Allgemeinen die Wahrschein-
lichkeit fiir Einzelereignisse 0 ist, ohne dass diese ,unmoglich® sind) —, fiir die
praktische Anwendung kann jedoch die relative Héufigkeit als experimenteller Test
fiir Wahrscheinlichkeitsaussagen angesehen werden.

3.3 Die Ergodenhypothese

Eine der wesentlichen Annahmen der statistischen Mechanik ist die Gleichheit von
,Ensemblemittel“ und ,,Zeitmittel“. Unter Ensemblemittel versteht man dabei die



3.3 Die Ergodenhypothese 61

Erwartungswerte physikalischer Observablen beziiglich einer zeitunabhéngigen Ver-
teilungsfunktion w(zx), die man Gleichgewichtszustand nennt. Zeitmittel ist der zeit-
lich gemittelte Wert der Observable, die durch die Dynamik des Systems zu einer
zeitabhéngigen Funktion wird.

Ein Gleichgewichtszustand w(z) kann geradezu dadurch definiert werden, dass
er fiir alle Observable denselben Erwartungswert liefert wie das Zeitmittel. Fiir ein
klassisches System mit Phasenraum P soll also gelten:

(flw = /de f(z) w(z) = lim l/ dt f(z(t)) = (fir . (3.3.1)

T—oo T 0

Diese Annahme erlaubt es, statistische Aussagen iiber ein physikalisches System,
die wahrscheinlichkeitstheoretisch iiber ein Ensemble vieler gleichartiger Makrosy-
steme getroffen werden, durch Messungen {iber eine geniigend lange Zeit an einem
einzelnen Makrosystem zu gewinnen. Da mikroskopische Prozesse oft im Bereich
von Mikro— oder gar Nanosekunden ablaufen, kann man bei makroskopischen Zei-
ten, selbst wenn sie nur Bruchteile von Sekunden ausmachen, davon ausgehen, dass
die Zeitmittel von Makroobservablen gleich ihrem Ensemblemittel sind.

(Gl. 3.3.1) impliziert, dass das Zeitmittel vom Startpunkt z(0) der zeitlichen
Entwicklung des Systems unabhéngig ist. Auflerdem sollte die Dynamik jeden
Punkt im Phasenraum erreichbar machen. Bei den Versuchen, diese beiden An-
forderungen an die Dynamik eines Systems — zumindest fiir generische Punkte im
Phasenraum — zu beweisen, stiefl man auf die sogenannte Ergodenhypothese. We-
sentliche Beitrige stammen von H. Poincaré, C. Carathéodory, G. D. Birkhoff und
J. von Neumann. Heute ist die Ergodentheorie ein eigensténdiger Bereich der Ma-
thematik, mit Anwendungen insbesondere in der Theorie der dynamischen Systeme,
aber auch in Bereichen wie der Zahlentheorie oder der Funktionalanalysis.

Ergodizitéit ist definiert fiir messbare Transformationen ¢ : 2 —  auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (9, B, w). (¢ heit messbar, wenn fiir jedes E € B auch
¢ Y(E) € B.) Eine messbare Transformation ¢ heifit ergodisch, wenn aus

w(p  (E)UE) =w(p " (E)NE) folgt w(E)=0oderw(Q—FE)=0 .

Unterscheiden sich E und das Urbild ¢~ (E) nur in einer Menge vom (Wahrschein-
lichkeits—) Maf} 0, dann soll entweder E selber Mafl 0 haben, oder aber E sich von
der gesamten Menge 2 nur um eine Menge vom Mafl 0 unterscheiden. Ist diese
Bedingung erfiillt, so heiit ¢ ergodisch. Die Transformation ¢ hat also (abgesehen
von Teilmengen vom Maf 0) keine invarianten messbaren Teilmengen.

Ist ¢ eine ergodische Transformation auf €2, so konvergiert nach einem Theorem
von Birkhoff die Folge

Af(@) = L (i f(sok(w))> (332)
k=0

fiir jede integrierbare Funktion f fast iiberall gegen eine Funktion f* mit der Ei-
genschaft f*(p(z)) = f*(x). Ist ¢ auBerdem eine maferhaltende Transformation,
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d.h. fiir jedes E € B gilt w(E) = w(p~1(E)), dann folgt daraus

Jim (ij f(w’“(@)) = (P - (333)

k=0

Wir kénnen nun den Zusammenhang zwischen Ergodizitdt und unserer Forderung
,Ensemblemittel = Zeitmittel“ verdeutlichen: Sei ®; : P — P die Transformation
auf dem Phasenraum, die jedem Punkt x den Punkt ®;(x) = z(t) zuordnet, der
nach der Bewegungsgleichung aus = nach einer Zeitentwicklung ¢ entsteht. Da bei
einem Hamiltonschen System die Energiefunktion eine Erhaltungsgrofe ist (also
H(®,(x)) = H(x)), verlaufen die Bahnkurven auf Hyperflichen konstanter Ener-
gie F, die wir im folgenden mit Pg bezeichnen. Fiir jeden Wert E ist somit ®;
eine Transformation P — Pg. Man sagt, ein physikalisches System — bzw. die
zugehorige Dynamik — sei ergodisch, wenn @, fiir fast alle ¢ > 0 ergodisch auf Pg
(fiir alle E) ist. Unter dieser Voraussetzung gilt Gl. (3.3.1).

Eine wichtige Folgerung aus diesen Uberlegungen ist, dass die einzig invariante
Funktion unter der Transformation @, die Identitédtsfunktion auf Pg ist. Es gibt also
neben der Energieerhaltung keine weiteren Erhaltungsgréfien. Ansonsten muss die
Ergodizitit von ®; auf die entsprechen Hyperflichen mit konstanten Werten der
Erhaltungsgréfien eingeschrinkt werden. Das Wahrscheinlichkeitsmafi w(z) kann
somit nur eine Funktion der Erhaltungsgréfien sein. Dies war auch zu erwarten,
denn ein Gleichgewichtszustand sollte sich zeitlich nicht dndern.

Eine weitere wesentliche Folgerung aus der Ergodizitét ist auch das sogenann-
te Poincarésche Wiederkehr—Theorem : Zu jedem Punkt p auf einer (kompakten)
Energiehyperfliche und jeder Umgebung U von p gibt es fiir jedes ty > 0 eine
Zeit T, sodass ®7(p) € U. Das bedeutet anschaulich, dass ein Punkt im Verlauf
seiner zeitlichen Entwicklung seinem Ausgangspunkt, ebenso wie jedem anderen
vorgegebenen Punkt, (immer wieder) beliebig nahe kommt.

Das Wiederkehr—Theorem macht allerdings keine Aussage, wie grofl diese Zeit-
spanne T ist. Wir werden im Zusammenhang mit der Theorie der spontanen Sym-
metriebrechung sehen, dass manchmal sehr lange Zeiten (exponentiell ansteigend
mit dem Volumen des Systems) vergehen konnen, bis bestimmte eingeschrink-
te Bereiche der Energiehyperfliche verlassen werden. Dann ist die Ersetzung des
Zeitmittels (fiir endliche Zeitintervalle) durch ein Ensemblemittel nicht mehr ge-
rechtfertigt, es sei denn man schrinkt das Ensemble geeignet ein. Das Zeitmittel
physikalischer Makroobservable iiber Stunden oder gar Tage entspricht in diesem
Fall nicht dem (theoretischen) Mittelwert derselben Observable iiber einen unend-
lichen Zeitraum, wie in (3.3.1) gefordert.



4  Allgemeiner Formalismus
der statistischen Mechanik

In diesem Kapitel wird der grundlegende Formalismus der statistischen Mechanik
herausgearbeitet. Dazu gehoren in erster Linie die Behandlung der verschiedenen
Gesamtheiten sowie die Herausarbeitung ihrer Aquivalenz im thermodynamischen
Grenzfall. In den ersten beiden Abschnitten beschrinken wir uns auf die mikroka-
nonische, kanonische und groflkanonische Gesamtheit, wobei das Volumen jeweils
konstant bleibt. Diese Gesamtheiten sind fiir die weiteren Kapitel von besonderer
Bedeutung.

Es schlieit sich ein Abschnitt iiber die Shannon—Information und ihren Zu-
sammenhang zum Entropiebegriff an. In Abschnitt 4.4 stellen wir die Verbindung
zwischen der Thermodynamik und der statistischen Mechanik her, indem wir die
Gibbssche Fundamentalform der Thermodynamik aus dem Formalismus der sta-
tistischen Mechanik ableiten. Ein Schwerpunkt dieser Abschnitte zur Entropie ist
insbesondere der Frage nach der ,Beweisbarkeit*“ des zweiten Hauptsatzes gewid-
met.

Abschnitt 4.6 behandelt den Formalismus der Gesamtheiten und ihre Aquiva-
lenz im thermodynamischen Limes in einem sehr allgemeinen Rahmen, ausgehend
von einer (rein mathematischen) Relation zwischen der Laplace-Transformation
und der Legendre—Transformation. Abschlieflend fassen wir die gédngigen thermody-
namischen Potentiale, diesmal unter Einbeziehung der sogenannten harmonischen
Gesamtheiten, bei denen auch eine Anderung des Volumens maoglich ist, nochmals
zusamimen.

4.1 Mikrokanonische, kanonische und
grof3kanonische Gesamtheit

4.1.1 Quantenmechanische Gesamtheiten

Ein Grundziel der statistischen Mechanik besteht in der Herleitung des Gleich-
gewichtszustandes, entweder in Form einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem
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klassischen Phasenraum, oder aber als Dichtematrix in der quantenmechanischen
Beschreibung. Dieser Gleichgewichtszustand ist — sofern er iiberhaupt existiert — im
Prinzip durch die Forderung ,Zeitmittel gleich Ensemblemittel“ (siehe Abschnitt
3.3, Gl 3.3.1) festgelegt und somit grundsitzlich aus der Dynamik des Systems
ableitbar.

Bei realen, komplexen Systemen ist dies eine nahezu unlésbare Aufgabe, daher
postuliert man in der statistischen Mechanik die Ergodenhypothese als Grundan-
nahme iiber die Dynamik. Diese besagt im wesentlichen, dass neben den bekann-
ten Erhaltungsgréfien — Energie, Gesamtimpuls, Gesamtdrehimpuls, Teilchenzahl
— keine weiteren Erhaltungsgrofien existieren. Bei Systemen, die durch duflere Rah-
menbedingungen (z.B. Winde) begrenzt werden, sind der Gesamtimpuls und der
Drehimpuls gewohnlich ebenfalls nicht erhalten, sodass nur die Energie H und die
Teilchenzahl N (Teilchenzahlen N, falls mehrere Teilchensorten vorhanden sind)
verbleiben. Bei chemischen Reaktionen oder in Systemen der Elementarteilchen-
physik sind auch die Teilchenzahlen oft nicht erhalten, manchmal jedoch andere
Groflen, wie z.B. die Ladung, Baryonenzahl, Leptonenzahl etc..

Wir werden spéter idealisierte Systeme betrachten, z.B. das freie Gas oder har-
monische Gitterschwingungen, die sehr viele Erhaltungsgrofen (proportional zur
Anzahl der Freiheitsgrade) besitzen und somit nicht ergodisch — oft sogar ,,maxi-
mal nichtergodisch® — sind. Existierten diese Systeme in der Realitét, so wiirde
ihr Zustand sehr empfindlich von den Anfangsbedingungen abhingen und sich so
einer allgemeinen statistischen Beschreibung entziehen. Jedoch selbst in realen Sy-
stemen, deren thermodynamische Eigenschaften kaum merkbar vom idealisierten
Fall abweichen, existieren sehr schwache Wechselwirkungen sowohl der Teilchen
untereinander, als auch mit der Umgebung, die die Annahme der Ergodizitdt und
somit die Anwendung der statistischen Mechanik méglich machen.

Aus der Forderung, dass ein Gleichgewichtszustand sich zeitlich nicht #ndert,
folgt, dass p nur eine Funktion der Erhaltungsgrofien sein kann:

dp

dt
Wir nehmen hier an, dass der Hamiltonoperator keine zufélligen Entartungen von
Energieeigenwerten besitzt. Strenggenommen wiirden solche Entartungen unserer
Annahme widersprechen, da es in diesem Fall nicht—triviale Operatoren gibt, die
mit H kommutieren und daher Erhaltungsgréfien bilden.

=0 = p=pHN)

1. Fiir ein vollkommen abgeschlossenes System folgt so eine Gleichverteilung der
moglichen Mikrozusténde bei vorgegebener fester Energie F und Teilchenzahl
N. Diesen Zustand nennt man mikrokanonische Gesamtheit.

Der mikrokanonische Zustand ist eine Idealisierung. Fiir realistische Systeme
bestehen immer Wechselwirkungen mit der Umgebung, was sich in einem Fluss
von Energie duflert. Je nachdem, in welcher Form Energie mit der Umgebung aus-
getauscht werden kann, unterscheidet man verschiedene Gleichgewichtszustinde,
allgemein auch Gesamtheiten genannt. Wir werden auf andere Gesamtheiten in
spiteren Abschnitten (4.6 und 4.7) eingehen und wollen an dieser Stelle nur zwei
Félle unterscheiden:



4.1 Mikrokanonische, kanonische und groflkanonische Gesamtheit 65

2. Es ist ein Austausch von Energie moglich (z.B. durch Stofiprozesse der Mo-
lekiile mit den Wiinden des Systems), ohne dass sich andere Rahmenbedin-
gungen dndern. In diesem Fall wird sich eine mittlere Energie £ = (]fl ) ein-
stellen, wihrend z.B. die Teilchenzahl unverédndert bleibt. Diese Gesamtheit
nennt man kanonische Gesamtheit.

3. Das System wird durch teilchendurchlissige Membranen begrenzt, d.h. es ist
auch ein Austausch von Teilchen mit der Umgebung méglich. In diesem Fall
wird sich auch fiir die Teilchenzahl ein Erwartungswert einstellen N = (N).
Diese Gesamtheit heifit groflkanonisch.

Die Form des Gleichgewichtszustandes als Funktion der Energie und der Teilchen-
zahl lasst sich aus folgender plausibler Annahme ableiten: Zerlegt man das makro-
skopische System Y15 durch eine (gedachte) rdumliche Trennwand in zwei (fast)
nicht miteinander wechselwirkende Teilsysteme 31 und 39, dann sollte gelten:

Pl2 = p1 P2 oder Inpis = Inp; + Inpy . (4.1.1)

Daraus folgt, dass In p eine lineare Funktion der additiven Erhaltungsgréfien sein
muss. Damit sind folgende Situationen fiir den Gleichgewichtszustand moglich:
1. Mikrokanonische Gesamtheit

Die Teilchenzahl N (der Eigenwert von N ) ist vorgegeben, die Energie ist auf
ein kleines Intervall [E — A, E] beschrinkt:

p = ANH-E) ; QE) = Spoa(H—E) . (4.1.2)

o (E[ — E) ist dabei der Projektionsoperator auf den Unterraum des Hilbert-
raums, fiir welchen Spec(H) € [E — A, E], d.h. das Spektrum von H liegt
im Intervall [E — A, E]. Q(E) ist gleich der Anzahl der Zusténde in diesem
Intervall und wird manchmal auch mikrokanonische Zustandssumme genannt.

2. Kanonische Gesamtheit

Der Erwartungswert der Energie E = (H) ist vorgegeben, die Teilchenzahl

N fest:
1 _gE e
szGﬂH ; Z=SpeﬂH. (4.1.3)
0 ist festgelegt durch die Forderung
. 1 . _B3H
E = () =  Sp fle pH (4.1.4)

Die physikalische Bedeutung von 8 = 1/kT wird spiter begriindet. Z heifit
kanonische Zustandssumme, oft auch einfach Zustandssumme.
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3. Groflkanonische Gesamtheit

Die Erwartungswerte von Energie E = (H) und Teilchenzahl N = (N) sind
vorgegeben:

) S o az
p = 2tV =BH 5 _ g eteN-fH (4.1.5)
Zg
In diesem Fall sind o und 3 durch die Forderungen
. 1 . 3
B o= () = —sp e P (4.1.6)
Zag
R 1 . 3
N = (N) = —Sp NeN —pH (4.1.7)
G

bestimmt. Zg heiflt groflkanonische Zustandssumme oder auch grofie Zu-
standssumme.

Es sind wiederum einige Bemerkungen angebracht:

e Die exponentielle Abhéingigkeit der Dichtematrizen fiir die kanonische und

groBkanonische Gesamtheit von den Erhaltungsgréfien ist eine direkte Fol-
gerung aus der plausiblen Annahme von GI. 4.1.1. Wir werden spéter noch
zwei weitere Argumente fiir diese Form der Gewichtung von Zusténden geben
(Abschnitt 4.1.4 und 4.3.3).

Wir haben uns in den expliziten Formen der Zustéinde auf den Fall eines
Quantensystems beschrinkt. Da dies der fundamentalere Formalismus ist,
sollten sich die klassischen Dichteverteilungen als Grenzfall daraus ableiten
lassen, was im néchsten Abschnitt 4.1.2 gezeigt wird. Allerdings kénnen wir
schon an dieser Stelle erwdhnen, dass der klassische Fall — bis auf das Problem
der Normierung — analog ist.

Die Intervallbreite A bei der mikrokanonischen Gesamtheit hat in erster Linie
praktische Griinde. Ist das Spektrum des Energieoperators diskret, so hétte
man auch p = éﬂ gy wihlen kénnen, wobei Pg) der Projektionsoperator

auf den Teilraum zum Eigenwert E des Operators H darstellt, und Qp die
Dimension dieses Teilraums, also den Entartungsgrad von E, angibt. Im gene-
rischen Fall (falls es keine weiteren Erhaltungssiitze gibt) sind die Eigenwerte
des Energieoperators nicht entartet. Die Aufgabe besteht dann darin, gene-
rische Eigenschaften der Eigenzustéinde |E) zu finden, was z.B. durch eine
Mittelung iiber den Energiebereich A mdoglich ist. Wegen der Unschérfere-
lationen (Energie — Zeit) wird ohnehin bei Messungen an realen Systemen
immer eine Ungenauigkeit A zu beriicksichtigen sein.

Es wird sich zeigen, dass die Gréfle von A keine wesentliche Rolle fiir die
Eigenschaften der mikrokanonischen Gesamtheit spielt. So wird die mikroka-
nonische Gesamtheit auch oft durch die Dichtematrix

p = —OE—-H) ; n(E) = SpO(E - H) (4.1.8)
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definiert. Dabei ist O(E — H) der Projektionsoperator auf den Teilraum des
Hilbertraums, fiir den das Spektrum von H kleiner als E ist. Man fordert
also eine Gleichverteilung aller Zusténde mit Energie < E. Da die Anzahl
der Zustdnde rasch mit der Energie ansteigt, wird der Hauptbeitrag zu stati-
stischen Auswertungen von den Zustinden mit Energie ~ E kommen (siehe
Abschnitt 4.1.3).

Der Einfachheit halber haben wir uns auf die drei genannten Gesamtheiten be-
schriankt. Jede Form von Energieaustausch eines Systems mit seiner Umgebung hat
seine eigene Gesamtheit. So kénnen z.B. magnetisierbare Substanzen durch Wech-
selwirkung mit dufleren Magnetfeldern Energie austauschen, oder aber elektrisch
polarisierbare Substanzen durch Wechselwirkung mit d&ufleren elektrischen Feldern.

Eine wichtige Gesamtheit liegt vor, wenn Energie mit der Umgebung durch
mechanische Arbeit ausgetauscht wird. Darunter versteht man die Volumenénde-
rung eines Systems gegen einen duferen Druck (also gegen eine duflere Kraft). Fiir
die drei oben behandelten Gesamtheiten ist das Volumen ein fester Parameter, die
Energieeigenwerte des Hamiltonoperators hingen davon ab. Kann nun ein System
sein Volumen #ndern, so wird sich ein Erwartungswert fiir das Volumen einstellen,
der durch den dueren Druck bestimmt ist (siche Abschnitt 4.7).

4.1.2 Klassischer Grenzfall der Quantenstatistik

Die quantenmechanische Zustandssumme (mikrokanonisch, kanonisch oder grofi-
kanonisch) ist eine dimensionslose Zahl. Dies rithrt daher, dass die Basis im Hilber-
traum der Zustédnde abzdhlbar ist. Die Zustidnde im klassischen Phasenraum bilden
jedoch ein Kontinuum, insbesondere ist das Mafl auf dem Phasenraum d3Vqd3Vp
nicht dimensionslos.

Benotigt wird eine GréBle der Dimension [pg], die durch die Quantenmechanik
gerade mit & geliefert wird. Das Ziel der folgenden Rechnung ist es, die Spur fiir
Operatoren auf einem N—Teilchen Hilbertraum im klassischen Grenzfall durch ein
geeignetes Mafl auf dem N-Teilchen Phasenraum zu ersetzen. Der hier abgeleitete
klassische Grenzfall stellt den fithrenden Term einer Entwicklung nach Potenzen
von fi dar. Diese Entwicklung wird in einem spéteren Kapitel (5.4) behandelt.

Wir bestimmen fiir einen beliebigen Operator f (Q, P) die Spur, und zwar zu-
néchst fiir ein Teilchen, N = 1. Der Einfachheit halber befinde sich das Teilchen in
einem quaderformigen Volumen der Kantenléngen ay, as, az. Als Orthonormalbasis
fiir die Spurbildung wihlen wir die Eigenfunktionen des Impulsoperators

@ = G@lp) = - etP 7 v ) (419)
= = 5 = ai1asa 5 1.
Xp p N 10203
wobei die Vektoren p diskret sind:
p = 2rh (”1”2”3> (ni€Z) . (4.1.10)
ap az as
In jedem Quader mit dem Volumen
(27h)3 h3
Ay, = —— = — 4.1.11
P a1a9o20s3 14 ( )
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im p-Raum befindet sich somit genau ein Impulszustand. Sind die Operatoren @
und P in f(Q, P) so geordnet, dass alle P’s rechts von allen @Q’s stehen, so gilt:

S 7(Q.P) = X @lf@PIp) = 3 [¢ pla)alf@ Plp)

> [a swp) ()P = ) - 112

Ist f (Q, P) nicht in dieser Form geordnet, so gilt diese Gleichung nur bis auf Terme
der Ordnung h. Wir nehmen nun an, dass die Funktionen f im Volumen A, nicht
wesentlich variiert, denn nur fiir solche Funktionen ist der klassische Limes sinnvoll.
In diesem Fall kann die Summation iiber p durch eine Integration ersetzt werden

\%
ZAP — /d3p bzw. — ﬁ/d?’p , (4.1.13)
p p
und wir erhalten

Sp £(Q.P) = 5 [@ed f(ap) L+ O(0)

Fiir N Teilchen wihlen wir als Orthonormalbasis

1
{ T|Z| ; €0 Xpo(1) @ Xpon) @ - O Xpy } ) (4.1.14)

bzw. in der Ortsraumdarstellung

{ qszl,...,pN(wl,...,mN) } =

1 1 i u X1+ ...+ D, o
- { e e s

Hierbei ist €, = 1 fiir Bosonen und €, = (—1)7 fiir Fermionen. Die Summe erstreckt

sich iiber alle Elemente 0 € Sy der Permutationsgruppe von N Elementen, und

(=1)? ist das Signum der Permutation o, d.h. ¢, = 1 fiir gerade Permutationen

und €, = —1 fiir ungerade Permutationen. |¥| ist die Anzahl der Elemente aus Sy,

die den Satz der {p,;} unveréndert lassen. Dies tritt bei Mehrfachbesetzungen auf.
Man erhélt:

1
Sp (@Y = gy > [@e f(aph) L+ OW) . (@L10)
{Py: PN}
Wiederum ist die Summe iiber Impulseigenwerte durch eine Integration ersetzbar,

> . % <}‘L/3>N/d3Np , (4.1.17)

{P1s PN}
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wobei der Faktor 1/N! der Statistik der Teilchen Rechnung trigt, d.h. eine Permu-
tation der {p,} fiihrt in (4.1.14) bzw. (4.1.15) nicht zu einem neuen Zustand. Dieser
Faktor gilt nur, wenn alle p, verschieden sind. In einem groflen Volumen, fiir nicht
zu hohe Dichten und nicht zu tiefe Temperatur spielen jedoch Mehrfachbesetzungen
von Niveaus keine Rolle mehr. Das Ergebnis unserer Rechnung ist:

1

Sp f({Qi, P;}) = B3N N1

/dSNxdszﬂ{qi,pi}) 1+ 0(m) . (4118)

Wir erhalten somit eine korrekte Formulierung der klassischen statistischen Me-
chanik, indem wir auf dem Phasenraum eines Systems von N ununterscheidbaren
Teilchen das Maf

dp(z,p) = AN N ANz a*Np (4.1.19)

definieren.

Fiir die drei Gesamtheiten des vorherigen Abschnitts folgt somit in klassischer
Néherung:

1. Mikrokanonische Gesamtheit:

1

p(z,p) = @M(E*H(x,p)) (4.1.20)
. |1 ze€]0,4]
mit 0a(2) _{ 0 sonst ’
1
QUE) = W/d?’Nxd?’NpéA(E—H(x,p)) . (4.1.21)
2. Kanonische Gesamtheit:
1 —
plap) = ——e PHP) (4.1.22)
ZK
1 . . —BH (z,
Zg = W/d‘ﬁvzd‘ﬁvpe BH(p) (4.1.23)
3. Groflkanonische Gesamtheit:
1 _
plap) = ——cN TPH@P) (4.1.24)
Zg
= alN
Zg = Y Zk(B,N)e (4.1.25)
N=0

> 1 aN — GH(x,
N=0 ’
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Die Normierung des klassischen Phasenraumvolumens ist anschaulich wie folgt
zu deuten:

e Der Faktor h3Y hat seine Ursache darin, dass wegen der quantenmechani-
schen Unbestimmtheitsrelation der klassische Zustand nur innerhalb eines
Volumens der Gréfenordnung h3V festlegbar ist.

e Der Faktor 1/N! tritt auf, da Zustinde, die sich nur durch Vertauschen
gleicher Teilchen unterscheiden, zu identifizieren und nicht etwa getrennt

abzuzéhlen sind. Fiir mehrere Teilchensorten ist 1/N! zu ersetzen durch
1/(IIaNg!) mit Y- Ny = N.

Selbst im klassischen Grenzfall iiberleben Ziige der Quantenmechanik, sodass
es also, streng genommen, eine selbstidndige klassische statistische Mechanik nicht
gibt. In Mittelwerten (A) heben sich die Normierungsfaktoren heraus, nicht aber,
wie wir sehen werden, in der Entropie oder der freien Energie.

Wihrend der Faktor A3 im Phasenraum eine Skala festsetzt und fiir die klas-
sische Mechanik keine messbare Bedeutung besitzt, hat der Faktor 1/N! Anlass zu
verschiedenen Diskussionen gegeben. Gibbs schreibt 1902 in seinem Buch ,,Elemen-
tary Principles in Statistical Mechanics®:

»If two phases differ only in that certain entirely similar particles have changed
places with one another, are they to be regarded as identical or different phases?
If the particles are regarded as indistinguishable, it seems in accordance with the
spirit of the statistical method to regard the phases as identical. In fact, it might
be urged that in such an ensemble of systems as we are considering no identity is
possible between the particles of different systems except that of qualities, and if v
particles of different systems are described as entirely similar to one another and
to v of another system, nothing remains on which to base the identification of any
particular particle of the first system with any particular particle of the second.*

Fiir Gibbs war die Identifizierung ununterscheidbarer Zustdnde somit eine
durchaus naheliegende Forderung. Zu einem Zeitpunkt, als von Quantenmechanik
noch nicht gesprochen wurde, ist das sicherlich bemerkenswert. Fiir viele andere
Physiker hingegen stellte der Symmetrisierungsfaktor ein Problem dar. Lisst man
ihn im Rahmen einer klassischen Betrachtung jedoch weg, so erhélt man verschie-
dene Widerspriiche mit den Gesetzen der klassischen Thermodynamik, bekannt als
Gibbssche Paradoza. So wachsen z.B. die mittlere Entropie pro Teilchen und die
mittlere freie Energie pro Teilchen mit der Gesamtzahl der Teilchen an und wird
fiir N — oo unendlich. Dies aber steht in krassem Widerspruch zur Thermodyna-
mik, wo die Entropie pro Teilchen und die freie Energie pro Teilchen fiir geniigend
grofle Systeme zu Konstanten werden. Bei der Behandlung des klassischen idealen
Gases (5.1.1) werden wir nochmals auf diesen Punkt zuriickkommen.
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4.1.3 Die Spektraldichte der Energieeigenwerte

Jede Dichtematrix hat ein rein diskretes Spektrum. Dies folgt aus ihrer Normier-
barkeit. Fiir Gleichgewichtszustéinde sind die Eigenzusténde der Dichtematrix die
Eigenzustiinde | E;) von H mit H|E;) = E;|E;). Wir betrachten zuniichst nur réum-
lich begrenzte Systeme, fiir die das Spektrum von H diskret ist. Nur von ihnen kann
man erwarten, dass sie in einem endlichen Zeitraum einen Gleichgewichtzustand
annehmen. (In Abschnitt 10.3 wird eine Definition thermodynamischer Gleichge-
wichtszustinde gegeben, die auch fiir den Grenzfall V' — oo giiltig ist.)
Es ist also
p =Y w(E) |E)NE| . (4.1.27)

i

w(E;) ist dabei die Besetzungswahrscheinlichkeit des i-ten Zustandes. So gilt in der
mikrokanonischen Gesamtheit

1

w(E;) = méA(E—EZ—) . QE) = Z:dA(E—Ei) (4.1.28)

und in der kanonischen Gesamtheit

w(E;) = %e_ﬂEi . Z = Ze_ﬁEi . (4.1.29)

Der Faktor e_ﬁ Ei heifit Boltzmann—Faktor.

Wir wollen nun eine Darstellung der Zustandssummen ableiten, die die Ahnlich-
keit zwischen dem klassischen und dem quantenmechanischen Formalismus verdeut-
licht. Dazu benéttigen wir die Anzahl der Eigenzustdnde von H, deren Eigenwerte
sich in einem vorgegebenen Intervall befinden, oder aber kleiner als ein vorgegebe-
ner Wert sind. Sei

n(E) = Sp O(FE — H) (4.1.30)

die Anzahl der Zustédnde mit Energie kleiner als E. Dann ist die Zustandsdichte fiir
die Eigenwerte des Hamiltonoperators, auch Spektraldichte genannt, gegeben durch

d
g(E) = dEn(E) . (4.1.31)
Dies ist strenggenommen eine Distribution. Da die moglichen Energiezusténde fiir
makroskopische Systeme jedoch aulerordentlich dicht liegen, lésst sich g(£) im All-
gemeinen zu einer glatten Funktion interpolieren. Das geschieht z.B. durch Faltung
mit einer Gaufiverteilung, deren Breite grof} ist im Vergleich zum mittleren Abstand
der Eigenwerte, aber klein im Vergleich zu Energiebereichen, in denen Observable

wesentlich variieren. Insbesondere gilt fiir die mikrokanonische Zustandssumme

E
OE) = /E A 9B = g(B) AB (4.1.32)
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und fiir die kanonische Zustandssumme
7 = / dFE g(E) e PE (4.1.33)
0

Es sollte fiir spitere Anwendungen erwiihnt werden, dass g(F) und n(E) noch von
den verschiedensten Rahmenbedingungen abhéingen, so z.B. vom Volumen V und
der Teilchenzahl N. Dementsprechend erhélt man fiir die grofkanonische Zustands-
summe

Zo = Z/ dE g(B,N) N ~PE (4.1.34)
N=0"0

Diese Uberlegungen lassen sich leicht auf den klassischen Fall iibertragen. Die
Anzahl der Zusténde mit Energie kleiner als E ist durch den Ausdruck

1
TN /d‘wq d*Np ©(E - H(g,p)) (4.1.35)

nklass(E) =
definiert. Entsprechend ist die klassische Energiedichte

dnklass (E)
dF

Gass(F) = — vy [V B - Haw) - (1130
Die Form der Zustandssummen (4.1.32), (4.1.33) und (4.1.34) &ndert sich nicht; es
ist lediglich die Zustandsdichte der Energie durch die klassische Dichte zu ersetzen.
n(E) sowie g(F) sind sehr rasch anwachsende Funktionen. Um dies einzusehen,
betrachten wir als Beispiel ein System aus NV freien Teilchen in einem quaderférmi-
gen Kasten vom Volumen V.
Wir beginnen mit N = 1. Dann ist

P? 2
T 2m 2m
Ein vollstiandiges Orthonormalsystem von Eigenzusténden von P — und damit

von H — ist wiederum durch

gegeben. In jedem Quader im p-Raum mit dem Volumen A, = h3/V (siehe
Gl. 4.1.11) liegt gerade ein Energiezustand. Die Anzahl n(E) der Zustinde mit
Energie kleiner als E ldsst sich dann, wenn F geniigend grof} ist, sodass die Dis-
kretheit sich nicht mehr bemerkbar macht, abschéitzen durch

1 4rm

4T 'V
F) ~ —— —
n(E) & 5

omE)*? = 3 ﬁ(QmE)B/Q . (4.1.37)

Hierbei ist 47 (2mE)®/2 einfach das Volumen einer Kugel vom Radius |p| = v2mE
im p—Raum. Dieses Resultat erhélt man auch aus der klassischen Zustandsdichte.
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Fiir beliebige Werte von N finden wir ebenso

N2 (v

F)r ———— | =
ME)® pEn oy N\

N
) (2mE)3N/2 (4.1.38)

2(m)3N/2 )1(2N) ist die Oberfliche einer 3N-dimensionalen Einheitskugel. Der
2

Faktor 1/N! riihrt daher, dass das Spektrum von H nur auf dem total symme-
trischen bzw. antisymmetrischen Teil des N-Teilchen Hilbertraums zu bestimmen
ist, beriicksichtigt also die Statistik der Teilchen. n(E) wie auch g(F) wachsen also
mit einer sehr groflen Potenz der Energie an.

4.1.4 Der Boltzmann—Faktor

Wir hatten zu Beginn dieses Kapitels aus allgemeinen Uberlegungen eine exponen-
tielle Abh#ngigkeit der Gewichte von der Energie bzw. den additiven Erhaltungs-
groflen gefordert. Die Additivitdt von Inp war zwar eine plausible Annahme, ist
aber nicht zwingend. Daher soll in diesem Abschnitt ein weiteres Argument fiir
die exponentielle Form der Gewichte gegeben werden. Wir wollen ganz allgemein
zeigen, dass ein kleines Teilsystem eines mikrokanonischen Systems selbst eine ka-
nonische Verteilung hat.

Wir betrachten ein mikrokanonisches System 315; insbesondere sei die Energie
FE vorgegeben. Dieses System bestehe aus zwei Teilsystemen ¥ und Yo, die unter-
einander Energie austauschen kénnen, nur die Summe F; + Fs = E ist konstant.
Das System X5 sei sehr viel grofler als 32;. 35 wird manchmal als Wéarmebad bezeich-
net, da es ¥; als Energiereservoir dient. Wir wollen nun die verkiirzte Verteilung
p1 fiir das System X7 bestimmen, wenn die Gesamtverteilung p;2 mikrokanonisch
ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System X7 in einem Zustand befindet, in
dem seine Energie im Bereich E; + A ist — und damit das System ¥ in einem
Zustand zu Fs = F — Ey F A — ist proportional zur Anzahl der Mikrozustinde zu
diesen Energien. Diese sind durch die Spektraldichten g;(E7) und go(E2) gegeben.
Wir nutzen nun aus, dass System Yo sehr viel grofler als System ¥; sein soll,
und damit die Spektraldichte fiir 35 auch sehr viel grofler ist als diejenige fiir 3.
Unter dieser Annahme ist ndmlich die Anzahl der moglichen Mikrozusténde zu der
Energieaufspaltung (Ey, Fs) praktisch ausschlielich durch die Dichte der Zusténde
im System X5 gegeben, d.h.

pi(E1)  g2(E — En)
p1(E])  g2(E— EY)
Wir hatten im letzten Abschnitt gesehen, dass fiir groe Systeme (¥3) die Spekt-

raldichte sehr rasch als Funktion der Energie ansteigt. Als Beispiel hatten wir ein
System freier Teilchen betrachtet, wo g(E) ~ E3N/2. Daraus folgt

@(E—F) _ (E-E)N? - Sgg
g2(E — EY) (E — E,)3N/2

e 2 B —e : (4.1.39)

Q
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Dabei wurde lediglich vorausgesetzt, dass Ey bzw. Ef sehr viel kleiner als die Ge-
samtenergie E ist. Der Parameter 3 hat in diesem Fall die Bedeutung der inversen
mittleren Energie pro Teilchen im Reservoir Yo: 5 = %% (vgl. Gl. 5.1.3).

Diese Argumentation gilt nicht nur fiir ein System von freien Teilchen, sondern
benutzt lediglich die Annahme, dass die Spektraldichte der Energiezustinde im
System X fiir sehr grofle Energien niherungsweise so rasch ansteigt, dass eine
lineare Naherung des Logarithmus sinnvoll ist. Dies ist fiir realistische Systeme eine
plausible Annahme, bzw. ist die Forderung an ein gutes Warmebad. Der Parameter
[ hingt dann mit dem Anstiegsverhalten der Spektraldichte zusammen:

dln g (E)

b= —F

(4.1.40)
Wir werden in Abschnitt 4.2.3 sehen, dass fiir die mikrokanonischen Verteilung dies
bis auf die Boltzmann—Konstante gerade die Definition der inversen Temperatur
ist (vgl. Gl. 4.2.12). Somit erhalten wir

p(BY) _ —B(E— E))

(B ’
d.h. die bekannten Boltzmann-Faktoren als Gewichtung der Zusténde in ¥s.

Diese Ableitung des Boltzmann—Faktors ist insofern befriedigender, als dass sie
nicht nur die exponentielle Abhéngigkeit der Gewichte von der Energie begriindet,
sondern auch gleichzeitig dem Wert fiir 5 eine Bedeutung gibt: (3 ist eine Eigenschaft
der Spektraldichte der Zusténde der Umgebung, mit der physikalischen Bedeutung
der inversen Temperatur.

(4.1.41)

)

4.2 Allgemeine Eigenschaften und Aquivalenz
der Gesamtheiten

4.2.1 Die kanonische Gesamtheit

Die kanonische Gesamtheit (4.1.3) enthiilt den Parameter (3, dessen physikalische
Bedeutung (8 = 1/kT) wir bald einsehen werden. Schon an dieser Stelle lisst sich
jedoch sagen:

e Wenn das Spektrum von H bzw. die moglichen Energiewerte fiir H (¢, p) nach
oben unbeschriinkt ist, muss 8 > 0 sein, da ansonsten die kanonische Zu-
standssumme und der Erwartungswert der Energie (H) nicht existieren. (In
den folgenden Formeln dieses Kapitels lassen wir den ,,Hut*“ zur Unterschei-
dung der Operatoren von den entsprechenden klassischen Funktionen weg,
wenn die Beziehungen sowohl im klassischen wie auch quantenmechanischen
Fall gelten.)

e Fiir grole Werte von 3 sind Zustdnde zu niedrigen Energien dominant,
wahrend fiir kleine Werte von 3 auch hohere Energiezustéinde mit vergleich-
barer Wahrscheinlichkeit beitragen.
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e Der Wert des Parameters 3 ist durch die Forderung

E = (H)
festgelegt.
Man rechnet leicht nach, dass
%Sp er_ﬁH 9
1 —BH (q, 0
Z/du(q,p) H(g,p) e FH(g.p) g
und
2 2 2 > 9
0% = (H* — (H)? = 8—62an = _%Ew) >0 . (4.2.1)

Aus Z lassen sich die Erwartungswerte der Energie und die Varianzen berechnen,
was ein erstes Anzeichen fiir die Wichtigkeit der Zustandssumme ist. F' = %an
wird sich als die freie Energie in der kanonischen Gesamtheit erweisen. Aus der zwei-
ten Gleichung (4.2.1) folgt, dass die Auflésung von E(3) nach § wirklich durchfiihr-
bar ist.

Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit, in der kanonischen Gesamtheit
einen Zustand mit einer Energie im Intervall [E — AFE, E] vorzufinden. Es ist

1 [F _BE' 1 —
w(E)AE — 7/ ae' g(BYe P~ Lome™Par . (122
Z JE-aE Z
Auch diese Beziehung gilt klassisch wie quantenmechanisch.

w(E) hat im allgemeinen ein sehr scharfes Maximum um einen Wert E. Dies
—BE
ex-

ponentiell mit E abfillt. Wir zeigen nun qualitativ, dass w(E) = % g(E)e_ﬂ E fiir
N freie Teilchen ein sehr scharfes Maximum um einen Wert ' = E hat, indem wir
die Ergebnisse des letzten Abschnitts fiir g(E) benutzen:

w(E) = cn (]€>3N/2 eiﬁE = ¢n (63/26/86)N =: CN[h(€)]N

folgt daraus, dass g(F) eine rasch anwachsende Funktion ist, wéhrend e

e = E/N ist die mittlere Energie pro Teilchen, ¢y eine hier nicht weiter inter-
essierende Funktion von N,V,.... h(e) hat ein Maximum bei € = 3/(25), also
E = (3N)/(283). Der Vergleich mit der Gleichung E = (3NkT')/2 fiir ein ideales
Gas liefert 8 = 1/kT, ein erster Hinweis fiir die Bedeutung von (3. Durch die N—te
Potenz von h(e) wird das Maximum auflerordentlich verschérft. Wir berechnen

Inh(e) = Inh(e) — 552(6—@2 + o,

also

2(E—E)°
Pt (4.2.3)

Inw(E) = lnw(E) — é
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Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte w(E) ergibt sich somit niherungsweise eine
GauBverteilung um E mit der Varianz 0%, = (3N)/(26?), und damit

_ 1
EF ~ —
e/B~ 5

4.2.2 Mikrokanonische und grof3)kanonische Gesamtheit

Die folgenden Uberlegungen gelten wiederum sowohl fiir klassische wie auch fiir
quantenmechanische statistische Systeme.

Fiir eine grofle Teilchenzahl N ist bei der kanonischen Verteilung die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Energiewerte, wie wir gesehen haben, auflerordentlich
scharf um den Mittelwert E herum konzentriert. Daher sollte fiir makroskopische
Systeme die kanonische Verteilung zu der mikrokanonischen Verteilung

1
5M.K. = 55A(H7E)

mit der Energie F physikalisch dquivalent sein. Das Rechnen mit der mikrokano-
nischen Verteilung ist allerdings im allgemeinen umsténdlich und unbequem. Fiir
die groflkanonische Gesamtheit,

1 —pBH+aN

paK. = € b )

Za
berechnen sich Mittelwerte und Varianzen der Energie und der Teilchenzahl aus
der grofien Zustandssumme offenbar wie folgt:

) 0?
E = (H) = —%ng , 0% = 8721112@ (4.2.4)
- o) 9 0?

Durch die Vorgabe von E und N sind die Verteilungsparameter § und a bestimmt.
Es ist wieder 8 = 1/kT. Die Bedingung « > 0 ist nur dann moglich, wenn zu einer
grofien Teilchenzahl auch eine hohe Energie gehort, da andernfalls Zg — oo. Das
ist wegen des Pauliprinzips fiir Systeme von Fermionen der Fall. Fiir bosonische
Systeme muss a < 0 sein. Es wird sich zeigen, dass a = [u ist, wobei u das
chemische Potential ist.

Die groflkanonische Zustandssumme ldsst sich als Summation iiber die kanoni-
schen Zustandssummen zur Teilchenzahl N darstellen:

ZG = ZeﬁMNZN = ZZNZN . (426)
N=0 N=0
Die Variable
2= e = (4.2.7)

heifit Fugazitit (~ ,Fliichtigkeit*).
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In dieser neuen Variablen ist dann

_ G, 1 =

N = (N) = 2=—InZg = — NNZ 4.2.
W) = sgnZo = 5o 3 NSy (428)

2 2\’

on = |%g,; InZs . (4.2.9)

Fiir groBe N sollten die relativen Schwankungen og/FE und on /N so klein werden,
dass die groflkanonische Verteilung zur mittleren Energie £ und zur Teilchenzahl
N physikalisch dquivalent wird zur mikrokanonischen bzw. kanonischen Verteilung.
Die grofikanonische Verteilung ist fiir Rechnungen oft die bequemste.

4.2.3 Vergleich der verschiedenen Gesamtheiten

In der makrokanonischen Gesamtheit treten die Energie E und die Teilchenzahl N
in Form ihrer Erwartungswerte auf und sind Funktionen der inversen Temperatur
( und des chemischen Potentials p. Durch Umkehrung lassen sich 4 und p auch als
Funktionen der Erwartungswerte der Energie und der Teilchenzahl erhalten. Bis
jetzt wurde allerdings noch nicht erwéihnt, inwiefern # auch in der mikrokanoni-
schen Gesamtheit, bzw. p in der kanonischen Gesamtheit berechenbar sind.

Ein Hinweis liefern die Uberlegungen aus Abschnitt 4.2.1. Sowohl fiir die klas-
sische als auch die quantenmechanische kanonische Zustandssumme gilt

Z = /OOdE g(E)e_ﬁE : (4.2.10)
0

Andererseits ist in der mikrokanonischen Gesamtheit die Anzahl der Zustdnde mit
Energie kleiner als E' durch Q(E) = n(F) gegeben, wobei fiir sehr grole Werte von
N néherungsweise

InQ(E) = Inn(F) ~ Ing(E)

gesetzt werden kann. Wir hatten argumentiert, dass der wesentliche Beitrag zur
kanonischen Zustandssumme von einem sehr kleinen Energiebereich um E stammt,
der durch die Bedingung der Stationaritit von Inw(E) bestimmt werden kann:

0 0
oder
0
~ —InQ(F 4.2.12
o~ G| (1212)

Diese Gleichung erlaubt es, auch in der mikrokanonischen Gesamtheit zur Energie
E eine GroBe (§ zu definieren, die fiir grofie Systeme (grofie Werte von N) genau dem
Parameter 3 entspricht, der in der kanonischen Verteilung zu dem Erwartungswert
(H) = E fiihrt.
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Dieselben Uberlegungen lassen sich fiir die grofilkanonische Zustandssumme
durchfiihren. Die Stationaritdtsbedingung beziiglich der Teilchenzahl N in der Sum-
me

Za = Y Zk(N) N (4.2.13)
N
fithrt auf die Gleichung:
i(an (N) 4+ aN) =0 (4.2.14)
ON K Nen -
bzw. 5
= — —InZg(N . 4.2.1
o= gz (4.2.15)

Dies erlaubt die Berechnung von « in der kanonischen Gesamtheit. Entsprechend
fithren die Stationaritdtsbedingungen beziiglich der beiden Gréflen £ und N in

Ze — Z/ dE (B, N)e PE+aN (4.2.16)
~ Jo
auf die Gleichungen:
O ng(E, N fa =0 wd LingE N) —B =0 . (4217
ON g\, N = OF g\, . = - \#a

Zusammenfassend erhalten wir somit folgende Moglichkeiten, die bisher behan-
delten thermodynamischen Gréflen in den einzelnen Gesamtheiten zu bestimmen:

1. Mikrokanonische Gesamtheit:

Vorgegeben sind die Werte fiir die Energie E und die Teilchenzahl N. Dar-
aus ist Q(E, N) zu berechnen, und wir erhalten die Temperatur bzw. das
chemische Potential als Ableitungen:

B(E,N) = a%an(E,N) (4.2.18)
a(E,N) = —6%1HQ(E,N) . (4.2.19)

2. Kanonische Gesamtheit:

Vorgegeben ist § und die Teilchenzahl N. Der Erwartungswert der Energie
und das chemische Potential lassen sich aus der kanonischen Zustandssumme

berechnen:
(H)(B,N) = *%IHZK(ﬂ,N) (4.2.20)
(B, N) = —ianK(,B,N) . (4.2.21)

ON
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Durch Umkehrung der ersten Gleichung erhélt man g und « als Funktion des
Erwartungswertes der Energie und der Teilchenzahl:

8 = B((H),N) und a = a((H),N) . (4.2.22)

Fiir gentigend grofle Systeme sind dies dieselben Beziehungen, die man auch
in der mikrokanonischen Gesamtheit erhélt, wenn man dort den Energieer-
wartungswert (H) durch E ersetzt.

3. Grofikanonische Gesamtheit:

Die Parameter in der Dichtverteilung sind 8 und p. Die Erwartungswerte von
Energie und Teilchenzahl sind durch geeignete Ableitungen der grofkanoni-
schen Zustandssumme zu berechnen:

(H)(B,a) = —%mzc(ﬁ,a) (4.2.23)
(N)(B,a) = %ana(ﬁ,a) : (4.2.24)

Wiederum erhélt man durch Umkehrung die Relationen
8 = B(H),(N)) und a = o((H),(N)) , (4.2.25)

und fiir geniigend grofle Systeme stimmen diese mit den entsprechenden Re-
lationen der anderen Gesamtheiten iiberein.

Benutzt man statt des Parameters o das chemische Potential p = /3, so verlieren
die Relationen ihre Symmetrie. Es gilt:

_%mzc(ﬁ,ﬂ) = (H)— u(N) und %mza(ﬂ,u) = BN)

bzw.

Die hier angedeuteten Beziehungen zwischen verschiedenen Gesamtheiten werden
in Abschnitt 4.6 verallgemeinert.

4.3 Information und Entropie

4.3.1 Shannonsche Information

Der Begriff ,,Entropie“ wurde 1865 von Clausius geprégt, der ihn in Analogie zur
Energie fiir thermodynamische Systeme einfithrte. Boltzmann fand 1877 den Zu-
sammenhang zwischen der Entropie und der Anzahl der Zustéinde eines mikrosko-
pischen Systems. In der statistischen Mechanik wie auch in der Thermodynamik
wird die Entropie oft als Maf} fiir die,Unordnung* eines Systems, oder auch die
,Unkenntnis® iiber das System, bezeichnet. Entropie fasst all das zusammen, was
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man bei der Beschreibung des Systems ,,vergisst“ bzw. ,aufler acht ldsst*. Diesen
wagen Aussagen sollen im folgenden konkretisiert werden. Dazu untersuchen wir
den Begriff der Information und zeigen, dass er fiir die Gleichgewichtszustdnde der
statistischen Mechanik die Eigenschaften besitzt, die man von der Entropie erwar-
tet. Im niichsten Abschnitt leiten wir dann die Aquivalenz zum thermodynamischen
Entropiebegriff her.

Im Jahre 1948 begriindete der amerikanische Mathematiker Claude Elwood
Shannon die sogenannte Kommunikationstheorie, nachdem ihm die Quantifizierung
von ,Information“ bzw. ,Informationsfluss“ gelungen war. Von Shannon stammt
auch der Begriff | Bit“ fiir eine Informationseinheit. Shannon war interessiert an
Problemen der optimalen Informationsiibertragung, so zum Beispiel an Fragen nach
der geringsten Anzahl von ‘Bits’ die nétig sind, um eine bestimmte Information
ohne Inhaltsverlust zu vermitteln. In diesem Zusammenhang entwickelte er eine
Grofle, die wir im folgenden Shannonsche Information bezeichnen.

Zunéchst quantifizieren wir ,, Information® dadurch, dass wir sie in Form von
»,Ja—Nein“—Antworten auf einen zuvor vereinbarten Satz von Fragen umformen.
Diese Antworten kénnen wir in Form von ,,0/1“—Einheiten kodieren, die Bits ge-
nannt werden. Eine solche Umformung ist immer moglich, z.B. lidsst sich jeder ge-
schriebene Text kodieren, indem man die Buchstaben durch ihren Standard ASCII-
Code ersetzt. Allerdings ergibt diese Umformung eines Prosatextes im allgemeinen
nicht die kiirzeste Folge von Bits, in der eine Information {ibermittelt werden kann.

Als Beispiel fiir die weiteren Uberlegungen betrachten wir zunéchst die Position
einer Figur auf einem (8x8) Schachbrett. Die Information iiber das gesuchte Feld
lasst sich immer in 6 Bits speichern, das ist die binére Form einer Zahl zwischen 1
und 64. Im wesentlichen geben die 6 Bits Antworten auf die Folge von Fragen:

1. Befindet sich die Figur im oberen Teil des Quadranten ?
2. Befindet sich die Figur im rechten Teil des verbleibenden Gebietes ?

3. Befindet sich die Figur im oberen Teil des verbleibenden Quadranten ?

Die Antwort auf jede Frage halbiert gerade die Anzahl der verbleibenden Méglich-
keiten. Ganz allgemein erkennen wir, dass bei N gleichwahrscheinlichen Moglichkei-
ten die minimale Anzahl von Bits zur Speicherung der Information durch log, N
gegeben ist. Ist N keine Potenz von 2, so ist in der Praxis entsprechend aufzu-
runden; als Maf fiir den Gehalt an Information muss diese Grofle jedoch nicht
notwendigerweise ganzzahlig sein.

Wir betrachten im folgenden einen beliebigen diskreten Ereignisraum (2. Dies
kann die Basis eines Hilbertraums von Zustdnden sein oder auch die mdoglichen
Positionen auf einem Schachbrett. In der Kommunikationstheorie wird Information
durch Signale iibertragen, daher ist dort Q2 die Menge aller moglichen sinnvollen
Folgen von Signalen zur Ubertragung von Information. Auf diesem Ereignisraum ist
ein Wahrscheinlichkeitsmafl w definiert, d.h., jedes Ereignis (jeder mikroskopische
Zustand, bzw. jede Signalfolge) tritt mit Wahrscheinlichkeit w; auf.
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Wir geben zunéchst einen Algorithmus an, der auch bei Nicht-Gleichverteilung
die Anzahl der Antworten minimiert, die nétig sind, um den mikroskopischen Zu-
stand zu kennen. Ausgangspunkt ist die Menge aller moglichen Zustéinde 2 und
die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsverteilung {w;}. Wir teilen zunéchst € in zwei
disjunkte Teilmengen 2, und 5 auf, sodass

= =g

1€Q 1€Q9

Die erste Ja/Nein-Frage lautet dann: ,Ist der Zustand in Q;7“. Die Beantwortung
dieser Frage fiihrt auf eine neue Zustandsmenge, ndmlich Q1 bzw. s, in welchem
sich der Zustand nun mit Bestimmtheit befindet. Reduziert auf dieses Teilsystem
miissen die Gewichte w; mit einem Faktor 2 multipliziert werden, um wieder zu
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung zu werden. Nun spalten wir die erhaltene Men-
ge ); wiederum in zwei Halften auf, soda die Summe der Wahrscheinlichkeiten in
jeder Hiilfte gerade 1/2 ist und stellen wieder eine entsprechende Ja/Nein-Frage.
Dieser Vorgang bricht ab, wenn das verbleibende System nur noch aus einem Zu-
stand besteht. Da sich nach jeder Antwort die Wahrscheinlichkeit fiir den gesuchten
Zustand verdoppelt, endet das Verfahren nach

S; = —logy w; (4.3.1)

Schritten. Die Grofle S; ist somit ein Maf fiir unsere ,,Unkenntnis“ vor Erhalt der
Information, bzw. fiir die Zunahme an Kenntnis durch den Erhalt der Informati-
on. Oft benutzt man nicht den bindren Logarithmus als Informationsmafl sondern
den natiirlichen Logarithmus, der sich nur in einem irrelevanten Faktor unterschei-
det. Als Informationswert ( Uberraschungswert, Neuigkeitswert) bei Empfang der
Information tiber den Zustand 4 definieren wir I(i) = —Inw;.

Offenbar gilt:

e (i) > 0: Eine (verniinftige) Information erhoht unsere Kenntnis.

o I(i) = 0 nur fiir w; = 1: Bei einem gesicherten Zustand ist die Information
iiber sein Vorliegen keine Zunahme der Kenntnis. In der Kommunikations-
theorie bedeutet dies, dass ein Signal, zum dem keine Alternative existiert,
keine Information enthélt.

e Der Informationswert einer Kette von n statistisch unabhéngigen Zeichen ist

n

I(iy, .. in) = Y I(ix) (4.3.2)

=1

d.h. die Anzahl von Bits zur Abspeicherung unabhéingiger Informationen ad-
dieren sich.

Um ein MaB fiir die mittlere Unkenntnis iiber das System zu erhalten, bilden
wir von der Grofe I; den Erwartungswert:

c{w;}) = <I;> = - Z w; In w; . (4.3.3)
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o heiflt Shannonsche Information oder auch Shannon—Information.

Bemerkungen:

e Esist 0 > 0, und o = 0 nur wenn w; = d;;,. Unsere Kenntnis von Makro- zu

Mikrosystem nimmt also nicht zu, wenn sich das Mikrosystem mit Sicherheit
in einem bestimmten uns bekannten Zustand befindet.

Die Funktion f(z) = —xInz ist konvex (von oben, superlinear), d.h.

[ tae) = Y paf(2a) fir 0<pa<1l, Y pa=1.

Auflerdem ist f(0) = 0 = f(1), d.h. sehr seltene Signale und sehr hiufige
Signale tragen beide wenig zur mittleren Information bei. Sehr unwahrschein-
liche Signale tragen im Mittel wenig bei, gerade weil sie so selten sind, und
sehr haufige Signale, weil ihr Informationsgehalt gering ist.

In der Definition von o ist keine Bewertung der Information (etwa erfreulich
— unerfreulich oder niitzlich — unniitz) enthalten.

Ist {w;} die Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem gemischten Zustand, be-
schrieben durch die Dichtematrix p = ), w;|i)(i|, dann ist

o(p) = —Zwilnwi = —Spplnp (4.3.4)

gerade die mittlere Information, die man erhielte, wenn man den Mikrozu-
stand des Systems méfle. Bis auf den Faktor zwischen dem natiirlichen und
dem binidren Logarithmus ist o(p) die mittlere benstigte Anzahl von Antwor-
ten auf Ja/Nein—Fragen, um aus der allgemeinen Kenntnis des Systems —
d.h. der Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsverteilung {w;}, die den Makrozu-
stand charakterisiert — den konkret vorliegenden Mikrozustand zu erfragen.
Da fiir einen makroskopischen Beobachter nur die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung {w;} bekannt ist, z.B. durch die Vorgabe von makroskopischen Beob-
achtungswerten, ist o ein Maf fiir die Unkenntnis des Mikrozustandes.

Die Information einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung w(z) ist
unendlich. Mit w; = w(x;)A7 ist ndmlich

o = —Zwilnwi = —Zw(mi)AT Infw(z;)AT]
— —/dx w(z)mhw(z) — InAT — o0 fir A7 —0 .

Das gilt beispielsweise fiir die klassische statistische Mechanik. Erst die
Quantenmechanik liefert eine natiirliche Beschrankung der Messgenauigkeit
AT =~ h3N. Auf eine mogliche Definition von Entropie in der klassischen
Physik kommen wir in Abschnitt 4.3.5 noch zu sprechen.
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4.3.2 Information und Korrelation

Wir betrachten nun eine Wahrscheinlichkeitsverteilung w;; zu zwei Merkmalen (1)
und (2). Wir deﬁnieren wieder (vgl. Abschnitt 3.2.2 (Gl. 3.2.7)) die bedingte Wahr-

scheinlichkeit w durch die Gleichung

— w® W

Wij Wiy Wi~

wobei wgl) = > . w;; die verkiirzte Wahrscheinlichkeit fiir das Merkmal (1) ist.
Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist somit eine effektive Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten des Ereignisses j fiir Merkmal (2), unter der Voraussetzung, dass das
Ereignis 4 fiir Merkmal (1) bekannt ist. Hiangt die bedingte Wahrscheinlichkeit

w®

iy von Merkmal (1) ab, so gibt es Korrelationen zwischen den Merkmalen. Wir
wollen nun untersuchen, inwieweit diese Korrelationen die Shannon-Information
fiir die beiden Merkmale beeinflusst.

Fiir die Shannon-Information zu w;; finden wir

o2 = Z wijlnw;; = — Z w@w(l) In( w(f.)wgl))
= Z wz(|2]) lnw Z w, (1) Z w(2) In wllj
J
= Zw(l) lnw Zw(l o) = oM 4 U§|21) . (4.3.5)

Hierbei ist

o) die Shannonsche Information des Merkmals (1),
e

o) die bedingte Shannonsche Information des Merkmals (2), wenn der Wert

i des Merkmals (1) bekannt ist und
‘7§|21) die mittlere bedingte Shannonsche Information (gemittelt iiber die Werte
i von Merkmal (1)).
Bei statistischer Unabhéngigkeit ist wz(‘zj) = wj@) und O'£|21) = ¢ In diesem Fall
ist also 0(1:2) = o)) 4 0(2)7 wie zu erwarten.
Umgekehrt ist bei strikter Kopplung, wenn (2) durch (1) véllig bestimmt ist,

wl(|2J) = dja() und Ué‘? =0, also ot =0

Die hier beschriebene Situation mit zwei Merkmalen hat mehrere Deutungen:

e Zusammensetzung eines Systems aus zwei Teilsystemen (1) und (2):

Diese Deutung ist fiir die statistische Mechanik besonders wichtig. o(*2) ist
die Shannon-Information fiir das Gesamtsystem, und o) bzw. ¢(? sind
jeweils die Informationen {iber die Teilsysteme. Die bedingten mittleren
Shannon—Informationen enthalten die Information iiber Korrelationen zwi-
schen den beiden Systemen.



84 4 Allgemeiner Formalismus der statistischen Mechanik

e Verfeinerung der Messung eines groben Merkmals (1) durch zusitzliche Mes-
sung eines feineren Merkmals (2):
In diesem Fall sollte 0(12) = ¢(?) gsein, d.h. die Gesamtinformation steckt

§|12) = 0 (bei Kenntnis von Merkmal

(2) ist auch Merkmal (1) bekannt), und U§|21) = 0@ — ¢ ist gerade die
Informationszunahme durch die Verfeinerung der Messung.

in der Messung (2). Auflerdem gilt o

e Signaliibertragung:

(1) entspricht Signalen am Eingang, (2) Signalen am Ausgang eines Ubertra-
gungskanals. Angestrebt wird hier 0'§|12) =0, d.h. bei Kenntnis des Ausgangs-
signals ist das Eingangssignal vollstdndig bekannt.

Indem wir die Rollen von (1) und (2) vertauschen, erhalten wir
o2 — ) 4 (,g‘z’l) — @ 4 05‘12? , (4.3.6)
Wir definieren die Transinformation r (ein Begriff aus der Signaltheorie):

ro= oM — 082) = o® — U§|21) . (4.3.7)

Mit (4.3.6) erhalten wir fiir  auch die Beziehungen:
r = o2 — 0’§|12) — U;|21) = o) 4 o@ — ;02 (4.3.8)

Wir behaupten nun r > 0. Das ist plausibel, denn es bedeutet, dass sich bei
Kenntnis des Merkmals (2) das Wissen iiber Merkmal (1) nicht vermindern kann,
bzw. dass die Summe der Shannon-Informationen fiir die Systeme (1) und (2)
grofler ist als die Shannon—Information fiir das Gesamtsystem. Der Beweis der Be-
hauptung folgt aus der Konvexitéit von f(z) = —xInz:

RCOR Zf(@”) = Zf(ijﬁz)wfm

Y

D 2w )

_ (2) My — @, 0 _ @1
= ij Zf(wﬂj) = Z“’j 9 T e
J ? J

Fiir die Extremfille gilt:

e Statistische Unabhéngigkeit : 7 = 0 minimal,

1)

T I L PO

1 —
o =0 I

e Strikte Kopplung : 7 = ¢ = ¢ maximal,

W _ @ _

1,2) _ (1) _ (2
o) = o) = c12) — ) — 4@

)
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4.3.3 Extremaleigenschaften der
Gleichgewichtsverteilungen

Wir berechnen nun die Shannon—Information fiir die drei bisher diskutierten Gleich-
gewichtsverteilungen in der statistischen Mechanik und erhalten:

1. Fiir die mikrokanonische Gesamtheit

AH—-E) = oux = mQE) . (4.3.9)

1
PMK—@

Hierbei ist Q(E) die Gesamtzahl der Zusténde in dem vorgegebenen kleinen
Energieintervall und 1/Q(E) die gleichverteilte Wahrscheinlichkeit eines jeden
solchen Zustandes.

2. Fiir die kanonische Gesamtheit

1 —GH
PK = Ze o
— oKk = -Sppxlnpxk = InZ + GE |, (4.3.10)
(hierbei ist E = <ﬁ>pK), also
1
~Z = (B ~ Klox) . (4.3.11)

3. Fiir die grokanonische Gesamtheit

1 ~BUH —pN)

Za

= ogk = InZg + BE — pBuN , (4.3.12)

PGK =

(wiederum ist E = (H) 0 , N = (N)pex ), also

1

—InZg = kT<E — kTogk — uN) . (4.3.13)

Fiir makroskopische Systeme sind in den Féllen 2) und 3) die Schwankungen von
H und/oder N sehr klein, und fiir

E = <g>p}< = <H>PGK und N = <N>

PGK
muss bis auf Terme, die fiir grofle N vernachléssigbar sind, gelten:
OMK — OK = OQGK - (4.3.14)

Es zeigt sich nun, dass diese drei Gleichgewichtsverteilungen unter den sie je-
weils definierenden Nebenbedingungen die grotmogliche Shannon—Information ha-
ben. Genauer gesagt:
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1. Von allen Makrozusténden p, bei denen die Energie der Mikrozustéinde auf
das Intervall [E — A, E] eingeschriinkt ist, hat die mikrokanonische Verteilung
die groBtmogliche Shannonsche Information, also o{p} < omk.

2. Fiir alle Verteilungen p mit vorgegebener Teilchenzahl N und vorgegebenem
Erwartungswert E = (H), der Energie gilt o{p} < ok.

3. Fiir alle Verteilungen p mit vorgegebenen Erwartungswerten N = (N) » und
E = (H), gilt o{p} < ogk.

Wir geben zwei Beweise fiir diese fundamentalen Aussagen. Der erste Beweis folgt
aus der fiir beliebige Dichtematrizen p und p’ geltenden Ungleichung

Sp (pInp’ — plnp) < 0 (4.3.15)

indem wir jeweils fiir p’ die bekannten Verteilungen p’ = pumk, ¢/ = px und p’ =
pck einsetzen und die Beziehung (4.3.11) bzw. (4.3.13) benutzen.

Zum Beweis der Ungleichung benutzen wir die vollstdndigen Sétze von Eigen-
zustdnden {|i)}, {]i)} zu p bzw. p':

’
P

Sp (plnp' —plup) = S ilpli)(#|Inp —npli) = Z|<z‘|z">|2pz—

Z\lepz —1) = > @)@ —pi) =0 .

i3/ i,/

IN

Das Gleichheitszeichen gilt offensichtlich, wenn p und p’ dhnlich sind, d.h. durch
eine unitdre Transformation ineinander iiberfithrt werden kénnen.

Der zweite Beweis ergibt sich, indem wir in o = — ", w; Inw; die Wahrschein-
lichkeiten w; unter den Nebenbedingungen

1. Mikrokanonisch: >, w; =1
2. Kanonisch: El w; =1, Ei w By =FE
3. GroBkanonisch: Yywi=1, Y wE,=E , Y, wN;=N

variieren, um stationire Punkte aufzusuchen. Mit der bekannten Methode der La-
grangeschen Parameter findet man:

Loo{=>,wilnw; + A3, w;} =0
= —lnw;—14+X =0 = w; = € =

2. 0{=Y,wilnw; + XY, w; — B, w;E;} =0

— —lnwi—l—l—)\—ﬁEi:O — w; =
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3. (5{—Ziwilnwi +)\Ziwi —BziwiEi +aziwiNi} =0

1 _3E .
- —lnwi—l—l—/\—ﬁEi—l-aNi =0 = w; = 76 ﬂEZ—'—aNl
G

Die Lagrangeschen Parameter 8 bzw. « sind aus den Nebenbedingungen fiir die
Erwartungswerte zu bestimmen.

Die so gefundenen stationédren Punkte sind wegen

dw;)?
520 — — S 0w 4.3.16
wirklich Maxima.

Damit haben wir eine dritte (unabhingige) Begriindung fiir die Boltzmann—
Faktoren gefunden: Sie bilden bei den jeweils vorgegebenem Rahmenbedingungen
die Verteilungsfunktion mit der groftmoglichen Entropie. Ausgehend von diesem

Ergebnis ldsst sich die statistische Mechanik auch auf einem Variationsprinzip auf-
bauen.

4.3.4 Entropie fiir Systeme im globalen und im lokalen
Gleichgewichtszustand

Es lage nahe, die Shannonsche Information o direkt mit der Entropie zu identifi-
zieren. Das ist aber nicht moglich, denn mit

o) = ¢ P e = U p(0) U ()
gilt auch
o) Inp(t) = U(t) [p(0) In p(0)] U~(1) (43.17)
und damit
ot) = —Sp UM [pO)p0)] U1) = —Sp [p(0)Inp(0)] = o(0) . (4318)

o &ndert sich also nicht mit der Zeit. Dies liegt daran, dass die Zeitentwicklung
vollig deterministisch ist, und so unsere Kenntnis tiber ein System aufgrund der
Zeitentwicklung nicht abnehmen kann. Andererseits erwartet man von der Entropie
ein zeitliches Anwachsen.

Es sollte an dieser Stelle betont werden, dass wir in diesem Abschnitt immer ein
abgeschlossenes Gesamtsystem betrachten. Andert man die Rahmenbedingungen
eines Teilsystems, z.B. durch Ankopplung an eine neue Umgebung, so ist weder die
Zeitentwicklung in diesem Teilsystem deterministisch — also Gl. (4.3.17) anwend-
bar —, noch muss nach den Gesetzen der Thermodynamik die Entropie in diesem
Teilsystem zunehmen. Der Kontakt mit einer kélteren Umgebung wird z.B. im
allgemeinen fiir das Teilsystem zu einer Verringerung der Entropie fiihren, nicht
jedoch fiir das Gesamtsystem.
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Beschreibt p einen Gleichgewichtszustand, so spricht allerdings alles fiir eine
Identifizierung von o(p) mit der Entropie:

S = ko{p} = —kSpplnp . (4.3.19)

In einem abgeschlossenen Verband von Teilsystemen, welcher sich in einem globa-
len Gleichgewichtszustand befindet, ist diese Definition auch fiir die Zusténde der
,offenen“ Teilsysteme sinnvoll. Dies ldsst sich folgendermaflen einsehen.

Sei p der Zustand des Gesamtsystems ¥ und seinen p(* die Verkiirzungen von
p auf die n Teilsysteme 2(9). Dann gilt

a{p} < > a{p} . (4.3.20)
Der Beweis fiir zwei Teilsysteme folgt direkt aus Ungleichung (4.3.15) mit p' =
pM @ p®). Die Verallgemeinerung auf beliebig viele Teilsysteme erhilt man durch
Induktion. Eine Ungleichheit liegt vor, wenn Information iiber Korrelationen au-
Ber acht gelassen wird, d.h. wenn man die Entropien fiir jedes Teilsystem ohne
Riicksicht auf die anderen Teilsysteme bestimmt.!

Andererseits haben wir im letzten Abschnitt gezeigt, dass bei festen Rahmenbe-
dingungen der Gleichgewichtszustand unter allen moglichen Zustdnden die grofite
Entropie hat. Postulieren wir diese Eigenschaft auch fiir den Gleichgewichtszustand
eines Systems, bei dem sich die Zwangsbedingungen auf Teilsysteme beziehen, so
gilt fiir einen globalen Gleichgewichtszustand das Gleichheitszeichen in (4.3.20),
und die Verteilung ist durch das Tensorprodukt der Einzelverteilungen gegeben:

p = pgl) ® p(lz) ®...0 p(In) mit I = MK oder K oder GK .

Wir wollen nun untersuchen, wie Entropie fiir Systeme definiert werden kann,
die sich nicht in einem globalen Gleichgewichtszustand befinden, aber ndherungs-
weise als ein Verband von Systemen im lokalen Gleichgewicht aufgefasst werden
konnen. Dies wird den 2. Hauptsatz — die Zunahme der Entropie mit der Zeitent-
wicklung — plausibel erscheinen lassen, stellt aber keinen Beweis dar.

Fiir ein System X im lokalen Gleichgewichtszustand definieren wir die Entropie
durch Zerlegung in Gleichgewichtssysteme X9 wie folgt:

S =k Z o® k : Boltzmann-Konstante |, (4.3.21)
i=1

wobei ko)) die Entropie des Gleichgewichtssystems (4) ist.
Durch diese Definition wird auch einem System im lokalen Gleichgewicht ein
Produkt von Gleichgewichtsverteilungen

p = pgl) ® p?) ®...0 pgn) mit [ = MK oder K oder GK

ndem man fiir p einen reinen Zustand wéhlt, sieht man, dass in Quantensystemen sogar
o{p} < o{p™} méglich ist. Fiir ein makroskopisches System in einem geniigend gemischten
Zustand wird allerdings die Information eines Teilsystems immer kleiner als die des Gesamtsystems
sein.
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zugeschrieben. Wihrend fiir einen globalen Gleichgewichtszustand diese Faktorisie-
rung der Verteilung jedoch aus der maximalen Entropie gefolgert werden konnte,
ist p fiir einen lokalen Gleichgewichtszustand eine (aus p bestimmbare) ,effektive®
Verteilung zur Bestimmung der Entropie. Hierbei kann natiirlich jedes (") seinen
eigenen Wert von 8 und p haben. Aus der Definition folgt sofort:

e Im (globalen) Gleichgewichtszustand ist die Entropie eines abgeschlossenen
Systems grofler als in jedem lokalen Gleichgewichtszustand.

e Im globalen Gleichgewichtszustand haben 3 und g im ganzen System ein-
heitliche Werte.

Die monotone zeitliche Zunahme der Entropie kann man sich auf folgende Weise
plausibel machen:

Sei p wiederum der Zustand von ¥ und seien p(¥) die Verkiirzungen von p auf
die n Teilsysteme ¥(). Dann folgt wieder nach Gl. (4.3.20)

olo} < YolpV} = ofs} - (4.3.22)

7

Es sei nun zur Zeit ty
plte) = pPto)®...@p (to) |
7 i 1
olpt)} = Dol (ko)) = D oW (t) = ;5(t) .

i

zur Zeit t > tg ist dann

S() ,  (4.3.23)

FS(t) = olpt)} = olp®)} < YoleV@)} =

7

da p(t) im allgemeinen kein Produkt von Gleichgewichtszustdnden mehr sein wird.
Die Entropie nimmt also deshalb zu, weil man zu jeder Zeit erneut das makroskopi-
sche System durch ein Produkt von Gleichgewichtssystemen beschreibt. Hierdurch
verzichtet man auf die ohnehin unzugéngliche Information iiber die Korrelationen
der Mikrozustinde der Teilsysteme, die sich im Prinzip aus der Kenntnis des An-
fangszustandes gewinnen liefe.

Es sollte nochmals betont werden, dass diese Argumente zwar den 2. Hauptsatz
der Thermodynamik plausibel erscheinen lassen, jedoch keinen Beweis darstellen.
Die Zunahme der Entropie kann nicht allein auf dem subjektiven Element des
, Vergessens® bzw. ,, Aulerachtlassens“ von Korrelationen beruhen.

4.3.5 Entropie in der klassischen statistischen Mechanik

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass die Shannonsche Information in der
angegebenen Form nicht fiir klassische Systeme als Entropie zu interpretieren ist.
Dies liegt wieder einmal daran, dass sich die Zustédnde eines klassischen Systems
nicht abzéhlen lassen, sondern ein Kontinuum bilden. Der Informationszuwachs



90 4 Allgemeiner Formalismus der statistischen Mechanik

von einem Kontinuum von Moéglichkeiten zu einem bestimmen Punkt ist unendlich:
Zur exakten Kodierung eines Punktes in einem Kontinuum, z.B. einer reellen Zahl,
benétigt man unendlich viele Bits.

Andererseits ist eine Dichteverteilung p(q, p) auf einem Phasenraum zu einem
reinen Zustand, d.h. zu einem Punkt im Phasenraum, immer einer Idealisierung.
Praktisch fithrt jede Form von Messungenauigkeit zu einer Verteilung, die auf einem
Gebiet vom Mafl # 0 nicht verschwindet. Der Ansatz

1
Slpl = —k W/qudp p(a,p) Inp(q,p) (4.3.24)

fiir die Entropie zu einer Dichteverteilung auf einem N-Teilchen—Phasenraum er-
scheint daher sinnvoll. Die Normierung von p ist durch das Mafl bestimmt (siehe
Gl (4.1.19)):

o ),
~ay [ dedp p(g,p) = 1
N3N [, (¢:7)

Es wird kaum erstaunen, dass fiir eine Gaufiverteilte Dichtefunktion der Wert .S = 0
dann angenommen wird, wenn das Produkt der Varianzen AzAp von der Grofien-
ordnung der Planckschen Konstanten A wird. Fiir engere Lokalisierungen, obwohl
klassisch moglich, wird die Entropie negativ, was wiederum die Grenzen der klas-
sischen Beschreibung aufzeigt. Eng damit verbunden ist, dass sich die Entropie um
eine additive Konstante dndert, wenn man im Phasenraum eine Skalentransforma-
tion durchfiihrt, da sich die Dichteverteilung mittransformiert (3.1.1).

Der Satz von Liouville — das Phasenraumvolumen bleibt bei einer Hamilton-
schen Dynamik konstant — hat zur Folge, dass sich die Entropie (4.3.24) zeitlich
nicht dndert, auch wenn p nicht zu einer Gleichgewichtsverteilung gehort. Ahnlich
wie schon im quantenmechanischen Fall ist die Definition (4.3.24) somit nur fiir
Gleichgewichtszustéinde sinnvoll.

Eine genauere Analyse der zeitlichen Entwicklung von Nichtgleichgewichtsver-
teilungen zeigt jedoch, in welchem Sinne nach geniigend langer Zeit eine Ausschop-
fung des zugéngigen Phasenraums erreicht wird, bzw. in welchem Sinne man von
einer Entropiezunahme sprechen kann. Wir betrachten als Beispiel ein ideales Gas
in einem 1-dimensionalen Kasten, wobei die Anfangsverteilung im Ortsraum eine
Gleichverteilung innerhalb eines Intervalls Azy und im Impulsraum eine Gleich-
verteilung im Bereich [—p, p] sein soll (siehe Abb. 4.1a). Die Dynamik der freien
Bewegung bewirkt ein ,,Kippen* der anféinglichen Verteilung im Phasenraum: Ent-
sprechend ihrem Impuls bewegen sich die Teilchen nach rechts bzw. links. Die
Reflektion eines Teilchens an der Wand des Behélters bewirkt eine Umkehr des Im-
pulses (Abb. 4.1b). Nach geniigend langer Zeit und geniigend héiufigen Reflektionen
der schnelleren Teilchen an der Wand ergibt sich das Bild von Abb. 4.1c. Das Pha-
senraumvolumen ist zwar entsprechend dem Satz von Liouville konstant geblieben,
hat sich jedoch in sehr diinnen Féden iiber das gesamte mit den Erhaltungsgréfien
vertrigliche Phasenraumvolumen verteilt. Eine oberflichliche Beobachtung wird
eine Gleichverteilung im erlaubten Phasenraum feststellen. Diese entspricht dem
neuen Gleichgewichtszustand, gehort allerdings zu einer Dichtverteilung mit einer
hoheren Entropie.
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N

Abb. 4.1: Ein anschauliches Beispiel fiir die Zunahme der Entropie fiir ein freies
Teilchen in einem eindimensionalen Kasten: Das Phasenraumvolumen einer Dich-
teverteilung, die zunidchst rdumlich auf ein kleines Intervall konzentriert ist (a),
bleibt wihrend der zeitlichen Entwicklung konstant, ,kippt“ jedoch aufgrund der
Bewegung der Teilchen und wird an den Winden reflektiert (b). Nach geniigend
langer Zeit fiillt es den makroskopisch zugéingigen Phasenraum gleichméfig aus,
ohne jedoch mikroskopisch sein Volumen vergrofiert zu haben (c).

Fiir realistischere Systeme als einem eindimensionalen idealen Gas kann man
sich die zeitliche Entwicklung einer Verteilung im Phasenraum &hnlich vorstellen,
allerdings weniger geordnet. Nach entsprechend langer Zeit wird sich jede Anfangs-
verteilung in feinen Schlieren bzw. Féden iiber das gesamte zugéngige Phasenraum-
volumen verteilt und damit effektiv zu einer neuen Verteilung mit einer gréofieren
Entropie entwickelt haben. Das Wiederkehrtheorem (siehe Abschnitt 3.3), nach-
dem jeder Punkt im Laufe der zeitlichen Entwicklung jedem anderen erreichbaren
Punkt im Phasenraum beliebig nahe kommt, unterstiitzt diese Vorstellung: Nach
gewisser Zeit wird ein ,, Aufblasen* jedes Punktes innerhalb des Verteilungsgebietes
um ein beliebig kleines A das gesamte Phasenraumvolumen ausfiillen.

Die hier gegebene qualitative Interpretation der Entropiezunahme in klassischen
statistischen Systemen lésst sich exakter formulieren, wenn man eine obere Mess-
genauigkeit A im Phasenraum annimmt. Zu jeder Dichtverteilung p definieren wir
eine mit einer Gauflverteilung ,, verschmierte* bzw. ,,aufgeblasene* Dichteverteilung

pa:
pale,p) = /qu',p') o(dp) Cala—d\p—p) . (43.25)

Ga(q,p) ist dabei eine Gaufiverteilung im Phasenraum mit einer Varianz A ~
(Aq, Ap) beziiglich der Orts— und Impulskoordinaten. Der genaue Wert von A
spielt keine wesentliche Rolle, allerdings sollten die Varianzen von 0 verschieden
sein. Die Verteilung pa ist fiir Gleichgewichtsverteilungen nahezu gleich p, und
somit sind auch die zugehérigen Entropien nahezu gleich. Andern sich jedoch die
Rahmenbedingungen, wodurch p keine Gleichgewichtsverteilung mehr ist und sich
zeitlich entwickelt, so wéchst die Entropie zu pa mit der Zeit an, und zwar in
dem Mafle, wie sich durch die Verschmierung mit der Gaufiverteilung das zu pa
gehorige Phasenraumvolumen vergroflert. Dies wird dann wesentliche Effekte ha-
ben, wenn die feinen Féden von p von der Groflenordnung der Verschmierung A
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werden. Schliellich entwickelt sich pa zu einer stabilen Verteilung, die der neuen
Gleichgewichtsverteilung entspricht.

Das angegebene Verfahren — die Verschmierung der Verteilungsfunktion p
— bezeichnet man auch als Vergréberung (englisch coarse graining). Es ist eine
Moglichkeit, die Entropiezunahme zu verstehen und zu quantifizieren, bzw. auch
fiir Nichtgleichgewichtszustdnde eine Entropie zu definieren, die fiir realistische
Anfangsverteilungen mit der Zeitentwicklung zunimmt. Als Kritikpunkt an die-
sem Verfahren sollte man jedoch erwdhnen, dass die Vergroberung eine subjektive
Verdnderung der Verteilungsfunktion darstellt, die Entropiezunahme somit auf sub-
jektive Erscheinungen — in diesem Fall unser ,, Vergessen“, bzw. unsere ungenauen
Messverfahren — zuriickgefiihrt wurde. Andererseits erwartet man aber, dass die
Entropiezunahme ein objektives physikalisches Gesetz ist, und nicht von unseren
subjektiven Erkenntnismoglichkeiten abhéngt.

4.4 Vergleich von thermodynamischem,
statistischem und informationstheoretischem
Entropiebegriff

Wir sind bisher drei verschiedenen Entropiebegriffen begegnet:

1. Der thermodynamischen Entropie, die sich als Zustandsgrofle zum Energie-
austausch durch Wérme in der Thermodynamik darstellt:

0Q = TdS (4.4.1)
bzw. allgemeiner aus der Gibbsschen Fundamentalform (2.4.1):

dE = TdS + > &dX; . (4.4.2)

2. Der statistischen Entropie im Sinne Boltzmanns, die im wesentlichen gleich
dem Logarithmus der Anzahl der Zustéinde bei festgehaltenen makroskopi-
schen Parametern ist:

S = klnQ(E,X) . (4.4.3)

3. SchlieBlich der informationstheoretischen Entropie, die S als ein Maffiir die
Unkenntnis des Mikrozustandes bei Kenntnis des Makrozustands, bzw. bei
Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsverteilung {w;}, interpretiert:

S = —kailnwi . (4.4.4)

Die letzten beiden Interpretationen der Entropie unterscheiden sich weniger in der
definierenden Form (4.4.3) bzw. (4.4.4) — fiir eine Gleichverteilung wird (4.4.4)
gleich (4.4.3) —, sondern eher in der Bedeutung, die man der Wahrscheinlichkeits-
verteilung {w;} beimisst. Beschreibt man mit {w;} ein Ensemble von Systemen —
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ist also w; die relative Héufigkeit, mit welcher der Zustand 7 in diesem Ensemble ver-
treten ist — so erhélt man die statistische Interpretation der Entropie. Driickt {w; }
jedoch eine Unkenntnis iiber den Zustand eines Einzelsystems aus — kann man also
aufgrund der Praparation nur sagen, dass es sich mit der Wahrscheinlichkeit w; in
dem Zustand i befindet — so erhilt man die informationstheoretische Interpretati-
on fiir die Entropie. Im folgenden soll der Bezug der thermodynamischen Entropie
zur statistischen bzw. informationstheoretischen Entropie untersucht werden.

Dazu leiten wir fiir die kanonische Verteilung der Zusténde die Gibbssche Fun-
damentalform ab. Die kanonische Gesamtheit ist insofern ausgezeichnet, als ein
unkontrollierter Energieaustausch mit der Umgebung nur in Form von Wirme
moglich ist. Dieser Energiefluss ist in der Thermodynamik mit der Entropie ver-
kniipft (2.3.14). Der Energieaustausch, der mit der Anderung der anderen extensi-
ven Variablen {X,} (Volumen, dufleres Magnetfeld usw.) verbunden ist, kann mit
makroskopischen Mitteln kontrolliert werden.

Der Erwartungswert der Energie

E = Zlel
i

kann fiir ein solches System auf zwei Weisen gedndert werden:
— durch eine Anderung dw; der Besetzungswahrscheinlichkeiten w;,

— durch eine Anderung dE; der Energieeigenwerte E;. Dies ist dadurch méglich,
dass man durch Variation der dufleren Parameter X, in der Hamiltonfunktion
den Mechanismus des Systems &dndert.

Wir finden so:

dE = Y dwE;i+ Y widE; = > dwB + Y &dXa (4.4.5)
mit 9E
o« = e - 44,
< Z:w 09X, (4.4.6)
Andererseits finden wir wegen . dw; = 0 fiir Anderung der Entropie:
1
EdS = — d;wilnwi = — zi:dwilnwi
1 .
Mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung der kanonischen Gesamtheit w; = Ee_ﬂ Ei
erhalten wir: .
-ds = 6§i:dwiEi . (4.4.7)

Wir haben somit die Gibbssche Fundamentalform,
1

dE:kﬂ

dS+ 3 €adX, = TdS + > €.dX, |
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aus der statistischen Mechanik abgeleitet und dabei gleichzeitig die Identitéit zwi-
schen der Entropie der statistischen Mechanik und der thermodynamischen Entro-
pie verifiziert.

Es bleibt noch die Erklarung des dritten Hauptsatzes im Rahmen der stati-
stischen Mechanik: Fir T — 0 (also 8 — oo) wird die Verteilungsfunktion nur
Zusténde mit minimaler Energie (E; = 0) zulassen. Im allgemeinen gibt es aber
nur einen Grundzustand und man erhélt S(T = 0) = 0. Ist der Grundzustand
entartet, so nimmt die Entropie fiir 7' — 0 ihren minimalen Wert an.

4.5 Bemerkungen zur statistischen Deutung des
zweiten Hauptsatzes

Die Erkldrung des zweiten Hauptsatzes im Rahmen der statistischen Mechanik kann
grob folgendermaflen formuliert werden: ,Ein System entwickelt sich mit grofler
Wahrscheinlichkeit von einem unwahrscheinlichen Zustand in einen wahrschein-
lichen Zustand*. Diese Deutung des zweiten Hauptsatzes soll im folgenden kurz
erldutert werden.

Zunéchst ist zu kldren, wie einem reinen Mikrozustand eine Entropie bzw. eine
makroskopische Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden kann, ohne Riickgriff auf ei-
ne Dichteverteilung oder Dichtematrix, die bei einem Einzelsystem die subjektive
Unkenntnis ausdriickt. Der makroskopische Beobachter entscheidet sich fiir einen
Satz von makroskopisch zugiingigen Observablen Ay, ..., A,, eines Systems im lo-
kalen Gleichgewichtszustand. Jedem Mikrozustand p — hier symbolisch als Punkt
im Phasenraum bezeichnet, allerdings ist die Argumentation ebenso auf Quanten-
systeme iibertragbar — wird der Satz der makroskopischen Beobachtungswerte

zugeordnet. Dieser bestimmt die Kenntnis des Beobachters von dem Zustand.

Umgekehrt kann man nun jedem vorgegebenen Satz von erlaubten Werten
{ai,...,a,} fir die Observablen, sowie einer zugelassenen Messungenauigkeit fiir
jede Beobachtung Aa; ein Gebiet B im Phasenraum zuordnen, sodass

Ba({a;}) = {p€ PVia; <Ai(p) <a; +Aa;} .

Ba({a;}) ist die Menge aller Phasenraumpunkte mit denselben Werten fiir den Satz
der Observablen A = {A;}, also das Urbild der Abbildung (4.5.1), ,,aufgeblasen®
mit den Ungenauigkeitsintervallen Aa;. Fiir jeden Punkt p im Phasenraum definie-
ren wir nun die Entropie als das Volumen der Menge aller Punkte, die innerhalb
der Fehlergrenzen dieselben Beobachtungswerte haben:

p — Salp) = Sa({Ai(p)}) = Vol(Ba({4i(p)}))

(Wir nehmen in diesem Fall eine mikrokanonische Gleichverteilung an, was jedoch
fiir das Argument nicht wesentlich ist.) Entropie wird so zu einer Funktion auf
dem Phasenraum, die jedoch von der Wahl der Observablen A abhéngt. Insbeson-
dere erhélt man fiir die Bahnkurve p(t) eines Systems eine zu jedem Zeitpunkt
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definierte Funktion S4(p(t)), von der wir nun zeigen wollen, dass sie mit grofier
Wahrscheinlichkeit mit der Zeit nicht abnimmt.

Nach der Ergodenhypothese sollte im generischen Fall und fiir sehr grofle Zei-
ten jedes zugéngliche Gebiet des Phasenraums mit gleicher Wahrscheinlichkeit ,,be-
sucht“ werden. Seien insbesondere By und B, zwei Gebiete, die sich als Urbilder
von Beobachtungswerten ergeben, und sei ®; die Transformation der Zeitentwick-
lung, d.h. ®;(By) ist das Gebiet im Phasenraum, das sich aus By nach einer Zeit ¢
ergibt, dann kann man fiir generische Zeiten t grofl genug erwarten, dass

w(tI’t(Bl)ﬂB2) = w(@t(B2)ﬂB1) .

Diese Gleichheit driickt die Reversibilitdt der Zeitentwicklung aus: In einem En-
semble von Systemen zu gleichverteilten Zustédnden ist die Wahrscheinlichkeit fiir
den Prozess By — By gleich der Wahrscheinlichkeit fiir den Prozess B, — Bj. Nach
unseren allgemeinen Uberlegungen zu bedingten Wahrscheinlichkeiten (Abschnitt
3.2.2) konnen wir schreiben:

W(®(B1) N Bs) = w(Ba|®:(By)) w(®(By)) - (4.5.2)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit w(Bz|®:(B1)) ist die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten von By, wenn By bekannt ist. Nutzen wir noch die Erhaltung des Pha-
senraumvolumens unter der Zeitentwicklung, w(®,(B)) = w(B), so folgt:

w(By|®:(By))  Vol(By)
w(lefbt(B;)) B Vol(Bj) ' (4.5.3)

Diese Gleichung bezeichnet man auch als ,, Flieigleichgewichtsbedingung®, detail-
liertes Gleichgewicht bzw. detailed balance (vgl. Abschnitt 8.7, Gl. (8.7.5)). Fra-
gen wir also nach dem Verhéltnis der Wahrscheinlichkeit, dass sich ein generischer
Punkt p mit Entropie ST zu einem spiteren Zeitpunkt (¢ > Relaxationszeiten) in
einem Zustand mit Entropie S/ befindet, zur Wahrscheinlichkeit fiir den umge-
kehrten Prozess, so gilt:

w(s] N SII) SII _ SI

Der Ubergang von einer geringen zu einer héheren Entropie ist also wahrscheinli-
cher. Bei typischen Systemen der statistischen Mechanik ist diese Wahrscheinlich-
keit z.T. iiberwéltigend, da die Entropie im wesentlichen proportional zur Teilchen-
zahl ist. Die Asymmetrie ergibt sich dabei aus der Aufspaltung (4.5.2): Es wird nach
der bedingten Wahrscheinlichkeit fiir einen Prozess gefragt, dessen Anfangszustand
vorliegt.
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Fassen wir nochmals die entscheidenden Annahmen dieser Argumentation zu-
sammen:

e Die Zunahme der Entropie gilt nur fiir generische Punkte im Phasenraum.

Nicht—generische Punkte haben Mafi Null, d.h. die Wahrscheinlichkeit
fiir ihr ,zuféilliges Herausgreifen® verschwindet. Das bedeutet zwar nicht
yunmoglich“ (vgl. die Bemerkungen in Abschnitt 3.2.4), jedoch wiirde man
in der Praxis einen dynamischen Mechanismus vermuten, falls solche ausge-
zeichnete Punkte als Zustand beobachtet wiirden.

e Es wurde angenommen, dass fiir ¢ — oco jedes Gebiet im Phasenraum gleich-
wahrscheinlich ist (Ergodenhypothese). In der Praxis muss ¢ viel grofier als die
typischen Relaxationszeiten sein. Fiir sehr kurze Zeitrdume kann es wesentli-
che Korrelationen zwischen den Zustdnden geben. Die Wahrscheinlichkeiten
fiir die Zunahme der Entropie sind in diesem Fall sehr viel schwieriger ab-
zuschitzen und auch nicht immer so iiberwéltigend grof. Es kann durchaus
fiir sehr kurze Zeiten (und im allgemeinen kaum merkbar) zu einer Verletzung
des zweiten Hauptsatzes kommen. Mit Simulationen physikalischer Systeme
lassen sich diese ,, Verletzungen® zeigen.

e Die oben definiert Entropie hingt von der Wahl der Observablen A = {A;}
(und der Intervalle {Aa;}) ab. Dies scheint wiederum eine subjektive Inter-
pretation der Entropie zu sein, obwohl die entscheidende Aussage (4.5.4) fiir
jede dieser so definierten Entropien giiltig ist.

Fiir das korrekte Funktionieren einer Maschine ist oft das Verhalten weniger
makroskopischer Parameter relevant, und diese definieren dann die Entropie.
In diesem Sinne bestimmt das zu beschreibende System selber die Wahl der
Entropie.

e Ungeklart ist jedoch, wie ein System in einen Zustand niedriger Entropie ge-
langt ist, der bei der bedingten Wahrscheinlichkeit als gegeben angenommen
wird. Dies fiihrt letztendlich auf das Problem, warum die Entropie in unserem
Kosmos zu Beginn so klein war, bzw. der Anfangszustand so unwahrschein-
lich. Dieses Problem ist nach wie vor ungekldrt und nicht direkt im Rahmen
der statistischen Mechanik losbar.

4.6 Allgemeiner Formalismus statistischer
Gesamtheiten

In der statistischen Mechanik ist der Ubergang zwischen verschiedenen Gesamt-
heiten durch eine verallgemeinerte Laplace—Transformation darstellbar. Die Re-
lationen, die sich einzig aus dieser mathematischen Struktur ergeben, werden in
Abschnitt 4.6.2 dargestellt. Anschlieend (§4.6.3) zeigen wir, dass sich unter ei-
ner plausiblen Annahme — der Approximation des Integrals durch den Wert
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des Integranden am stationdren Punkt — diese Gesamtheiten durch Legendre—
Transformationen ineinander iiberfithren lassen und stellen den allgemeinen For-
malismus dafiir auf. Der physikalische Grund fiir die Approximation durch den sta-
tiondren Punkt liegt im Skalenverhalten extrinsischer und intrinsischer Variabler
im thermodynamischen Limes. Dies wird, ebenfalls unabhéingig von einer physika-
lischen Interpretation, in Abschnitt 4.6.4 diskutiert. Zu Beginn aber zeigen wir eine
Relation zwischen der Laplace-Transformation und der Legendre-Transformation,
die die Basis fiir der Ubergang von der statistischen Mechanik zur Thermodynamik
bildet.

4.6.1 Laplace—Transformation und
Legendre—Transformation

Viele der Beziehungen zwischen den thermodynamischen Grolen folgen aus der
statistischen Beschreibung im Grenzfall sehr vieler Teilchen N — oo. Diese Zusam-
menhénge ergeben sich unabhingig von ihrer thermodynamischen Interpretation
oft aus einer einfachen Eigenschaft der Laplace-Transformation:

Sei Y (X) eine Funktion, die fir X — oo schwiicher als exponentiell ansteigt,
dann ist die Laplace—Transformierte von Y (X) definiert durch

Z(a) = /OoodXY(X) e % (4.6.1)

Wir nehmen nun an, die Funktion Y (X) e~ %X habe ein sehr scharfes Maximum
bei X, bestimmt durch die Gleichung

0

und liefere fiir Werte von X nicht zu nah bei diesem Maximum nur einen ver-
nachléssigbaren Beitrag zum Integral. Dann gilt ndherungsweise

InZ(a) ~ mY(X) — aX . (4.6.3)

X ist dabei durch Umkehrung der Gleichung (4.6.2) als Funktion von a aufzufassen.
Man erkennt in diesen Beziehungen die Legendre—Transformation wieder: — In Z ()
ist die Legendre-Transformierte von InY (X), und « ist die Steigung von InY" an
der Stelle X.

Damit die Legendre-Transformation und ihre Umkehrung eindeutig definiert
werden konnen, miissen beide Funktionen konvex sein. Die Konvexitidt von
—InZ(a) (dh. (-0InZ(e)/0cx) > 0) folgt unmittelbar aus Gleichung (4.6.1) so-
fern Y (X) positiv ist, was fiir die Anwendungen in der statistischen Mechanik der
Fall ist. Die Konvexitéit von — In Y (X) ist gleichbedeutend mit der Bedingung, dass
a (Gl 4.6.2) positiv ist. Die Funktion Y (X) e~ X 5ol ihr Maximum also im In-
tegrationsbereich von X haben, was in den physikalischen Anwendungen ebenfalls
gegeben ist.
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Wir erhalten somit das Ergebnis: Ist Z(a) die Laplace-Transformierte ei-
ner Funktion Y (X), dann sind InZ(«) und InY(X) durch eine Legendre-
Transformation (4.6.3) verbunden, sofern die Niherung durch den stationéren
Punkt (4.6.2) sinnvoll ist.

Diese Ergebnis hiingt nicht zwingend von der Darstellung fiir Z(«) als Laplace—
Transformierte von Y (X)) ab. So kann das Integral, wie beim Ubergang zur groBka-
nonischen Gesamtheit, durch eine Summe ersetzt werden. Es konnen auch andere
Integrationsgrenzen auftreten, vorausgesetzt der stationdren Punkt liegt innerhalb
des Integrationsbereiches. Dies ist z.B. beim klassischen Paramagnetismus der Fall,
wo X ~ ). p; der Gesamtmagnetisierung entspricht, die Werte zwischen einem ne-
gativen und positiven Maximalwert annehmen kann.

Durch Umkehrung der Legendre-Transformation kann man bei Kenntnis der
Funktion Z(«a) auch Y (X) erhalten?:

nY(X) = InZ(a)+aX mit X = —aian(a) . (4.6.4)
o
Die Vorzeichen sind im Hinblick auf die Konvention in der Thermodynamik
gewihlt.

In welchem Sinne die Niherung (4.6.3) moglich ist, wurde fiir statistische Sy-
steme schon mehrmals erwihnt (man vergleiche z.B. die Diskussion in Abschnitt
4.1.3 zur Wahrscheinlichkeitsverteilung der Energieeigenwerte in der kanonischen
Gesamtheit): Y (X) héngt von einem extensiven Parameter X\ ab, z.B. der Teil-
chenzahl N, dem Volumen V oder der Energie E, und im Grenzfall A\ — oo, gilt
die Gleichung (4.6.3) bis auf Terme, die in diesem Limes verschwinden.

Der Formalismus des folgenden Abschnitts mag zunéchst sehr abstrakt anmu-
ten. In Grundziigen wurde er jedoch in Abschnitt 4.2.3 schon im Vergleich der
mikrokanonischen, kanonischen und groflkanonischen Gesamtheit erortert. Der Le-
ser ist angehalten, die folgenden allgemeinen Relationen mit den dort abgeleiteten
Formeln zu vergleichen.

4.6.2 Ubergang zwischen Gesamtheiten durch
Laplace—Transformationen

Wir betrachten nun die Laplace-Transformation fiir eine Funktion Y ({X;}) von
mehreren Variablen {Xi,..., Xk }. Die physikalische Bedeutung dieser Variablen
ist zundchst noch nicht relevant, in der statistischen Mechanik sind es die Zu-
standsgrofen bzw. charakterisierenden Parameter der mikrokanonischen Gesamt-
heit, z.B. ,,Energie, Volumen, Teilchenzahl, gesamtes magnetisches Moment, gesam-
te elektrische Polarisation, Gesamtimpuls (falls man ein freies System beschreibt),
etc.“. Die Funktion Y (X7,...,Xk) entspricht der mikrokanonischen Dichte der

2Die Umkehrung der Laplace—Transformation geschieht durch Integration iiber ¢ in der kom-
plexen Ebene. Die Herleitung der inversen Legendre—Transformation als Nidherung der inversen
Laplace—Transformation um einen stationdren Punkt verlangt daher eine genauere Untersuchung
von Integralen in der komplexen Ebene.
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Zustinde g({X;})3.

Im Hinblick auf die Anwendung in der statistischen Mechanik bzw. der Ther-
modynamik unterscheiden wir nun, beziiglich welcher Variablen transformiert wird.
Sei (I, J) eine disjunkte Partition der Menge {1,...,K},d.h. TUJ ={1,...,K}
und I N J = (. Das Paar (I,J) kennzeichnet eine bestimmte ,, Gesamtheit“. Fiir
die Variablen mit Indizes aus I wird eine Laplace-Transformation durchgefiihrt,
withrend die Variablen mit Indizes aus J untransformiert bleiben. Wir erhalten
somit die Zustandssumme der Gesamtheit (I, .J):

— ; OéiXi
ZED {eu, XjYierjer) = /H dX; Y(Xy,...,Xg) e 2ier (4.6.5)
iel
(Die Funktion Y (Xq,...,Xk) entspricht selber der Zustandssumme zur Partition

I=0,J ={1,...,K}.) Dieser Beziechung entsprechen in Abschnitt 4.2.3 konkret
die kanonische Zustandssumme (4.2.10) und die grofkanonische Zustandssumme

(4.2.16).
Fiir jede Gesamtheit (I, J) definieren wir nun
— 0
5 (oo Xodierges) = —g-wzU kel (466)
1o}
o (Gow Xidierser) = gzt (leJ) . (46.7)

Die erste Definition entspricht in der statistischen Mechanik dem Erwartungs-
wert der Variablen Xy, wobei jeder Zustand in der Gesamtheit (I,.J) mit dem
Boltzmann—Faktor

1 — > e X
wD {aitier, {Xi}) = Zan © < (4.6.8)

gewichtet wird. Die Definition von &/»”) erscheint an dieser Stelle noch willkiirlich,
wird aber im nichsten Abschnitt im Rahmen der Naherung durch den stationdren
Punkt begriindet. Die Gleichungen (4.6.6) und (4.6.7) entsprechen in Abschnitt
4.2.3 jeweils den Relationen (4.2.18), (4.2.19) (mikrokanonisch), (4.2.20), (4.2.21)
(kanonisch) und (4.2.23), (4.2.24) (groBkanonisch).

Sofern keine Verwechslung moglich ist, werden wir im folgenden zur Verein-
fachung der Notation die Argumente {a;, X;}icr jes weglassen. Durch die Kenn-
zeichnung der Gesamtheit (I, J) sind die Argumente festgelegt.

Die Vorstellung einer Gewichtung von Zusténden (4.6.8) erlaubt zu jeder Ge-
samtheit (I,.J) die Definition der Shannon—Information:

o = - / [Taxi y({x3) w nw®? (46.9)
i€l
= mz0) ¢ Y a X" (4.6.10)
i€l

3g(E,...) hat als Spektraldichte die Dimension [Energie]~!, die mikrokanonische Entropie
ist daher g(FE,...)AE bzw. Q(E,...) (vgl. die Diskussion in Abschnitt 4.1.3, insbesondere zu
Gl. (4.1.32)).



100 4 Allgemeiner Formalismus der statistischen Mechanik

bzw. einer Entropie
S — gD

Fiir die quantenmechanische Beschreibung reduziert sich das Integral zu einer Sum-
me, und die Shannon—Information stimmt mit der Definition aus dem letzten Ka-
pitel iiberein (vgl. Gl. 4.3.10 fiir die kanonische und 4.3.12 fiir die grofikanonische
Gesamtheit). Fiir klassische Systeme erhélt man noch additive Konstanten.
Damit haben wir in jeder Gesamtheit vier verschiedene Sétze von Gréflen de-
finiert: die Zustandssumme Z(*/) (aus der sich alle weiteren GroBen berechnen
lassen), die beiden Arten von ZustandsgroBen X (I.7) sowie @*7) und die Shannon—
Information o"/). X(:7) yund @>/) kann man als besondere Observable in jeder
Gesamtheit auffassen. Thre Vorgabe legt einen Zustand fest: Durch Umkehrung der
Bezichung (4.6.6) und (4.6.7) lassen sich die Parameter {o;, X }ier jes bestimmen.
Als Funktionen ihrer Argumente sind diese Observablen jedoch nicht unabhéngig.
Aus ihrer Definition als Ableitungen von In Z(:/) folgen, falls In Z zweimal stetig
differenzierbar ist, sofort durch erneute Ableitung die Mazwell-Relationen:

an N 80@an N aOéi e
sowie entsprechend
3)‘(1_([»'7) = 3_)2]217‘]) und 86{51@ = aal(I’J) (4.6.12)
30% B 8ai 8Xl o (9Xj ’ o

Umgekehrt bilden die Maxwell-Relationen auch die Konsistenz—Bedingungen
dafiir, dass sich der Satz von Gleichungen (4.6.6) und (4.6.7) aufintegrieren lisst

iel jeJ

und dieses im Parameterraum {«;, X;} wegunabhéngige Integral zu einer wohlde-
finierten Zustandsgrofle fithrt. Das totale Differential

dinz07) = 3" X da; + Y alax; (4.6.14)
iel jeJ

ist die Fundamentalform der Gesamtheit (I,.J). In ZU+) ist die Gibbs—Funktion
bzw. das thermodynamische Potential der Gesamtheit.

Die Grofe In Z(U7) ist in der Gesamtheit (I,.J) selber eine Observable, und
somit stellt In Z(*/) als Funktion seiner Parameter eine Relationen zwischen Ob-
servablen her, die fiir das Makrosystem charakteristisch ist. Jede dieser Observablen
eignet sich als thermodynamisches Potential fiir die Gesamtheit. Losen wir nach
einer anderen Observablen auf,

X,il"]) = X,EI’J)(IHZ, {aitier { X} er—y) (4.6.15)



4.6 Allgemeiner Formalismus statistischer Gesamtheiten 101

so finden wir die entsprechende Form

dx) = dlnz + S X" e, - Y al"ax; | (4.6.16)

~(I,J)
A, iel jeJ—{k}

sowie die neuen Maxwell-Relationen:

1J I,J
T L (oS SR ST (4.6.17)
aai @;(CI’J) i y (9Xj o_z,(f"]) > .0.
3X]£I"]) 1
wnd olnZ o W : (4.6.18)
k

Wir sollten an dieser Stelle erwdhnen, dass im Rahmen des thermodynamischen
Formalismus in der Tat nicht die Entropie, sondern die Energie die Gibbs—Funktion
der mikrokanonischen Gesamtheit bildet und somit zum Ausgangspunkt der wei-
teren Uberlegungen wird (vgl. Abschnitt 4.7).

4.6.3 Vergleich der verschiedenen Gesamtheiten in der
Niherung durch einen stationidren Punkt

Die bisherigen Uberlegungen des letzten Abschnitts haben von der Niherung der
Laplace-Transformation durch eine Legendre-Transformation (fiir die Logarith-
men der entsprechenden Funktionen) noch keinen Gebrauch gemacht. Wir neh-
men nun jedoch wieder an, dass das Integral (4.6.5) fiir jede Gesamtheit (I,.J)

durch den stationdren Punkt {X}I’J)}ie 1 des Integranden approximiert werden
kann, d.h. mit Ausnahme einer kleinen Umgebung dieses Punktes triagt die Funk-
tion Y({X;}) exp(—_,c; @i X;) nicht wesentlich zum Integral bei. Der stationére
Punkt ist durch den Satz von Gleichungen (vgl. (4.2.11) und (4.2.17))

0
a; = InY(Xy,..., Xg) (iel (4.6.19)
0Xi X=X

bestimmt, und in der erwihnten N#herung gilt fiir die Laplace—Transformierte:

an(I’J)({ahXj}ieLjeJ) = WY ({Xi, X;}tierjes) — Z%’Xi . (4.6.20)
icl

Wiederum sind die Variablen { X; };c; durch Umkehrung der Stationarititsgleichun-
gen (4.6.19) als Funktionen von {a;} aufzufassen. In Z(>7) ist somit eine mehrdi-
mensionale Legendre-Transformation von In Y ({X;}). Ein Vergleich dieser Formel
mit der Definition der Shannon-Information (4.6.9) bzw. der Entropie fiir die Ge-
samtheit (I,J) zeigt, dass im Rahmen der stationiren N&herung die Shannon—
Information in jeder Gesamtheit durch InY ({X;}) gegeben ist, wobei allerdings
entsprechend der Gesamtheit die Variablen {X;};c; als Funktionen von {a;} auf-
gefasst werden.
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Ebenso wie die Shannon-Information erhalten auch die ,,Observablen {&;} und
{X,} eine Bedeutung, die von der speziellen Wahl der Gesamtheit unabhiingig ist.
Der Index (I, J) wie auch die Unterscheidung zwischen X; und X; bzw. a; und o;
verlieren im Rahmen der betrachteten Naherung ihre Bedeutung: Es ist die Angabe
der Argumente als deren Funktion man «; bzw. X; auffasst, die die Gesamtheit
bestimmen. Insbesondere kénnen wir nun nachtriiglich die Definition von @ (4.6.7)
rechtfertigen: Sei (I + {j},J — {j}) die Gesamtheit, die sich von (I, .J) nur in der
zusétzlichen Transformation bzgl. X; unterscheidet, dann ist die Bedingung fiir
den stationdren Punkt des Integranden in

ZUHGHI-G)) /de 20.0) oK

gerade (4.6.7). Dies ist analog zur Ableitung von (4.2.15) in Abschnitt 4.2.3.
Betrachten wir nun eine zweite ,,Gesamtheit® (I’,J’), so kénnen wir in der
Gleichung (4.6.20) die Funktion Y ({X;}) eliminieren und erhalten:

Iz =z — (Z aiXi(I/Jl) — Z aiXi(I’J)> . (4.6.21)
iel’ el
Auf der rechten Seite sind die Variablen, die nicht zu den Parametern der Gesamt-
heit (I, J) gehoren, wiederum durch Umkehrung der entsprechenden Gleichungen
(4.6.6) und (4.6.7) fiir (I, J') zu eliminieren. Die Logarithmen der Zustandssummen
der verschiedenen Gesamtheiten sind also durch eine entsprechende mehrdimensio-
nale Legendre—Transformation miteinander verbunden.

4.6.4 Rechtfertigung der Ndherung durch den
stationdren Punkt

Wir hatten schon mehrmals erwihnt, dass der Vergleich der verschiedenen Gesamt-
heiten moglich wird, wenn man die Transformation zwischen den Gesamtheiten
durch den stationdren Punkt approximiert. An dieser Stelle soll gezeigt werden, in
welchem Sinne diese Approximation zu verstehen ist. Es wird sich zeigen, dass die
Interpretation der Variablen {X;} als extensive Grolen sowie das in der statisti-
schen Mechanik zu fordernde Skalenverhalten der Zustandssummen im thermody-
namischen Limes diesen Zugang rechtfertigt.

Wir nehmen im folgenden an, dass wir an dem Vergleich der Gesamtheiten in
dem Grenzfall {X;} — oo interessiert sind, wobei geeignete Verhéltnisse dieser
Variablen festgehalten werden. Fiir den Logarithmus der Zustandssummen fordern
wir (in Anlehnung an die Diskussion um das Gibbssche Paradoxon), dass

Jim In 25D (i, AX;}) — A nzZ2ED (o, X)) (4.6.22)
— 00

Im allgemeinen wird man einen der extensiven Parameter X, mit \ identifizieren,
und die Zustandssumme als Funktion von (intensiven) Quotienten X; /X, und dem
einen extensiven Parameter X}, auffassen, wobei gilt

lim InZ%){a, X;}) — X W28 ({oy, Xj/X1))

Xp—00
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Wir wollen nun zeigen, dass die Ndherung um den stationdren Punkt fiir die
Logarithmen der Zustandssumme exakt wird bis auf Terme, die fiir X — oo
unwesentlich sind. Dazu beschrinken wir uns auf den einfachen Fall der Laplace—
Transformation beziiglich einer Variablen und unterdriicken die Abhéngigkeit von
anderen Grofien. Wir entwickeln das Integral (4.6.1) um den durch (4.6.2) definier-
ten stationiren Punkt in der Variablen z = (X — X):

ln Y(X)—aX / - Z;iz Cp(X)a?

1 oPlnY (X ‘
p! 3X1’ X%

Es gilt Cy > 0, da X ein Maximum des Integranden sein soll. Wir sind an dem
Grenzwert X — oo interessiert. Fiir die Koeffizientenfunktionen C,,(X) fordern wir
in diesem Grenzfall das folgende Verhalten:

0, (X) =% xire,

Diese Verhalten ist gerade dann gegeben, wenn InY (X) wie auch X extensive
Variable sind. Eine Variablentransformation z — z = x/ VX fiihrt auf das Integral:

_ o ¢ 24+001/VX
Z(a) = VX aXf/ 2 (1/vX)
Im Sinne einer asymptotischen Entwicklung (siehe Abschnitt 7.1.3) erhidlt man
somit:

InZ(a) = lnY(X)—aX—F%In(c’X) + o(1/VX) . (4.6.23)

Im Grenzfall sehr groBer Werte fiir X sind die Korrekturterme zur Legendre—
Transformation vernachléssigbar. Neben der Rechtfertigung fiir die Anwendbar-
keit der Legendre—Transformation im thermodynamischen Limes finden wir auch,
dass In Z(«) als Funktion der nicht explizit angefiihrten extensiven Variablen selber
extensiv ist, wie auch vom allgemeinen Formalismus gefordert.

Abschlieflend soll fiir den allgemeinen Fall noch eine oft benutzte Relation ge-
zeigt werden, die sich ebenfalls aus dem Skalenverhalten fiir extensive Variable
ergibt. Da in jeder Gesamtheit, fiir die J # 0, In Z(!*/) eine extensive GroBe ist,
gilt

A InZUD (), {1X5)) = Wz (e}, (MX)) . (4.6.24)
Durch Ableitung nach A bei A = 1 erhilt man die Beziehung:
mz0N = Y a"x; (4.6.25)
jed

Besonders in der groflkanonischen Gesamtheit ist diese Relation von Bedeutung:

pV

nZ6(B. V) = = (4.6.26)
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Ist hingegen J = (), d.h. sind alle extensiven Variablen X, durch ihre konju-
gierten Variablen o; ersetzt, so gilt fiir den Logarithmus der Zustandssumme nach
dem allgemeinen Formalismus:

k
mZV=D({a;}) = mY({X;}) - ) Xia;

Da auf der rechten Seite der Gleichung eine extensive Grofle steht, die linke Seite
aber als Funktion von ausschliellich intensiven Variablen selber intensiv ist, muss
zumindest fiir grole Werte von X; gelten

k
nY({X;}) = ZXiai . (4.6.27)

Speziell in einem (E,V, N)-System ist diese Relation als Duhem—Gibbs—Relation
bekannt.

4.7 Die thermodynamischen Potentiale eines
(E,V,N)-Systems

Wir konkretisieren den allgemeinen Formalismus des letzten Abschnitts nun fiir
ein System, bei welchem die fundamentalen Parameter durch {X;} = (E,V,N)
gegeben sind. Dies ergiinzt einige der Beziehungen, die schon in Abschnitt (4.2.3)
abgeleitet wurden, insbesondere auch durch die Einbeziehung des Volumens V.

4.7.1 Definition der thermodynamischen Gréflen

Entsprechend der iiblichen Konvention bezeichnet man eine Gesamtheit, in welcher
FE bzw. S und N vorgegeben sind, als mikrokanonisch. Sind § und N vorgegeben,
so heifit die Gesamtheit kanonisch, und sind § und p vorgegeben — es ist also Aus-
tausch von Energie und Teilchen mit der Umgebung moglich —, so nennt man sie
grofskanonisch oder auch makrokanonisch. Die Kombination, in welcher die Ener-
gie E fest vorgegeben ist, aber ein Austausch von Teilchen méglich ist, spielt aus
praktischen Griinden kaum eine Rolle in der Thermodynamik: Jedes Teilchen, das
mit der Umgebung ausgetauscht wird, trégt neben seiner thermischen ,,Ruheener-
gie“ —u auch noch kinetische Energie, sodass eine Realisation eines Systems mit
variabler Teilchenzahl, aber konstanter innerer Energie praktisch kaum moglich ist.

Wir hatten im letzten Abschnitt gesehen, dass dem Logarithmus der Zustands-
summe in jeder Gesamtheit eine besondere Bedeutung zukommt. Fiir die kanoni-
schen und grokanonischen Gesamtheiten nennt man den mit —k7 multiplizierten
Logarithmus der jeweiligen Zustandssumme das thermodynamische Potential oder
auch die Gibbs—Funktion der Gesamtheit. Beziiglich der mikrokanonischen Gesamt-
heit bietet es sich vom Standpunkt der statistischen Mechanik zwar an, die Entropie
als Gibbs—Funktion zu wéhlen, vom Standpunkt der Thermodynamik ist es jedoch
natiirlicher, die Relation S = S(F,V, N,...) nach der Energie aufzulésen und statt
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dessen die Energie als mikrokanonisches thermodynamisches Potential zu definieren
(vgl. Gleichungen (4.6.15)—(4.6.18)).

Wir wollen nun, beginnend mit der mikrokanonischen Gesamtheit, die wesent-
lichsten Relationen fiir die Gesamtheiten in einem (FE,V, N)— System zusammen-
tragen. Sofern angegeben bezeichnen die Parameter {X;} weitere Systemgrofien.

4.7.2 Mikrokanonische Gesamtheit — die Energie

Statt In Q(E, V, N, {X;}) mit der Form

dInQE,V,N,{X}) = dE + avdV + andN + Y adX;  (47.1)

betrachten wir als thermodynamisches Potential die Energie E(lnQ,V,N,{X;})
mit der Gibbsschen Fundamentalform

1
dE = 3 (dan — aydV — aydN — ZaidXZ)
1
= Bdan — pdV + pdN — ZfidXi . (4.7.2)

Ein Vergleich mit der Gibbsschen Fundamentalform (2.4.1) erlaubt wiederum die
Deutung von 2 als Entropie und 3 als inverse Temperatur:

1

1
nQ = - -
. P B ag

(die Zuordnung des Boltzmann-Faktors k ist Konvention). Auflerdem ergibt sich
fiir die weiteren in (4.7.2) auftretenden Koeffizienten:

av/f =p , an/B =p , a/f =& . (4.7.3)

In der mikrokanonischen Gesamtheit sind T, 4 und p als Funktionen der Variablen
S, N und V aufzufassen.

Die Maxwell-Relationen der mikrokanonischen Gesamtheit sind

(57) s =~ ()

)~ (55)

== = (£ (4.7.4)
(8]\7 (S,V) a8 (V,N)

(%) o~ ()

ON ) v OV ) sm

An dieser Stelle ist eine Bemerkung zur Notation angebracht: Die in der Thermo-
dynamik gebrauchliche Bezeichnung, die bei einer Ableitung konstant zu haltenden
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Variablen zu kennzeichnen, legt eigentlich die Parameter fest, als Funktion derer
eine Grofle aufzufassen ist:

or ox

(81”) _ 0f(=.{y})
{v}
Die Variable, nach der abgeleitet wird, sowie die konstant zu haltenden Variablen,
bilden zusammen die charakterisierenden Parameter der jeweiligen Gesamtheit.
Insofern ist diese Notation auch eine Kennzeichnung der Gesamtheit, in der eine
Ableitung nach einer Grofle ausgefiihrt wird. Fiir die obigen Maxwell-Relationen
(4.7.4) ist an den Parametern immer eindeutig die mikrokanonische Gesamtheit
erkennbar.

Die schon erwéhnte Duhem—Gibbs—Relation (4.6.24), die man auch direkt aus
der Gleichung AE(S,V, N) = E(AS, AV, AN) durch Ableiten nach A erhélt, lautet:

oF ok oF

4.7.3 Mikrokanonische harmonische Gesamtheit
— die Enthalpie

Die Parameter der mikrokanonischen harmonischen Gesamtheit sind (S, p, N). Das
zugehorige thermodynamische Potential, die (innere) Enthalpie, erhélt man aus
der Energie durch eine Legendre—Transformation von V zur energiekonjugierten
Variablen p:

H(S,p,N) = E(S,V(S,p,N),N)+pV(S,p,N) , (4.7.5)

wobei V = V(S,p, N) durch die Umkehrung der Relation p = —(0E/0V) zu ge-
winnen ist. Die zugehorige Fundamentalform gibt gleichzeitig an, welche Grolen
durch geeignete Ableitungen des Potentials zu erhalten sind:

dH(S,p,N) = T(S.p,N)dS + V(S,p,N)dp + u(S,p,N)dN .  (4.7.6)

Bei den entsprechenden Maxwell-Relationen ist wiederum darauf zu achten, als
Funktion welcher Parameter die jeweiligen Gréfien aufzufassen sind, z.B.:

(5).0, = (35)
9/ (s.n) 95 J (o)

4.7.4 Kanonische Gesamtheit — die freie Energie

Das thermodynamische Potential der Gesamtheit zu den Parametern (T,V,N) —
iiblicherweise einfach die , kanonische Gesamtheit“ genannt — ist die freie Energie:

F(T,V,N) = —kT WZg(T,V,N) . (4.7.7)
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Einerseits ist In Zx (T, V, N) die Legendre-Transformierte von In Q(E, V, N) beziig-
lich der Variablen E, andererseits kann man F' auch direkt durch eine Legendre—
Transformation aus der Energie E(S,V, N) beziiglich der Entropie erhalten:

wobei S(T,V, N) wiederum durch Umkehrung aus der Definition der Temperatur
in der mikrokanonischen Gesamtheit T' = (0E/0S) zu berechnen ist. Die Funda-
mentalform der kanonischen Gesamtheit ist

dF(T,V,N) = —S(T,V,N)dT — p(T,V,N)dV + w(T,V,N)dN . (4.7.9)

Die Energie lédsst sich zwar aus der Legendre—Transformation zuriickgewinnen, al-
lerdings auch direkt als Ableitung der freien Energie erhalten:

0 O(F/T) 1 9 OF
(T,V.N) a5 "% T BT + 757
= F+TS.
Die Beziehungen
0
E = E{T,V,N) = —%IHZK(T,‘/,N) (4.7.10)
10
und p = p(T,V,N) = BWIHZK(T’V’N) (4.7.11)

bilden die kalorische und thermische Zustandsgleichung. Sie spielen in der Thermo-
dynamik eine fundamentale Rolle. Einerseits sind sie relativ leicht durch Messungen
zu erhalten, andererseits bestimmen sie das thermodynamische Verhalten eines Sy-
stems: Durch Integration der beiden Relationen erhélt man In Zx, somit die freie
Energie und daraus alle anderen Beziehungen.

4.7.5 Kanonische harmonische Gesamtheit
— die freie Enthalpie

Ersetzt man ausgehend von der kanonischen Gesamtheit zusétzlich noch die Varia-
ble ,,Volumen“ V durch ihre energiekonjugierte Variable ,,Druck® p, so erhilt man
die kanonische harmonische Gesamtheit mit der freien Enthalpie als thermodyna-
mischem Potential

und der zugehorigen Fundamentalform

dG(T,p,N) = = S(T,p,N)dT + V(T,p,N)dp + u(T,p,N)dN . (4.7.13)
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4.7.6 Grof3kanonische Gesamtheit — das Gibbs—Potential

Unter der groflkanonischen Gesamtheit versteht man im allgemeinen die Gesamt-
heit zu den Variablen (7', u, V). Das zugehorige Potential, das groffkanonische Po-
tential oder auch Gibbs—Potential, erhélt man z.B. durch eine Legendre—Transfor-
mation aus der freien Energie bzgl. N — u, oder aber auch aus der Energie nach
einer Legendre-Transformation bzgl. (S, N) — (T, u):

K(T\V.p) = —kTWZa(T,V,p) = F(T,V,N(T,V,n)) — pN(T,V, p)
E(S,V,N) — TS — uN (4.7.14)
(§=8(T,V,p) , N=N(T,V,pn)) .
Die zugehorige Fundamentalform ist
dK(T,V,p) = = S(T,V,p)dT — p(T,V,u)dV — N(T,V,p)dp . (4.7.15)

Aus der Tatsache, dass V der einzige extensive Parameter der Zustandssumme
bzw. des thermodynamischen Potentials ist, folgt die schon erwéhnte Relation fiir
die grofikanonische Zustandssumme (4.6.26):

v

IIIZG(Tﬂ‘/?/J’) - kT

(4.7.16)

4.7.7 Allgemeine Groflkanonische Gesamtheit
— das allgemeine groflkanonische Potential

Ersetzt man in der kanonischen Gesamtheit den Parameter V' noch durch seine
energiekonjugierte Variable p, so erhilt man die allgemeine groflkanonische Ge-
samtheit und das allgemeine grof$kanonische Potential:

KT, p,u) = E — TS + pV — uN (4.7.17)
mit der Fundamentalform
dK(T,p,pu) = —SdT + Vdp — Ndp . (4.7.18)

Ein Vergleich mit der Duhem—Gibbs Beziehung zeigt, dass das allgemeine grofika-
nonische Potential — sofern (E,V, N) die einzigen extensiven Variablen des Sy-
stems sind — im thermodynamische Grenzfall verschwindet. Tatséchlich folgt die
Duhem-Gibbs Beziehung aus (4.7.17) wenn man berticksichtigt, dass die rechte Sei-
te extensiv ist, wihrend K als Funktion von nur intensiven Variablen nicht extensiv
sein kann.

Insbesondere lassen sich die extensiven Grofien (S, V, N) nicht in der iiblichen
Weise durch Ableitung von K nach den intensiven GréBen erhalten. Eine Variation
der Temperatur T bei festgehaltenem Druck und festem chemischen Potential ist
nicht moglich. Dividiert man beide Seiten der Fundamentalform (4.7.18) durch N
und definiert s = S/N als die Entropie pro Teilchen und v = V/N als das Volumen
pro Teilchen (1/v ist die Dichte), so erhilt man im Grenzfall N — oo eine Beziehung
zwischen rein intensiven Variablen:

dy = —sdT + vdp . (4.7.19)
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In diesem Kapitel sind erste allgemeine Schlussfolgerungen und Anwendungen des
im vorigen Kapitel behandelten Formalismus zusammengefasst. Nach der Behand-
lung einiger spezieller Systeme in der klassischen kanonischen Gesamtheit folgt
eine kurze Beschreibung der Einsteinschen Fluktuationstheorie. Es schliefit sich ein
Abschnitt iiber das Virialtheorem in der statistischen Mechanik an, in welchem
ebenfalls die besondere Rolle der Paarverteilungsfunktion fiir die thermodynami-
schen Eigenschaften eines Systems hervorgehoben wird.

Obwohl erst Kapitel 7 der Behandlung verschiedener Niherungsverfahren ge-
widmet ist, haben wir die quasiklassische Entwicklung nach Potenzen von % in dieses
Kapitel aufgenommen, da sie auch fiir wechselwirkungsfreie Systeme (Kap. 6) von
Bedeutung ist.

5.1 Einige Anwendungen der klassischen
kanonischen Gesamtheit

Wir untersuchen in diesem Abschnitt einige spezielle Systeme im Rahmen der ka-
nonischen Gesamtheit. Dabei werden wir auch sehr allgemeine Aussagen ableiten
konnen, wie z.B. die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung oder die Barometri-
sche Hohenformel. Mit Ausnahme des Zwischenkapitels iiber die thermodynami-
schen Freiheitsgrade in Quantensystemen handelt es sich ausschliefilich um An-
wendungen des klassischen Formalismus.

5.1.1 Die klassische kanonische Zustandssumme und das
ideale Gas

Wir betrachten zunéchst (im klassischen Grenzfall) ein System von N Teilchen in
einem Volumen V. Fiir

‘ bS]

S

N
H = 22
=1

3
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ergibt sich die kanonische Zustandssumme zu

1 3N 7ﬂzi% 3N —BW(q) ) 1
IN = NN /d pe /VNd 7@ = N N

AW
A = h\/% md  Qn = /VNd3qu AW (a)

Die Impulsintegration ist ausfithrbar, und die gesamte Dynamik steht in der Grofle
Q. Statt die Berandung des Systems in das Potential W (g) mit aufzunehmen,
beriicksichtigen wir diese in den Integrationsgrenzen fiir die Ortskoordinaten.

Fiir ein ideales Gas ist W = 0, also Qn = V. Somit folgt fiir die Zustands-

sumime: N
1 /v

Aus der Stirlingschen Formel fiir das asymptotische Verhalten der Fakultétsfunk-
tion, (siehe auch 7.1.3)

mit

e (N)Nmuwa/zv)) |

e
folgt

Zy ~ N (In (%) + const. + O(nN/N)) (5.1.2)
mit v = V/N, dem Volumen pro Teilchen.

Hieraus ergibt sich sofort fiir den Erwartungswert der Energie:

0 3 1
E= ——InZy = =N—- . 5.1.3
o8 "N T 20 5 (5.1:3)
Durch Vergleich mit der bekannten Formel fiir das ideale Gas,
E = §N kT |
2
erhalten wir die Beziehung zwischen 6 und der Temperatur T
1
P =

An dieser Stelle kbnnen wir einen Spezialfall fiir das sogenannte Gibbssche Pa-
radozon untersuchen. Aus (5.1.2) folgt, dass die freie Energie pro Teilchen im ther-
modynamischen Grenzfall N — oo,

. 1
J o= Jim —kTZy

eine wohldefinierte Grofle ist. Ohne den Faktor % jedoch erhielte man einen zusétz-
lichen Term o In NV, d.h. die freie Energie pro Teilchen wiirde mit der Gesamtan-
zahl der Teilchen beliebig anwachsen und wire im thermodynamischen Grenzfall
unendlich.
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Aus den Beziehungen

0

—%E (B = o% Varianz der Energie
iE(T) = - kﬁ2£E(ﬂ) = C spezifische Warme
o\~ a3 - pe

erhalten wir einen Zusammenhang zwischen der mittleren Varianz der Energie und
der spezifischen Wérme (bei konstantem Volumen):

0% = kT*Cy . (5.1.4)
Da Cy « N folgt wieder ox/E ~ 1/vV/N.
Die Grofle
h
A= —— (thermische de Broglie-Wellenléinge) (5.1.5)

V2rmkT

ist gerade die mittlere Ortsunschérfe, die zur mittleren kinetischen Energie €., =
%kT pro Teilchen — also zum mittleren Impuls |p| = v/2méyi, — gehort.
Die klassische Néherung sollte giiltig sein fiir

% > 1 (mittleres Volumen pro Teilchen >> Unbestimmtheitsvolumen) .
Das ist vorzugsweise fiir geringe Dichte, hohe Temperatur und grofie Teilchenmas-
se der Fall. Fiir gasférmiges Neon bei 100K ist v/\3 ~ 10, fiir Elektronen im
metallischen Leiter bei Zimmertemperatur hingegen ~ 1073,
Mit einem Zusammenbruch der klassischen Niherung ist spétestens fiir v/A3 =1
zu rechnen. Hieraus ergibt sich eine Entartungstemperatur
hQ
kKT, = 5 n?/3 (n=1/v : Teilchenzahldichte) |, (5.1.6)
™

unterhalb derer sich eine Substanz sicher quantenmechanisch verhélt.

Abschlielend vergleichen wir nochmals die Behandlung des idealen Gases in
der mikrokanonischen, kanonischen und grofkanonischen Gesamtheit, indem wir
aus der jeweiligen Zustandssumme die kalorische und thermische Zustandsglei-
chung ableiten. Die mikrokanonische Zustandssumme ist dabei durch die Anzahl
der Zustéinde mit Energie kleiner als E gegeben (Gl. (4.1.38)):

1. Mikrokanonische Gesamtheit:

1 VY [ 2mE\*?
N\ NB?| S
E = t. — 1.
cons (V) 5 | © (5.1.8)
OF 2 3
a8 3Nk 2 K (5.1.9)
E 2 F

9V 3V
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2. Kanonische Gesamtheit:

1 N
Z(T,V,N) = Vi (;) (A = h/V2rmkT) (5.1.11)
E = —ﬁlnz = kT? i1 7 = —Nk:T (5.1.12)
0B o oT 2 o
po_ 0., N _
T aVlnz =7 = pV = NKT . (5.1.13)

3. GroBlkanonische Gesamtheit:

2V
Zo(T.2V) = > 2"Z,(T,V) = e* (5.1.14)
0 2V
0 3,2V 3
EFE = ——InZg = -kT— = —-NkT a1
6ﬂn G 2]€ )\3 9 k (5 6)
pV 2V
. = InZ~r =2 = N . 1.1
=T nZc = 3 (5.1.17)

5.1.2 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Aus
1.,-BH(q,p)

rle.p) = -

ergibt sich mit
N
Z L
~ 2m

durch Integration iiber alle Ortskoordinaten und iiber 3(N — 1) Impulskoordinaten
die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Impuls eines einzelnen herausgegriffenen

Teilchens zu )

1 - 2n€kT
= ————- ¢ . 5.1.18

w(p) (2rmkT)3/2 ( )
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Impulsbetrag p = |p| im Intervall [p, p + dp] liegt,
erhélt man hieraus durch Integration iiber eine Kugelschale im p—Raum:

2

dmp® T
w(p)dp = kT2 e “M dp . (5.1.19)

Das ist die bekannte Mazwellsche Geschwindigkeitsverteilung fiir ein klassisches
System im Gleichgewicht. Man beachte, dass sich das Potential W bei der In-
tegration heraushebt. Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung ist also nicht
nur fiir ein ideales Gas (W = 0) richtig. Insbesondere kann W neben Wechsel-
wirkungstermen der Teilchen untereinander auch duflere Potentiale enthalten. In
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der klassischen Niherung gilt sie sogar in Fliissigkeiten oder Festkorpern (dort als
die Geschwindigkeitsverteilung von Molekiilen, die um ihre Ruhelage schwingen).
Quantenkorrekturen fithren allerdings zu einer Abhéingigkeit der Impulsverteilung
vom Potential.

5.1.3 Barometrische Hohenformel

In Anwesenheit eines duleren homogenen Gravitationsfeldes ist

N
1
Wi(g) = —ng"h + izwij(qi_qj) )
i=1 i#j

und man findet die Verteilung der Ortskoordinate g eines herausgegriffenen Teil-
chens durch Integration iiber alle Impulse und 3(/N — 1) Ortskoordinaten:

mg-q

w(q) = const. e ™

(Barometrische Hohenformel) . (5.1.20)
In klassischer Niherung fillt also (wegen der Translationsinvarianz) der Einfluss
des Wechselwirkungspotentials W;; heraus.

Auf der Héhenabhéngigkeit des Luftdrucks basieren auch heute noch die meisten
Hohenmesser in Flugzeugen. Allerdings ist die Formel dadurch zu korrigieren, dass
die Temperatur mit der Hohe (nidherungsweise linear) abnimmt, was bei 10 km
Hohe bis zu 80°C ausmacht, und eine Abweichung von fast 30% bewirken kann. So
lautet die korrigierte Formel:

Ah = const.(1+ z=t) (logp1 — logps) . (5.1.21)

(t ist die Temperaturdifferenz zwischen Ort 1 und 2 in Grad Kelvin.) Eine orts-
abhéngige Temperatur kennzeichnet in der Thermodynamik eigentlich einen Nicht-
gleichgewichtszustand, und tatséichlich befindet sich das System der Atmosphiire
auch bestenfalls nur in einem Flief3gleichgewicht. Ndherungsweise kann man aber
von lokalen Gleichgewichtszustédnden sprechen, wie in der Einleitung bemerkt, und
fiir diese die Gesetze der statistischen Mechanik anwenden.

Fiir genaue Messungen miissen noch andere Effekte berticksichtigt werden,
z.B. die Luftfeuchtigkeit. Dies ist fiir die Anwendung in Flugzeugen allerdings nicht
notwendig, denn die Hohenmesser messen nur den Druck. Die Anzeigeskala fiir die
Hohe wird aus Standardwerten fiir Luftdruck, Luftfeuchtigkeit, Temperaturgra-
dient etc. umgerechnet. Da die Hohenmesser aller Flugzeuge das gleiche Prinzip
benutzen, zeigen sie an gleichen Orten auch gleiche Hohen an. Die wirkliche Hohe
iiber N.N. spielt fiir die Flugsicherheit keine Rolle sofern ein ausreichender Abstand
zu Bodenerhebungen bzw. Gebirgen garantiert ist. (Bei Start und Landung werden
die Hohenmesser auf die 6rtlichen Daten umgestellt.)
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5.1.4 Der Gleichverteilungssatz

Sei () = (q,-..,py) irgendeine Orts— oder Impulskoordinate und f(z) eine be-
liebige Observable. Dann gilt fiir die klassische kanonische Verteilung

(rof) =m(%) (5:1.22)

Beweis: Da das Integral einer Ableitung verschwindet, folgt

=3 i (e ) - (52 - w{E)

Fiir den Spezialfall f(z) = z; erhalten wir den sogenannten Gleichverteilungssatz:

< ,8I{> b, kT (5.1.23)

H
Bxn = 5> pi- OH (B = ng . (5.1.24)

Wenn auch die g—Abhéngigkeit von H quadratisch ist, erhilt man allgemeiner
1
(HYy = E = §N fET

und somit OE )

Hierbei ist f die Anzahl der quadratischen Terme pro Teilchen in H. Man nennt f
auch (wenig gliicklich) die Anzahl der thermodynamischen Freiheitsgrade. Je mehr
thermodynamische Freiheitsgrade vorhanden sind, je gréfler also Cy ist, desto mehr
Energie muss einem System zugefiihrt werden, um seine Temperatur zu erhéhen.

Zur anschaulichen Darstellung der Bedeutung der thermodynamischen Frei-
heitsgrade bzw. zu ihrer Abzihlung ist folgende Uberlegung oft hilfreich: ,, Tempe-
ratur” kann man in den iiblichen statistischen Systemen direkt mit der mittleren ki-
netischen Energie pro Teilchen (und pro Raumrichtung) identifizieren (Gl. 5.1.24).
Fiigt man nun einem System Energie zu, so tragt nur ein Teil zur Erhohung der ki-
netischen Energie — und damit der Temperatur — bei, der Rest dient der Erhéhung
der potentiellen Energie. Beim harmonischen Oszillator z.B. wird wegen des klas-
sischen Virialtheorems, (E) = 2(Eyin) = 2(Epot), im Mittel nur die Hélfte der
zugefithrten Energie zu kinetischer Energie. Daher muss das Doppelte an Energie
zugefiigt werden, um die gleiche Temperaturerh6hung wie beim freien Teilchen zu
erzielen.

Fiir ein einatomares ideales Gas ist f = 3, fiir ein ideales Gas aus starren
zweiatomigen Molekiilen f = 5. In diesem Fall entsprechen 3 Freiheitsgrade der ki-
netischen Energie des Schwerpunkts und 2 Freiheitsgrade der kinetischen Energie
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der Rotation. Es gibt keine anregbare potentielle Energie. Fiir einen Festkorper,
in dem man sich die Atome niherungsweise durch lineare elastische Kréfte an ihre
Gleichgewichtslage gebunden denkt, ist f = 6 (Regel von Dulong—Petit, vgl. auch
Abschnitt 6.9.1). Abweichungen von dieser Regel stammen von Nichtlinearitéten,
Quantenkorrekturen und (bei Metallen) von dem Beitrag der Leitungselektronen.
Man beachte, dass jeder ,,thermodynamische Freiheitsgrad* denselben konstanten
Beitrag zur spezifischen Wirme liefert, unabhéngig von der Masse der Teilchen,
aber auch von der Starrheit der elastischen Bindungen. Da jedoch bei n&herem
Hinsehen die Molekiile eines Systems ausgedehnte und auf die verschiedensten Wei-
sen verformbare Gebilde sind, sollte die klassische statistische Mechanik einen sehr
groflen Wert von Cy, wenn nicht sogar Cy — oo, jedenfalls viel zu grofle spe-
zifische Warmen vorhersagen. Dasselbe Paradox ergibt sich, wenn man Systeme
mit unendlich-vielen Freiheitsgraden, etwa elektromagnetische Felder betrachtet.
Dies ist ein weiterer Hinweis fiir die letztliche Inkonsistenz der klassischen stati-
stischen Mechanik. Man ist zu der ad—hoc—Forderung gezwungen, dass sehr starre
Freiheitsgrade bei niedrigen Temperaturen ,eingefroren“ sind und nicht gezéhlt
werden diirfen. Erst die Quantenstatistik liefert eine Erklarung fiir dieses ,,Einfrie-
ren“.

5.1.5 Thermodynamische Freiheitsgrade in
Quantensystemen

Beispiel: Ein Quantenoszillator

Zur Tllustration des ,,Einfrierens“ von Freiheitsgraden in Quantensystemen behan-
deln wir einen harmonischen Oszillator in einer Raumdimension mit den Mitteln
der Quantenstatistik:

Z:ie_ﬂEn 7En:(n+%)hw7w:\/g’

n=0
also
N _Bhw
_ PBhw oo — Bhw n e 2
Z = e °? (e A ) = —————  (5.1.26)
nz::o 1— e P
hw hw
und E = —ian = -+ 55— - (5.1.27)
op 2 R
Damit finden wir (vgl. auch Abb. 5.1)
fir T—0: FE — %hw , Cy — 0 : FEinfrieren der Freiheitsgrade,

fir T —oo: E— fhw+kT , Cy — k: Klassisches Ergebnis (f = 2).

Das Einfrieren der Freiheitsgrade erkléirt sich aus der Quantisierung der Anregungs-
energien, die mit der Starrheit des Freiheitsgrades wachsen.
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Cv
& 4

1+

fiw kT

Abb. 5.1: Spezifische Warme als Funktion der Temperatur fiir einen Quantenos-
zillator. Man beachte den plétzlichen Anstieg von 0 auf &k (klassischer Wert) bei
einer Temperatur, die der Anregungsenergie hw entspricht.

Die spezifische Wirme und die spektrale Dimension

Der Begriff der spezifischen Wirme im Grenzfall 7' — oo ist in der Mathematik be-
kannt als die sogenannte spektrale Dimension des Hamiltonoperators H. Diese gibt
an, mit welcher Potenz die Dichte des Spektrums ansteigt. Dieser Zusammenhang
soll kurz erldutert werden.

Seien E; die Eigenwerte eines positiven, selbstadjungierten Operators H. (Hat
H Nullmoden, so schréinkt man die folgenden Uberlegungen auf den von Null ver-
schiedenen Teil des Spektrums ein.) Wir betrachten die Funktion

Ca(s) : = SpH™®
1 o 1
ZE = /0 dE 9(B) % (5.1.28)

wobei g(E) die Spektraldichte (Gl. 4.1.31) zu H ist. Steigt g(E) nicht stirker als
eine Potenz von E an, so gibt es einen Bereich in der komplexen Ebene Re(s) > sg
fiir den die Funktion ((s) analytisch ist. Die spektrale Dimension von H ist definiert
als das Infimum von sq:

dyg = inf{so|Cz(s) ist holomorph fiir alle s mit Re(s) > so} . (5.1.29)

Man erkennt aus der Integraldarstellung fiir ¢z (5.1.28) leicht den Zusammen-
hang mit dem Anstiegsverhalten von g(E): Sei g(F) ~ E?~! dann ist d gerade
die zugehorige spektrale Dimension. Insbesondere folgt fiir n(E), die Anzahl der
Eigenwerte von H kleiner als E (siche Gl. 4.1.30), ein Anstiegsverhalten

n(E) ~ E%

Da strenggenommen g(F) eine Distribution ist (und n(E) eine Treppenfunktion),
sind solche Relationen nur als Approximation zu verstehen. Die Definition der spek-
tralen Dimension (5.1.29) ist eine mathematische Verallgemeinerung von ,, Anstieg
wie eine Potenz“.
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Wir betrachten nun die Zustandssumme zu H im Grenzfall kleiner 3 (also hoher
Temperaturen). Es gilt
— IjI B—0 _
2(8) = spe T gl 0(8')
Um einzusehen, dass die fithrende Potenz in dieser Entwicklung tatséchlich durch

die spektrale Dimension gegeben ist, benutzen wir die Integraldarstellung der I'-
Funktion

e —t 1 1 e —Ft
Fs):/ dtt*= e — —:—/ dtt*te
( 0 Es L'(s) Jo

und erhalten - )
1 s—1 —tH
Cyls) = F(s)/o dt t°7" Sp e

Setzt man die asymptotische Entwicklung fiir die Zustandssumme in diese Inte-
graldarstellung ein, so erkennt man, dass das Integral fiir Werte Re(s) > d existiert
und die Funktion ¢(s) in diesem Bereich analytisch ist, fiir Re(s) — d hingegen
singular wird.

Aus der Definition der spezifischen Wiarme
P?InZ p—o 02

S il

052
ergibt sich somit direkt der Zusammenhang zur spektralen Dimension.

Als Korollar aus dieser Uberlegung erhalten wir die Aussage: Der Beitrag zur
spezifischen Wéarme Cy von einem Freiheitsgrad, mit dem eine nach oben be-
schrankte Energie verbunden ist, verschwindet fiir T' — oo. Dies gilt z.B. fiir

Freiheitsgrade, die nur endlich viele Werte annehmen kénnen (Spin), oder aber
auch das klassische magnetische Moment (siehe néichsten Abschnitt).

kB®——(—dzInpB) = kdg (5.1.30)

5.1.6 Klassische statistische Systeme im Magnetfeld

Alle Substanzen zeigen in Magnetfeldern die Eigenschaft des Diamagnetismus, der
sich experimentell in Form einer Kraft in Richtung abnehmender Feldstérke duflert.
Fiir Substanzen, deren Atome bzw. Molekiile ein permanentes magnetisches Mo-
ment besitzen, iiberdeckt jedoch der Paramagnetismus oder der Ferromagnetismus
diese Erscheinung.

Wir untersuchen in diesem Abschnitt das Verhalten von Systemen im Magnet-
feld im Rahmen des klassischen Formalismus der statistischen Mechanik, wobei sich
zeigen wird, dass es klassisch keinen Diamagnetismus gibt. Fiir wechselwirkungs-
freie Fermionen werden wir im folgenden Kapitel (6.5.1 und 6.5.2) die Erklirung
dieser Eigenschaften aus dem Formalismus der Quantenstatistik ableiten.

Van Leeuwensches Theorem

Die Ankopplung eines dufleren Magnetfeldes an ein Hamiltonsches System geschieht
durch die Substitution .
p, — p;, — —A(ry) (5.1.31)
c
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in der Hamiltonfunktion. Hierbei ist A das Vektorpotential zum Magnetfeld B :
B =V x A. Fiir ein homogenes Magnetfeld ist z.B. A = %B x 7. Die klassische
Zustandssumme mit Magnetfeld l4sst sich sofort durch die Umkehrung der angege-
benen Substitution (5.1.31) auf die Zustandssumme ohne Magnetfeld zuriickfiihren.
Es ergibt sich also keine Abhéngigkeit vom Magnetfeld, und in der klassischen
Néherung existiert das Phdnomen des Diamagnetismus eines Systems spinloser
Teilchen nicht. Diese Aussage bezeichnet man auch als van Leeuwensches Theo-
rem.

Klassischer Paramagnetismus

Haben die Teilchen des Systems ein magnetisches Moment p 5, so treten zu den
Orts— und Impulsvariablen noch die Ausrichtung der Momente und zur Hamilton-
funktion in Anwesenheit eines homogenen Magnetfeldes ein Term

N
Hp = —-Y php-B (5.1.32)
=1

hinzu. Die Zustandssumme spaltet dann auf in ein Produkt
7 — zlap) . zus

wobei Z(@P) die Zustandssumme der Orts— und Impulsfreiheitsgrade ist und nicht
von B abhéngt. Z"5 enthélt den Beitrag der Freiheitsgrade des magnetischen Mo-
ments, das wegen || = pp auf einer Kugeloberfléiche variieren kann:

pp-B N 27 T kp-B N
Zrs = (/duekT> = (/ d<p/sin0d0ekT>
0 0

+1 pupBcosf N N
=T AnkT
= (27r/ 1 deosfe KT ) = (/Z;B > sinh™ 27 . (5.1.33)

Fiir die Magnetisierung pro Teilchen, d.h. die mittlere Ausrichtung des magneti-
schen Moments in Richtung des dufleren Magnetfeldes,

kT O
= . — 1B
m (up - B/B) N 3B InZ (5.1.34)
ergibt sich damit
- upB _ kT . unB
m = up <cothkT uBB) - uBL( kT) . (5.1.35)

L heifit Langevinsche Funktion. Die Ableitung der mittleren Magnetisierung nach
dem Magnetfeld ist die Suszeptibilitit:

Td?InZ 2 T \? 1
y = dm _ KOZ_ pp (k )_ . (5.1.36)

kT
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X ist ein Ma$ fiir die Magnetisierbarkeit einer Substanz. Ist die magnetische Energie
sehr viel grofler als die thermische Energie (upB/kT) > 1, so findet man eine
vollstéindige Ausrichtung der Momente m — pp, die Suszeptibilitit verschwindet.
Uberwiegt hingegen die thermische Energie (upB/kT) < 1, so verschwindet die
Magnetisierung und fiir die Suszeptibilitéit gilt das Curiesche Gesetz:

0 M ]
3kT 3k

~ Curiesche Konstante)

Zusammenfassend erhalten wir

/LBB

fir B27% —o00: m — up, x—0: vollstéindige Ausrichtung
der Momente
2 2
i3 eBB . 1LppB 1lHp i
und fir B2+ —0 @ m— 358~ , x — 3% ¢ Curiesches Gesetz

In der Quantenmechanik ist die Einstellung des magnetischen Momentes quan-
tisiert. Die klassische Rechnung gibt den Grenzfall grofler Spins wieder.

Auch quantenmechanisch ergibt sich Séttigung fiir T — 0 und das Curiesche
Gesetz y « ﬁ fir T — oo.

5.2 Einsteinsche Fluktuationstheorie

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Fluktuationen der makroskopischen Variablen
eines kleinen, aber doch makroskopischen Systems ., das Teilsystem eines gréfleren
abgeschlossenen Systems Y ist, zu bestimmen. ¥’ wird durch die mikrokanonische
Gesamtheit beschrieben. Die Anzahl der Mikrozustéinde von ¥’ zur Energie E’ ist
1 /

=S'(FE

QUE) = e =
Alle solche Zustédnde haben gleiche Wahrscheinlichkeit. Wenn zusétzlich die Werte
Ay, ..., A, gewisser makroskopischer Variablen von Teilsystemen vorgegeben wer-
den, so ist die Anzahl der Mikrozustinde mit diesen Nebenbedingungen

1S/(E, Ay, ..., A,
QE Ay, Ay) = eF (E, A )

Die Wahrscheinlichkeit(sdichte) eines derartigen Makrozustandes ist also

QE', Ay, ., Ay) 1 TS(E' Ay, .. Ay)
w(A, ..., A,) = O = o) e

Die Makrovariablen A; werden im Gleichgewichtszustand Erwartungswerte A? an-
nehmen, fiir welche die Entropie maximal wird, d.h. fiir welche es die meisten
Mikrozustinde gibt. Entwicklung um die Gleichgewichtswerte A? bis zur zweiten
Ordnung ergibt eine GauBverteilung fiir die (kleinen) Abweichungen AA4; = A; — A?
der Variablen A; von ihren Gleichgewichtswerten:

(det C)/2 =55 207 i AACi;AA;

WAL Ad) = o €

(5.2.1)
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mit
925’
 0ADA | a0

Cii = = Cji . (5.2.2)
Die Matrix C;; muss positiv definit sein, wenn AY einen stabilen Gleichgewichts-
zustand beschreibt. Korrelationen und Streuung der Abweichungen berechnen sich
sofort zu

<AA2AAJ> = CZ;I = Xij -
Die Grofien x;; heien verallgemeinerte Suszeptibilitidten. Die Matrix x;; ist eben-
falls positiv definit.

Zunéchst bezeichnet die Matrix C;; Zustandsgréfien des grofien Systems ¥/, da
Ableitungen der Gesamtentropie S’ auftreten. Sind aber speziell A; die extensiven
Variablen (E,V, N), so gilt im Gleichgewicht

28" 08

0A; 04,
d.h. die intensiven GréBen (T, p,u) sind im Gleichgewicht fiir ¥ und ¥/ gleich.
Um nun auch Schwankungen der Entropie S (des kleinen Systems) bzw. der in-
tensiven Variablen T, p und p untersuchen zu kénnen, machen wir die Annahme,
dass sich das kleinere System 3 in einem lokalen Gleichgewichtszustand befindet,

sodass die bekannten thermodynamischen Relationen zwischen den verschiedenen
Zustandsgrofien bestehen. Damit folgt

1 oS oS oS
lnw = %{A (6E) AE + A(@V) AV + A(&'N) AN} + const.

_ 21k{A (;) AE + A(%) AV — A(%) AN} + const. .

Indem wir AE = TAS — pAV + pAN ausnutzen, erhalten wir

1
Inw = —ﬁ{ATAS — ApAV + ApAN} + const. . (5.2.3)

In dieser Formel ist je nach Wahl der unabhéngigen Zustandsgréfien die jeweils kon-
jugierte Variable entsprechend zu ersetzen. Beschrinken wir uns auf Schwankungen
zu konstanter Teilchenzahl (AN = 0), so kénnen wir vier Paare von unabhingi-
gen Variablen (T, V), (T, p), (S,p) bzw. (S, V) untersuchen. Unter Ausnutzung der
Maxwellschen Relationen und Einsetzen der Definitionen der auftretenden spezifi-
schen Wirme, Kompressibilitét usw. (vgl. Abschnitt 2.8.1) folgt:

lnhw = _Q;T {CVA;:Q + VlﬁTAVz} + const.
= _2;11{%’AT2 - 2(2‘;)pATAp + vaApQ} + const.
= 2;{£AS2 + VnsApQ} + const.
_ 2;{5;A52 + 2(2‘7;>SASAV + V;AVQ} + const. .
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Man sieht
e T und V sowie p und S schwanken unkorreliert.
e Volumenschwankungen sind grof3, wenn die Kompressibilitit grof3 ist.
e Alle Schwankungen steigen tendenziell mit der Temperatur.

In der Nidhe von Phaseniibergdngen konnen sehr grofie Kompressibilitdten und
spezifische Warmen auftreten. Hier ist mit besonders groflen Schwankungen zu
rechnen.

5.3 Der Virialsatz und die
Paarverteilungsfunktion

5.3.1 Der Virialsatz fiir klassische und quantenmechanische
Systeme

Eine der wenigen streng giiltigen allgemeinen Aussagen iiber makroskopische Sy-
steme mit Wechselwirkung ist der Virialsatz, der in der statistischen Mechanik das
Virial in die Zustandsgleichungen eingehen lédsst. Genaugenommen handelt es sich
um einen Spezialfall des Gleichverteilungssatzes, wobei allerdings die rdumliche
Begrenzung des Systems besonders beriicksichtigt wird.

Wir untersuchen den klassischen und quantenmechanischen Fall gesondert.

Klassische Mechanik

Wir betrachten die kanonische Zustandssumme bei einem dilatierten Volumen (d.h.
V — a3V). Diese Dilatation lisst sich in der Zustandssumme durch eine Reskalie-
rung der Ortskoordinaten ausdriicken (¢ = aq’):

NN 2@ vN) = [ g fape 5 (S ki +Ut@)
adV

_ CvSN/dq//dp e_ﬂ (Z@ 2pi + U(Oéq/))
v

Ableiten nach « an der Stelle w = 1 ergibt

1/ 0U

<q({;U> ist das Virial der inneren Krifte. (Das Virial der Wandkréfte ist gerade
q
3pV.) Mit dem Gleichverteilungssatz Fyi, = % NET erhalten wir

2 1/ 90U
v = 3<Ekin>_3<q8q> . (5.3.2)
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Quantenmechanik

Um die kanonischen Vertauschungsrelationen nicht zu verletzen, miissen wir die
Dilatation ) — a() durch eine Dilatation P — éP der Impulse ergénzen. Es folgt
die Relation:

_ 1 P
Z(T,OZS‘/,N) = Spe 6(042 Zz 2m+U(OéQ))

Wegen der Zyklidizitéit der Spur gilt allgemein

0 Ala) 0A A(a)
sodass wir durch Ableitung nach « die Beziehung
0Z(T,V,N) ou
s 2208 — e vow) (2018w - 5{Q50))
finden, also wieder
2 1 ou
— Z(E ) - = i S 3.

Diese Beziehung gilt daher klassisch wie quantenmechanisch. Man iiberzeugt sich

leicht, dass auch im klassischen Fall eine Dilatation von Ort ¢ — ag und Impuls

p — (1/a)p direkt den Virialsatz liefert. Reskaliert man nur den Impuls, so erhélt

man im klassischen Fall den Gleichverteilungssatz fiir die kinetische Energie.
Wenn U homogen vom Grade D ist, gilt

oU
— ) =D . .34
(a5g) = Pw) (534
Fiir ein ideales Gas erhalten wir auf jeden Fall
3
E = §pV . (5.3.5)

Hier geht nur die quadratische Abhéngigkeit der kinetischen Energie eines einzelnen
Teilchens von seinem Impuls ein. Im ultrarelativistischen Falle ergéibe sich

E = 3pV . (5.3.6)

5.3.2 Die Paarverteilungsfunktion

Fiir den klassisch—mechanischen Fall betrachten wir das Virial genauer. Ist U von
der Form

Ulg) = > Wlg,—q;) = %ZW(qi—qj) :
i<j i

so folgt

(450) = 3 (@ -a) VW -a) .
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Die auftretenden N(N — 1) Terme haben alle denselben Erwartungswert. Bei der
Berechnung des Erwartungswertes eines jeden Terms konnen alle Impulsintegratio-
nen und N — 2 Ortsintegrationen unmittelbar ausgefithrt werden. Die Paarvertei-
lungsfunktion

N(N -1 _sU

gibt die Wahrscheinlichkeit(sdichte) an, irgendein Teilchen bei g (1 und irgendein
anderes Teilchen bei q®) zu finden. Mit ihr ist

(150) = 5 [Eo®s mey) @y VW)

Fiir ein homogenes isotropes System ist ns(x, y) = na(|x—1yl), sodass der Virialsatz
fiir ein klassisches System lautet

o W
pV = NET — K/ dr 4mr?ng(r)r ow (5.3.8)
6 0 87“
Ganz entsprechend findet man fiir die Energie £ = Eyin + Epot
E = kaT + —/ dr dnriny (r)W(r) . (5.3.9)

Die Paarverteilungsfunktion bestimmt also die thermische und die kalorische Zu-
standsgleichung, mithin alle thermodynamischen Eigenschaften des Systems. Sie
ist zugleich eine sehr anschauliche Grofle, fiir die sich Modellannahmen plausibel
machen lassen, und es gibt mikroskopische Néherungsverfahren zu ihrer Berech-
nung.

Die Einteilchenverteilungsfunktion (mittlere Dichte) ist

N f _BU
n(q®) = W/d%@..d%““ e . (5.3.10)

Fiir | — y| — oo sollte gelten

na(z,y) — ni(x)ni(y)

da die Korrelation zwischen zwei Teilchen fiir grofe Absténde verloren geht. Fiir
homogene Systeme ist ni(x) = N/V = p. Somit gilt fiir

_omle—y) 1
oz —yl) = Z S = Sy ma—y) (53.11)

g(r) — 1 fiir r — oo. In Abb. 5.2 ist der typische Verlauf von ¢ fiir einige Systeme
skizziert. Die Zweiteilchenkorrelationsfunktion ist:
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Abb. 5.2:

(a) Klassisches nicht—ideales Gas:
Es gibt eine starke Abstoflung bei
r & 1o und schwache Anziehung au-
Berhalb. Der mittlere Abstand zwi-
schen zwei Teilchen héngt kaum
von den verbleibenden Teilchen ab,
somit kann die Korrelation durch

g(r)—1 =~ exp(—pU(r))

approximiert werden.

(b) Ideales Fermigas, Spin 1/2:

Es gibt ein ,,Austauschloch®, da die
Hilfte aller Paare gleichgerichteten
Spin hat und deshalb nicht diesel-
ben Ortskoordinaten haben kann.

(c) Fliissigkeit:

Es existiert eine ,Nahordnung“ als
Vorstadium der Kristallisation. In
diesem Fall ist die Wechselwirkung
der beiden Teilchen mit den ande-
ren Teilchen wesentlich fiir die Ein-
stellung einer Ordnungskorrelation.
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5.3.3 Messung der Paarverteilungsfunktion durch Streuung

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, wie die Funktion no die thermische und
kalorische Zustandsgleichung bestimmt. Wir wollen im folgenden kurz darstellen,
wie man diese Funktion durch Streuexperimente (elastische Neutronen— oder Ront-
genstreuung) direkt messen kann.

Ein Teilchen der Substanz werde von einer einlaufenden Welle mit Wellen-
zahlvektor k getroffen und streue diese zu einer auslaufenden Welle mit Wel-
lenzahlvektor k’. Befindet sich das Teilchen am Punkte & = 0, so sei die Streu-
amplitude fiir diesen Prozess (k'|T()|k). Befindet sich das Teilchen am Punkte
x, so erhilt man die Streuamplitude durch Anwendung des Translationsoperators
U(x) = exp(—(i/h)P - x):

KU @) TOU@)k) = (K|TO]k) 177

Hierbei ist ¢ = k' — k der Impulsiibertrag. Den Phasenfaktor kennt man aus der
Optik auch als die Differenz der optischen Weglidnge zwischen den bei & = 0 und
bei & gestreuten Strahlen.

Kann man Doppelstreuung vernachléssigen, so erhilt man fiir die Amplitude
der Streuung an N Teilchen, die sich in den Punkten x; befinden:

N .

i=1
Der Betrag der Streuamplitude liefert den Wirkungsquerschnitt. Sei
de™

dQ

der Einteilchenquerschnitt, so ist der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung an einer
Probe der Substanz gegeben durch

do do®) iq - (z; — x;)
@ - a0 <Ze

.7

= |(K'|TM|k)|? (5.3.12)

Der Erwartungswert bezieht sich dabei auf eine Mittelung iiber alle Positionen
der Teilchen in der Substanz. Unter Vernachléssigung der Terme mit ¢ = j in der
Summe konnen wir diese Mittelung durch die Paarverteilung ausdriicken:

d de™ ig-(x: — o
£ = 750 /d?’ac 432’ ' (@ mj)ng(a: —a')
de iqg -
- (;’Q V/d3r e Mgy (5.3.13)

Durch Vergleich mit dem Einteilchenquerschnitt misst man also direkt die Fou-
riertransformierte 712(q) der Paarverteilungsfunktion ns. Die bekannte Braggsche
Bedingung fiir die Streuung an einem Kristall ist ein Spezialfall hiervon. In diesem
Falle ist 7i2(q) nur dann wesentlich von Null verschieden, wenn g ein reziproker
Gittervektor ist.



126 5 Erste Anwendungen

5.4 Entwicklung nach Potenzen von

Wir haben bereits in Abschnitt (4.1.2) die klassische Ndherung der kanonischen

Zustandssumme berechnet. Hier wollen wir nun allgemein eine Entwicklung nach

Potenzen von 7 angeben. Wir beschrianken uns wieder auf den Fall N = 1, die Ver-

allgemeinerung auf mehrere Teilchen liefert keine nennenswerten Schwierigkeiten.
Der Dichtematrix p ordnen wir die Funktion

WP

pap) = pljle) =p) G mit (zlp) = e (541)

zu. (Die ungewohnliche Normierung wird sich fiir die folgende Rechnung als niitzlich
erweisen.) In klassischer Niherung ist p(x, p) die klassische Phasenraumdichte. In
jedem Fall gilt

/dgwd%p(w,p) =Spp =1.

Fiir die kanonische Gesamtheit p = e~ BH mit

2

- P

geniigt (p |efﬂH |x) offenbar der ,,Schrédingergleichung*

O e BH,y _ [ I —BH
a8 (ple le) = {QmA + W(x), (ple ) . (5.4.2)
Im Sinne der bekannten WKB-Naherung setzen wir an
A _iS
ple PH|zy = ¢ P (5.4.3)
und erhalten fiir S die Gleichung
as  n (1 ) a\? 1
— = - < — -] =—AS . 4.
5 Logr cww) () bas . Gan

Entwickeln wir S nach Potenzen von (h/1)

S = Z(?)nsn , (5.4.5)

so finden wir fiir die Koeffizienten:

aS,
o5 =

28, 1 )

8, 1 1
% = %VSO-VSl — %ASO
08, _ 1

1 1
— 2 —_— . —_— —
a9 2m(VS1) + mVSO V.S, 2mA51
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und allgemein

9, _ LN Gg vs, - as, w22 (5.46)
85 = m P k n—k—1 om n—2 n =z . <E.

Hieraus erhalten wir zunéchst

So(B) = So(0) = p-T (5.4.7)
wegen 4
ple gy — o FPTT
Weiter folgt rekursiv
2
1 = 6(2pm+W(w)> = 0 Hiuss(@,P) (5.4.8)
ﬁQ
Sy = o p- VW (5.4.9)
N 2 63 2 ﬁQ
S = (VWP 4 s VPW = AW (5.4.10)
Also ist
B (T (B S) +ipew
(ple lz)(xlp) = e
S ()" s + O(K?)

B 2
e ﬂHklass(mvp) {1 o ?SQ — (?) (S;;—;Sg)} + O(hg)

Damit finden wir fiir die kanonische Zustandssumme
—BH 1
z = [ @ i M a)alp)
h h\® 102 3
= Z 1 — T<SQ>O — T <53—§S2>0 + O(h) . (5411)

Zy ist die klassische Zustandssumme und { - )o ist der Mittelwert beziiglich der
klassischen kanonischen Verteilung. So ist ungerade in p, also (S3)y = 0 wie zu
erwarten, da Z reell sein muss.

Fiir die freie Energie

F = —kT InZ
bedeutet das

1 :
F = F + kTh2<25353> + O3 . (5.4.12)
0
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Mit den oben gewonnenen Ausdriicken fiir Sy und S3 und den Identitéiten

(pipj) = mkT 5 (Gleichverteilungssatz)
(AW)y = k%((VW)zﬂ) (partielle Integration)

erhalten wir schlie3lich

ﬁ2

F=F+—
Ot S hm(kT)

(VW) + O(R?) . (5.4.13)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass in der angegebenen Entwicklung nur gerade
Potenzen von A auftreten. Fiir N > 1 kommen noch Terme hinzu, die von der
Statistik der Teilchen herriihren. Sie beginnen mit der Ordnung A3, wie wir bald
sehen werden (Abschnitt 6.3 Gl. (6.3.13)).

Zur Abschétzung der Gréflenordnung kann man ansetzen

(V)2 ~ :%<W2>0 ,

wobei ¢ der Molekiildurchmesser ist. Also gilt

1 h2 o LA\ (w2
Fy 2y (Y0 F 1 (m)




6 Systeme von Teilchen ohne
Wechselwirkung

In diesem Kapitel betrachten wir verschiedene Systeme von Teilchen ohne Wechsel-
wirkung (freie Bosonen, freie Fermionen, Photonen, Phononen, Gase aus zweiato-
migen Molekiilen, etc.). Dass dabei interessante, oft nicht—triviale Effekte auftreten,
liegt in erster Linie an der Quantennatur dieser Systeme. Fiir freie Fermionen wird
auch der Para— und Diamagnetismus in dufleren Magnetfeldern behandelt.

6.1 Freie Teilchen und Quasiteilchen

Systeme von Teilchen ohne Wechselwirkung sind nicht nur von prinzipiellem, son-
dern auch von gréfitem praktischen Interesse:

e Bei hohen Temperaturen und geringen Dichten verhalten sich (fast) alle Sy-
steme wie ideale Gase.

e Systeme von Fermionen sind auch bei sehr hohen Drucken und niedrigen
Temperaturen als wechselwirkungsfreie Systeme beschreibbar.

e Selbst bei Systemen mit bedeutender Wechselwirkung sind niedrig gelegene
Anregungen als nicht miteinander wechselwirkende , Quasiteilchen* darstell-
bar.

Beispiele fiir Teilchen, die einer starken Wechselwirkung unterliegen, jedoch
trotzdem in guter Néherung als quasifrei angesehen werden kénnen, sind Elektronen
in schweren Atomen, die in der Hartree-Fock—Theorie als unabhingige Teilchen in
einem gemeinsamen effektiven duBeren Potential beschrieben werden. Ahnliches
gilt fiir das Schalenmodell der Kerne. Beispiele fiir Quasiteilchen sind Polaronen,
d.h. lokalisierte Anregungen in einem lonenkristall, bestehend aus einem Elektron,
und der zugehdrigen Verzerrung des Kristallgitters in seiner Nihe. Ahnliches gilt
fiir Phononen, die kollektiven Schwingungen eines Korpers in linearer Ndherung
entsprechen.
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Zur Konkretisierung des Begriffs der Quasiteilchen geht man vom Spektrum des
Hamiltonoperators des Systems aus. Sieht man von Randeffekten ab, so besitzten
Systeme im Gleichgewicht im allgemeinen eine Translationsinvarianz (bei Gittern
handelt es sich um eine diskrete Invarianz) und der Hamiltonoperator kommutiert
mit dem Generator P der Translationen, dem , Impulsoperator”. Die Eigenwerte
des Hamiltonoperators lassen sich daher durch die Eigenwerte von P indizieren.
Man spricht von einem Quasiteilchen, wenn das Energiespektrum nidherungsweise
folgende Gestalt hat: Oberhalb des Grundzustandes (¢; = 0) gibt es eine ,Mas-
senschale“, d.h. eine isolierte Menge von Eigenwerten e(p), wobei diese Menge fiir
endliche Systeme diskret sein wird, allerdings vergleichsweise dicht auf einer sol-
chen Schale. Aus Stabilitéitsgriinden kann man erwarten, dass €(0) < e(p) und man
definiert
d?e
dp? p—o
als die ,,Masse* des Quasiteilchens. Eine endliche Differenz zwischen der Grund-
zustandsenergie ¢y und dem ersten angeregten Zustand bezeichnet man auch als
»Energieliicke” oder ,, Massenliicke“ (mass gap) . Bei sehr tiefen Temperaturen wer-
den nur die niedrigsten Eigenzustinde des Hamiltonoperators angeregt sein, diese
zeigen dann ein dynamisches Verhalten, das dem von nahezu freien Teilchen mit
der Masse m™* entspricht. Kollektive Anregungen kénnen wie in der Quantenme-
chanik Wellenpakete zu einem Impuls p bilden, die dann im Raum lokalisiert sind
und Teilchencharakter zeigen.

Quasiteilchen sind meist entweder Fermionen oder Bosonen. Thr Verhalten ist
im wesentlichen durch die Dispersionsfunktion ¢(p) und durch ihren Spin bestimmt.
Erst in jiingerer Zeit wurden auch Systeme untersucht, bei denen Quasiteilchen eine
verallgemeinerte Statistik (und einen nicht ganz— bzw. halbzahligen Spin) haben
konnen (sogenannte Anyonen). Diese Systeme sind effektiv 2—dimensionale stati-
stische Modelle.

Inwieweit Quasiteilchen als ,,frei“ angesehen werden kénnen, hdngt von der
Form des Spektrums ab. Fiir freie Teilchen ist das Spektrum durch den Einteil-
chensektor bestimmt: Oberhalb von e = 2¢(0) existiert ein Kontinuum von Ei-
genzustdnden, die Mehrteilchenzustdnden mit relativem Impuls entsprechen. Bei
ganzzahligen Vielfachen von €(0) zeigt das Spektrum jeweils einen Sprung. Existie-
ren weitere diskrete Eigenwerte ¢; fiir p = 0 im Bereich €(0) < €; < 2¢(0), so spricht
man von gebundenen Zustdnden und die Quasiteilchen zeigen eine Wechselwirkung.

Ist das Spektrum des Hamiltonoperators oberhalb des Grundzustandes konti-
nuierlich, zeigt aber Ahnlichkeit mit dem Spektrum masseloser Teilchen, so spricht
man von masselosen Quasiteilchen (z.B. Phononen). Die oft beobachtete Un-
abhéngigkeit von Quasiteilchen hat ihre Ursache entweder in der Lokalisiertheit
der elementaren Anregungen (und der Kurzreichweitigkeit der effektiven Wechsel-
wirkungen) oder (bei kollektiven Anregungen) im Superpositionsprinzip.

Bei endlichen Temperaturen bricht das Konzept von stabilen Quasiteilchen
strenggenommen zusammen, da es thermische Ubergiinge zwischen verschiedenen
Zusténden geben kann. Oft beschreibt jedoch auch bei endlichen Temperaturen ein
sogenannter ,effektiver Hamiltonoperator® das dynamische Verhalten des Systems
ausreichend gut, und sein Spektrum zeigt die typischen Eigenschaften von nahezu

(m*)~t = (6.1.1)
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freien Teilchen. In diesen Féllen kann die effektive Masse m* auch von der Tem-
peratur abhingen (ein Beispiel ist die Landau—Theorie der kritischen Pédnomene,
vgl. Abschnitt 9.7).

Das Quasiteilchen ist eine oft sehr gute Ndherung, die aber auch — gerade fiir
hoher angeregte Zustéinde — ihre Grenzen hat:

e Quasiteilchen brauchen nicht vollig stabil zu sein. Sie kénnen durch Delokali-
sierung und/oder Dissipation zerfallen. Dieses Verhalten wird mit steigender
Temperatur zunehmen.

e Eng damit verbunden ist die Tatsache, dass Quasiteilchen nicht ganz un-
abhéingig sind, sondern (etwa durch Nichtlinearitéiten) eine gewisse Wechsel-
wirkung haben. Man kann fiir nicht zu hohe Anregungen versuchen, diese
Wechselwirkungen noch storungstheoretisch zu berticksichtigen. Bei hohen
Energien bricht das Konzept des Quasiteilchens endgiiltig zusammen.

6.2 Besetzungszahlen

Wir betrachten nun ein System von N unabhéngigen Teilchen. Die Zusténde eines
jeden Teilchens sind Vektoren in einem Hilbertraum H;. Es sei {|é)} ein Orthonor-
malsystem von Energieeigenzustédnden in H;. Das N-Teilchensystem ist dann durch
das N—fache Tensorprodukt, symmetrisiert fiir Bosonen, antisymmetrisiert fiir Fer-
mionen, zu beschreiben. Jeder Zustand ist nun durch den Satz {n;} der Besetzungs-
zahlen der Niveaus i charakterisiert; n; gibt einfach an, wieviele Teilchen sich im
Zustand |i) befinden. Fiir Fermionen ist n; = 0,1, fiir Bosonen n; =0,1,2,....
Fiir Gesamtenergie und Teilchenzahl gilt:

E

Z n;€; (&; : Energie des Einteilchenzustandes [i))
i

Bei der Berechnung der kanonischen Zustandssumme ist die Einschrinkung auf
konstante Teilchenzahl ), n; = N listig, weshalb man besser mit der groflkanoni-
schen Gesamtheit rechnet:

w(fns)) = e PETIN) e
- Z%He*ﬂ”i(fi’“) . (6.2.1)

Man sieht, dass fiir ¢ # j die Besetzungszahlen n; und n; statistisch unabhéngig
sind. Die Verteilung fiir eine Besetzungszahl n; ist

1 Pniei — ) (6.2.2)

wi(ni) = —
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mit
Zz = Y o Onilei = n) (6.2.3)
14 e—ﬁ(ﬁi - _ 14+ Ze_ﬂei fiir Fermionen
_ 1 1 (6.2.4)
— fiir Bosonen
1 e*ﬂ(ei — i) 1-— ze_ﬁei

(z = e ist die Fugazitit (4.2.7)). Ein Vergleich dieser Formeln mit der (kano-
nischen) Zustandssumme des Quantenoszillators zeigt, dass ein System von frei-
en Bosonen mit Energiespektrum {¢;} fiir ein einzelnes Teilchen dquivalent ist zu
einem System von unendlich vielen harmonischen Oszillatoren mit , Frequenzen*
w; = (¢; — p)/h (nach Subtraktion der Grundzustandsenergien). Die Besetzungs-
zahlen der Oszillatoren entsprechen den Teilchenzahlen. Diese Aquivalenz bildet
den Ausgangspunkt fiir die sogenannte 2. Quantisierung. Wir werden diesen Punkt
im Zusammenhang mit dem Photonengas sowie den Phononen nochmals aufgreifen.

Fiir die mittlere Besetzungszahl 7;, die mittlere Varianz n? — n? und fiir die
Entropie S; finden wir:

Mittlere Besetzungszahl:

0 1 1
0z eﬁ(ei — ) 11 2_16567: +1 ( )

Das obere Vorzeichen gilt (jetzt und im folgenden) fiir Fermionen, das untere fiir
Bosonen.

Fiir Fermionen ist 0 < n; < 1 fiir beliebiges z > 0. Fiir Bosonen folgt aus
n; > 0 die Einschréankung 0 < z < 1, d.h. u < 0. Dabei haben wir als niedrigsten
Energiewert ¢y = 0 angenommen, anderenfalls gilt p < €.

Varianz der Besetzungszahl:

_ 9\?
z

Entropie des i—ten Energieniveaus:
1 —(1—m)ln(1—ﬁi)—mlnﬁi
=S = —;wi(ni) Inw;(n;) = { . (6.2.7)

+(1 + T_Lz) ln(l + T_lz) —n; Inn;

Man beachte die Teilchen-Loch—Symmetrie n; < (1 — n;) fiir Fermionen.
Fiir das N-Teilchensystem ergeben sich In Zg, N, E und S einfach additiv zu

InZg = Ziln(ueﬂ(ei“)) = Ziln<1ize5€i) (6.2.8)
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1 1 _
N = Zm =y — = Zn (6.2.9)

T e
€ €
E = — % N = N ae (6.2.10)
Zi: eﬁ(ﬁ' — ) 41 zl: z*le&i +1 XZ:
1
%S = InZg + B(E —uN)

Z{ﬂni(ei—u):&:ln<1ie_ﬁ(6i_/"L)>} = Z%S (6.2.11)

?

Diese Relationen sind Funktionen der Fugazitét z — das ist der Preis, den wir fiir die
Benutzung der zunéchst einfacheren grolkanonischen Gesamtheit zahlen —, und wir
miissen zur Herleitung der kalorischen und thermischen Zustandsgleichungen z als
Funktion der Dichte (N/V') eliminieren. Dies kann auch fiir wechselwirkungsfreie
Teilchen meist nur in Form von Entwicklungen um die Grenzfille z — 0 (geringe
Teilchenzahlen ~ klassischer Grenzfall) und z — oo fiir Fermionen bzw. z — 1 fiir
Bosonen (hohe Teilchenzahlen, d.h. grofle Dichten) geschehen.

6.3 Kontinuumslimes und klassischer Grenzfall

Fiir Systeme von Teilchen mit dem Spin s (2s+ 1 Spinzusténde) in einem Volumen
V ersetzen wir die Summation ), geméf (vgl. (4.1.13))

Z — Z%/dgp

durch eine Integration iiber Impulse und eine Summation {iber Spinzusténde. Damit
erhalten wir fiir rotationssymmetrisches €(p)

_n _ AV [, —Be(p)
InZg = T = +(2s+1) e /o dppIn|1+ze (6.3.1)
A7V [ 1
N = (2s+1 —/ dp pP————— 6.3.2
( ) h o Jo 271655(]9) +1 ( )
AgV [ e(p)
E = (2s+1 7/ ap pp— ) 6.3.3
( ) hJo Z—leﬂf(P) +1 ( )

Im Bosonenfall gibt es allerdings ein Problem mit der Divergenz bei z — 1, die von
dem Niveau €(0) = 0 herriihrt. Wir werden darauf noch zuriickkommen (Abschnitt
6.7).
2
Wir berechnen den nicht-relativistischen Fall e(p) = g—m genauer. Indem wir
2
die dimensionslose Variable = durch 2% = 2pim einfiihren, erhalten wir

1 p 14 [, 2
—InZg = — = £(2 1)—— In{1+ 3.4
v 2 T (25 + ))\3ﬁ/o dz = n( ze > (6.3.4)
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1
=: +(2s5+ I)Ffwg(j:z) (6.3.5)
N 4 [ 1
=X = (25+1 —/ de 2> —————— 6.3.6
4 ( )ﬁ 0 et 4 (630
=: £ (25+1)f32(£2) (6.3.7)
0 3

Die letzte Beziehung erhélt man direkt aus der ersten durch Ableitung nach 8 (A
ist die thermische de Broglie-Wellenliinge (Gl. 5.1.5)), oder auch durch partielle
Integration. (Im ultrarelativistischen Falle e(p) = ¢p hétten wir E = 3pV erhalten.)
Hierbei sind die Funktionen f5 /9, f3/2 definiert durch

oo 2
fapaz) = j%/o dz 221In (1+ze ”“”) (6.3.9)
= \;/Ooodx g:l DA iﬂ (6.3.10)

f3/2(z) = zif5/2(z) (6.3.11)

n+1

- \F/ dxei Z n3/2 . (6.3.12)

n=1

Der klassische Grenzfall A3 /v < 1 gehort zu 2 < 1. Wir entwickeln bis zur ersten
nicht—trivialen Ordnung in z:

e N2 L N
T st Ctwr o gr T W \FTon
u2
Die Umkehrung z = u + 557 + O(u?) der ersten Relation ergibt fiir k—T
pv A3
— =14+ — . 6.3.13
kT (25 + 1)25/2p (6:3.13)

Der Vergleich mit dem klassischen idealen Gas (5.1.10) (bzw. (2.7.14)) zeigt, dass
fiir wechselwirkungsfreie Fermionen z.B. der Druck — unter sonst gleichen Bedin-
gungen — erhoht ist, wéhrend er fiir Bosonen entsprechend herabgesetzt ist. Die
Statistik der Fermionen, die eine Doppelbesetzung von Zustéinden verbietet, fiihrt
so zu einer effektiven Abstoflung. Umgekehrt werden bei Bosonen wegen der Unun-
terscheidbarkeit der Teilchen Zusténde mit Mehrfachbesetzung im Vergleich stérker
gewichtet, was zu einer effektiven Anziehung fiihrt.

Auflerdem beachte man, dass die Korrektur zum klassischen idealen Gas von
der Ordnung A® ist. Wie in Abschnitt 5.4 schon angekiindigt, werden in dieser
Ordnung die Austauschterme aufgrund der Statistik wesentlich.
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Die so gefundene Form von pv/kT ist der Anfang der sogenannten Virialent-
wicklung

,Un

v o an(T)
=Lt ; : (6.3.14)

auf die wir in Kapitel (7.2) noch néher eingehen werden.

6.4 Entartetes Fermigas

Fiir ein Fermigas betrachten wir nun den Grenzfall T — 0, v fest, d.h. A?/v — oo.
Es lohnt sich, e als eine Integrationsvariable einzufiihren:

% = (2s+1)4;g//0°°dppzln (He—ﬁ(e(p)—u))
= (2s+1) /Oode g(e) In (1 + e_ﬁ(e - M))
0
A7V [, 1
V= ey [ S =1
oo 1 0o B
= (23+1)/0 de g(e)m = (2$+1)/0 de g(e) i(e)
= (2s AnVo (% e(p) — (25 006 O emnle
E = (25+1)73 /0 dp p B -0 (2 +1)/0 de g(e) enle) .

Hierbei ist die Zustandsdichte g(e) gegeben durch

4V
gle)de = —p*(e)dp
bzw.
A7V p?(e
gle) = —5 )
h3 de/dp
AV ’
%\/imSMﬁ = Ay/e (nicht relativistisch €= ;;)
_ ™ (6.4.1)
47rV62_A,2 lativistisch ¢ —
-5 a = Ae (extrem relativistisch € = cp) .

N # 0 fiir T' — 0 ist nur moglich fiir g > 0, also z — oco.
Die Funktion (siehe Abb. 6.1)

i(e) = 1/ 1)
hat fir T — 0 Kastenform:

1(€)|p=cc = O(n —¢) ,
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1 N
AN

(S €

Abb. 6.1: Besetzung der Energieniveaus fiir Fermionen bei verschwindender Tem-
peratur.

wéhrend fiir 7 > 0 die Kante bei € = p ,,aufgeweicht* wird.

7€) ist die mittlere Besetzungszahl eines jeden Einzelniveaus der Energie €. Fiir
verschwindende Temperatur sind in Ubereinstimmung mit der Fermi-Statistik nur
die niedrigsten Energieniveaus bis zur Fermi-Energie ep aufgefiillt. Fiir T'— 0 ist
auferdem

2s+1_ 4w r
N = T‘/?p% = (23—|—1)/ de g(e)
0
{ (25+1)A%e?}/2 nicht relativistisch

(2s+ 1)A’'%e,  extrem relativistisch

Ey, = (2s41) /Oepde eg(e)

{ (2s + 1)A%65F/2 nicht relativistisch

(2s+ 1)A’'%e}.  extrem relativistisch

(A und A’ sind volumenabhéngige Konstanten). Die erste Gleichung definiert die
Fermi-Energie als Funktion der Dichte. Es gilt

ep o p/3 (nicht relativistisch) (6.4.2)
und er o ptf3 (extrem relativistisch) . (6.4.3)

Fiir die Energie bei T' = 0 erhalten wir

E, = g]\f €F (nicht relativistisch) (6.4.4)
und E, = ZN €F (extrem relativistisch) . (6.4.5)

Fiir T — 0 folgt nicht etwa p — 0, sondern wir finden einen Nullpunktsdruck pg
gemif (6.3.8)

28, _ 2N 1B _ 1N

po = = ——€f bZW_ pO = ——S€R . (6.46)
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Dieser Nullpunktsdruck fiir Elektronensysteme (bzw. Neutronensysteme) verhin-
dert den Kollaps eines Weiflen Zwerges (bzw. Neutronensterns) aufgrund der Gra-
vitation.

Fiir endliche Temperaturen kT < ep lassen sich die Eigenschaften des Fermi-
gases z.B. durch asymptotische Entwicklung der Funktionen f5/5(2) und f3/2(2)
fiir grole z berechnen. Wir ziehen jedoch einen anderen, dquivalenten Weg vor,
bei dem die Schritte, die zur asymptotischen Entwicklung fithren, physikalisch
motiviert werden. In dem betrachteten Temperaturbereich riithrt die Temperatu-
rabhéngigkeit von der ,, Aufweichung® der Fermi—Kante bei e von ni(e) fiir endliche
Temperaturen her (siehe Abb. 6.2).

__dn(e)
de

(S €

Abb. 6.2: Aufweichung der Fermi-Kante bei kleinen Temperaturen.

Fiir kT < ep wird die Funktion —dn/de bei € = p ein steiles Maximum haben,
auferhalb eines kleinen Intervalls um € = p aber sehr klein sein. Es liegt nahe,
die Funktion —d7i/de durch partielle Integration in die Ausdriicke fiir N und E
einzufithren und dann alle glatten Funktionen um e = p zu entwickeln:

(25 + 1)/000(16 ) (—fi’:)
(25+1)/Ooode H(e) (—Z’) ,

6 = [ o) wd H@Q = [aceqe) .

N = (2s+1) /Ooode g(e) n(e)

E = (2s+1) /Ooode e g(e) i(e)

Durch Entwicklung von G und H um € = p findet man
ZG"/ de (e — )" (_dn) (6.4.7)
" 0 df
E = Y H, /Oode (e — )" _dn (6.4.8)
- 0 de ’

N

2s+1d"G
G, = ———
n! dem

2s+1d"H
n! de®

E=N E=M
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Zur Berechnung der Integrale definieren wir die Funktion

Iy = /_ O;de (e — )" (-Z) . (6.4.9)

Die Ersetzung der unteren Integrationsgrenze durch —oo liasst N bzw. E bis auf
exponentiell kleine Terme unverédndert. Da

A ple—n)
<_i6) B (eﬁﬁ(i—u)il)

eine gerade Funktion von € — p ist, folgt J, = 0 fiir ungerades n.

2

Fiir n = 0 ist Jy = —n(€)|TX = 1. Fiir gerades n fiihren wir die Integrations-
variable © = (e — p) ein und erhalten J,, = (kT)"I,,. Hierbei ist (fiir n gerade)
+oo nat +o0 nal
e e
o [Ta T [T
—oo (er+1) 0 (et +1)
a “+o0 xn—l “+oo n—1
oa Jy T e0T 1| B

2n (n— 1)! (1 - 2:1) ¢(n)

Die letzte Gleichung leitet man durch Einsetzen von

1 > —ry
o ENe
e/ +1 ot

her. Die (—Funktion ist definiert durch

) =

r=

—

Es ist

insbesondere also Iy = 72 /3.

Nicht—relativistischer Grenzfall freier Fermionen bei niedrigen
Temperaturen

Im nicht-relativistischen Fall ¢(p) = p?/(2m) ist
€ 2
Gle) = A/ de’ /2 = §A63/2
0

2 3 3
= 34 {u3/2 + 5= mu? + 2 le— ) +}
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€ 2
H(e) = A/ de’ €3/2 = Z A2
) 5
2

15

= A {u5/2 + g(e—u)uw + 5 (= )t/ +}

In niedrigster nicht—trivialer Ordnung ergibt sich damit

2 72 (kT\>
2+ 1)2Ap2 {1 + — [ =
(25 + 1)z Ap {+8<u)}

2 572 (KT \?
2s+1)=Au?d1 + — [ =
(25 +1)zAn 5\

Wir miissen noch p zugunsten von N eliminieren. Mit N = (2s + 1)%A63F/2 ergibt
sich

2 (kT\® 2 (kT\®
e‘;/z:u?’m{l—i—g(u)} , also MZEF{I_TQ(@)

N

E

und
B - It { , o (kjf}
_ gNeF{l 4 % (Z)z} . (6.4.10)
Damit sind die thermische und die kalorische Zustandsgleichung bekannt. Weiter
ist
is Cy = (g?)v = NkW;sz (6.4.11)

linear in T fir kT < er und

S E+pV-Nu  3E-Np _ AT

— 0 firT—0 .

ko kT kT 27 ep

Nutzen wir die Beziehung ez o p*/3, so folgt fiir die thermische Zustandsgleichung

(kT)?
p ~ p°/? (1 +a 73 . (6.4.12)

Weitere Terme der Entwicklung in k7'/ep wiirden hohere Potenzen von 1/p bei-
tragen. Die T—Abhiingigkeit der spezifischen Wérme hat die in Abbildung (6.3)
gezeigte Form.
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4
+ >

€F kT

Abb. 6.3: Die spezifische Wirme fiir nicht—relativistische freie Fermionen bei klei-
nen Temperaturen.

Anmerkungen:

e Wir haben gesehen, dass fiir kT < ep nur das Verhalten der Zustandsdichte
g(¢) in der Nihe der Fermi-Kante wichtig ist. Es kann in niedrigster Ordnung
durch eine einzige Zahl, die effektive Masse m* charakterisiert werden, sodass
das Verhalten fiir kT < er immer das eines idealen Gases mit der Masse m*
ist.

e Der lineare Anstieg von Cy lésst sich anschaulich verstehen. Fiir kT < ep
ist

E(T) = Ey + ngAe .
Hierbei ist die Anregungsenergie Ae ~ kT, und die Zahl der angeregten

Teilchen
4V, ArV o App 3 N Ac
Ng ~ — = — _— = = —_—
p3 PEOPE 3p3 P PE 2254+ 1¢€p
also )
3 N (kT)
E(T) ~ E — 6.4.13
(T) Ot 9% 1 o ( )

In metallischen Leitern dominiert fiir 7" — 0 der Anteil der Elektronen die
spezifische Wirme, da alle anderen Anteile mit 7" rascher verschwinden.

Extrem relativistische Fermionen bei tiefen Temperaturen

Fiir ein extrem relativistisches Gas mit ¢(p) = ¢p lassen sich N und F fiir T —
0 als Funktion des chemischen Potentials nahezu geschlossen berechnen, da die
Entwicklungen ((6.4.7),(6.4.8)) nach wenigen Termen abbrechen:

A kT 2
N 2s+ 1) —u3{1 -
(8+)3u{ *(U}
E = (2s+1)£41+2ﬂ2+1ﬂ4L
- i 1 15\ 4
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Der Fehler ist von der Ordnung exp(—fep) durch die Abénderung der Integrations-
grenzen fiir J, (vgl. (6.4.9)). Die Elimination des chemischen Potentials p durch
die Teilchenzahl ergibt in fithrender nichttrivialer Ordnung fiir die Zustandsglei-

chungen
E = 3V—§N 1+E kEQ (6.4.14)
= 7Y = 4 (2 3 . A

kT

Cy = Nkr?— (6.4.15)
€

. kT)?
p ~ pi3 (1+7([)2/:)3) . (6.4.16)

Die Abhéngigkeit des Drucks von der Dichte ist ,weicher* als im nicht—
relativistischen Fall. Im Innern eines Weiflen Zwerges liegen solche Verhiltnisse
vor.

6.5 Magnetische Eigenschaften idealer
Fermigase

Ideale Fermigase zeigen Paramagnetismus und (fiir geladene Fermionen) Diama-
gnetismus. Wir wollen zur Vereinfachung beide Erscheinungen getrennt behandeln.

6.5.1 Paramagnetismus von idealen Fermigasen

Bei klassischen Systemen wichst die paramagnetische Magnetisierbarkeit mit
T — 0 iiber alle Grenzen, da fiir niedrige Temperaturen die Ausrichtung der ma-
gnetischen Momente im #ufleren Feld nicht durch die thermischen Fluktuationen
behindert wird. Fiir Fermionensysteme bleibt die Magnetisierbarkeit endlich, da
eine Gleichverteilung der Spins nur durch Neubesetzung von hohen bisher unbe-
setzten Niveaus moglich ist. In Anwesenheit eines dufleren Magnetfeldes ist fiir
s = 1/2 die Energie der Teilchen von Impuls und Spinrichtung abhéngig:

2 2
p p 5
= — —ugBo = — — Bo . 5.1
ep,o) = o~ —ppBo = S~ —Bo (6.5.1)
Fiir Elektronen gilt:
h
o==41, pup=—-
2mc

Somit folgt:

nZg = 42—3‘/ dpp2{ln(1+zeﬂ(e(p)é)>
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47V 1 1
N = — [dpp? . + =
e ) PE {eme(p)w—mH eﬂ(e(p)—B—u)+1}
47V eJrB e— B
E = — [dpp? _ _
& /pp {eme(p)w—u)ﬂ i eﬂ(e(p)—B—u)H}

InZg, N und E sind gerade Funktionen von B. Die Magnetisierung hingegen ist
ungerade in B:

10 UB 0
——InZp = ——1nZ
goB ¢ T Boap ¢

= ﬂug /dp p2{ L - L }
h? Bl +B—p) 1 Blep)—B—p) 4

Wir betrachten zunéchst den Fall KT > ep + B, d.h. z = efu < 1. Dann ist

nZe - N - 42;/2 (/dp pze—ﬁe(p)> (eﬂé+e—5é>

M =

und . -
M= T ( /dp pze—BE(P)) (eﬂB _e—ﬁB> ’
d.h. A 5
e HBD
N = uBtanh< T > . (6.5.2)

Man beachte, dass dieses Ergebnis unabhéngig ist von der Form von ¢(p), da sich
das Impulsintegral fiir M und N in der fithrenden Ordnung in z heraushebt.
Fir ppB < kT ist also

BN 2 OM 2
M = k;B s X = 9B N% (Curiesches Gesetz) . (6.5.3)

Wir betrachten nun den Fall T'— 0. Die Besetzungszahlen 7i(e, o) sind beide ka-
stenformig aber mit verschiedener Fermi—Kante. Wir erhalten

No= TR + ) (6.5.4)
o= G BB - BbE) ¢ oGhCB) ¢ E)) (659)
Mo BB - (B
M ”B{pg(—é)+pg(—1§) (6.5.6)
mit 9 2
PF(B) _ M—B
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Konsequentes Entwickeln bis zur zweiten Ordnung von B ergibt

3 LB 3 2
M = 2nHEBZ 2N EB (6.5.7)
2 €ER 2 ep

ein endliches Resultat fiir 7" — 0. Der Grund fiir das lineare Anwachsen der Magne-
tisierung mit B, bzw. fiir das Nichtverschwinden der magnetischen Suszeptibilitit,
liegt darin, dass eine Verdnderung des Magnetfeldes auch bei T' = 0 eine relati-
ve Veriinderung der beiden Besetzungszahlen (fiir Spin ,auf“ und ,,ab*) bewirkt.
Fiir nicht zu grofles Magnetfeld (upB < €p) ist es energetisch giinstiger, auch
Energieniveaus zu entgegengerichtetem (,,ungiinstigen) Spin zu besetzen.

Fiir Fermionen, die in einem Kristallgitter gebunden sind, tritt das Problem der
Statistik nicht auf (ihre Positionen sind an den Gitterpunkten lokalisiert, d.h. sie be-
finden sich in verschiedenen Zusténden), und man erhélt fiir alle Temperaturen das
Ergebnis der Gleichung (6.5.2). Fiir T — 0 wird die Magnetisierung somit maximal
(M/N = up), mit exponentiell kleinen Korrekturen in (ugB/kT), d.h. verschwin-
dender Suszeptibilitiat. Dies entspricht der Vorstellung, dass alle Spins gleichmiiflig
ausgerichtet sind, und bei tiefen Temperaturen durch thermische Fluktuationen
auch nicht umgeklappt werden. Fiir das entartete Fermionsystem spielt somit die
Beweglichkeit der Fermionen fiir das Nichtverschwinden der Suszeptibilitidt eine
wichtige Rolle.

Da er mit der Dichte der Fermionen anwéchst, verringert sich die Magnetisie-
rung M /N pro Teilchen mit wachsender Dichte. Verkleinert man das Volumen fiir
eine gegebene Anzahl von Fermionen, so nimmt die Magnetisierung ab.

6.5.2 Diamagnetismus eines idealen Fermigases

Wir haben gesehen, dass es in der klassischen Mechanik keinen Diamagnetismus
gibt. In der Quantenmechanik verhindert die Quantisierung von Drehimpuls und
magnetischem Moment eine vollstdndige Kompensation des diamagnetischen Ef-
fektes.

Der Hamiltonoperator eines freien Teilchens ohne magnetisches Moment im
duBeren Magnetfeld hat die Gestalt

2
H:i(P—zA) ,

2m
und fiir ein homogenes Magnetfeld B kénnen wir A = %Q x B setzen. Dann ist
p? e 2
H = — L-B B)?
2m * 2me + 8mc? (@ B)

Indem wir B in 3-Richtung legen, sehen wir

p? 1 m w?
H = "— + —w.lL — QI+ Q3
om T ogeels Q@)
wobei w, = eB/mec die Zyklotronfrequenz ist (d.h. die klassische Umlauffrequenz
im Magnetfeld B). Der Hamiltonoperator ist der eines zweidimensionalen harmo-

nischen Ostzillators zusammen mit dem einer freien Bewegung in 3-Richtung. Die
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Eigenwerte (Landau—Niveaus) lassen sich aus den Eigenwerten der miteinander
kommutierenden Operatoren

1 2 2 mw? 2 2
Py, *2m(P1 +P2)+5z(Q1+Q2) und L3
sofort bestimmen:
2
) = B3 My g By

2
P3 1

= —_— hu}c — . 6.58
om T (1/—|— 2) ( )

Der Entartungsgrad ¢ ist durch die Anzahl der moglichen Werte von v/ gegeben,
er ist fiir alle Landau—Niveaus gleich. Um ¢ genauer zu bestimmen, suchen wir
Anschlufl an die Berechnung der Bewegung ohne Magnetfeld. Wir arbeiten mit
dem dquivalenten Potential A = (0, Bz, 0) und setzen in der Ortsdarstellung

w(r) = elkey Thaz)

an. Dann erhalten wir als Schrodinger—Gleichung;:

(i + [+ Bato -] foto) = o) (=22 )

2m Ox? MWe

Somit ergibt sich wieder die Landau—Energie, und der Entartungsgrad g folgt aus
der Bedingung

d.h.:

L?>muw., L?eB
= - = . 6.5.9
g A e (6.5.9)

Hierbei ist L = V?/3 die Ausdehnung des Volumens.

Dieser Entartungsgrad besitzt eine anschauliche Bedeutung: Die Landau—
Niveaus haben einen konstanten Abstand hAw.. Da sich die Gesamtanzahl der
Zusténde beim Einschalten des Magnetfeldes nicht #ndert, muss ihre Entartung
gleich der Anzahl der Zusténde sein, die bei B = 0 in diesem Energieintervall lie-
gen (siche Abb. (6.4). Fiir ein Teilchen in einem zweidimensionalen Kasten ist die
Energiedichte konstant:

dn(E) 2mmL>

dE h? ’

und des folgt somit wiederum:
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E

} ho

}%hw
B=0 BZ£0

Abb. 6.4: Energieniveaus fiir ein System freier Fermionen mit und ohne dufleres
Magnetfeld.

Wir berechnen jetzt

InZg = 29L d Z ln<1—|—ze ﬁ(p,z/))

h J_
QgL 1
N = dp
— ;) 2 1eﬁ6(pa V) +1
B = %L Tap E: e(p,v)

Fiir hohe Temperaturen (z < 1) ist

p + hw(v + L
N = nZg = 2gL /" i §: (v+3))
2L SN —Phwe(v + 3) 4rLPm e 2
= —z e = 5y 2T —
A S BREA l-e

mit x = hw.B. Fiir x < 1 finden wir damit

M he \> B uy he

== =) = = — B = . (6.5.10

N <2nw> skT X 3kT BB = ome (6.5.10)
Wir finden also wirklich eine negative Suszeptibilitdt (Diamagnetismus) und eine
Curiesche 1/T—-Abhéngigkeit von x fir 7' — oo.

Im Gegensatz dazu ist die diamagnetische Suszeptibilitéit von Atomen, in denen
die Ladungen ja gebunden sind, annéhernd temperaturunabhéingig. Hier ist ndmlich

@+

dis ~
Xdia 8mc?

(die Summation ist iiber alle Elektronen des Atoms auszufiihren). Die Anregungs-
energie der Atomzustinde ist von der Gréflenordnung 10eV ~ 10°K, sodass fiir
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nicht zu hohe Temperaturen nur der Grundzustandserwartungswert zu nehmen
ist.
Wir betrachten nun den entgegengesetzten Grenzfall T — 0 (z — o0). Dann ist

" k1
A(pv) = 0 fir v>v(p) = hor 2
O(pr(v) —lpl)  fiir v <wv(u)
mit
1
S ATy
Somit
2L v(p) 1
N = — Qm(u—mc<u+)>
h = 2
v(p)
2mL3 1
- TMCZ 2m (,u—hwc <u+2>) : (6.5.11)
v=0

Fiir sehr grofle Werte von g, also von w,, sind nur Zustinde mit ¥ = 0 besetzt.
Wenn w,, d.h. B, einen kritischen Wert unterschreitet, miissen auch Zustdnde mit
v = 1 besetzt sein, fiir noch kleinere Werte von B auch Zustidnde mit v = 2 usw..
Das Unterschreiten der kritischen Werte von B wird sich jeweils in einer raschen
Verdnderung der diamagnetischen Polarisierbarkeit bemerkbar machen. Dieser Ef-
fekt heifit de Haas—wvan Alphen— Effekt.

Zur Vereinfachung der Diskussion vernachlissigen wir die Bewegung in z—Rich-
tung ganz. Dann sind die Energieniveaus diskret: €(v) = hw.(v + 3). Fiir g > N
sind alle Teilchen im Niveau mit v = 0, fiir ¢ < N < 2g sind Niveaus mit v = 0
und mit v = 1 besetzt. Fiir

1 B 1 Nhc
1 N 2 dh —— < —= By =
v+1)g<N<(v+2)g , u+2<Bo<y+1 ( 0 L2e>

sind alles Niveaus bis zur Quantenzahl v voll besetzt, und das Energieniveau €,
ist teilweise besetzt. Die zugehorige Energie,

E=g) €)+ (N—(v+1)g)ew+1) (v=-1,0,...) , (6.5.12)
v'=0

ist ein quadratisches Polynom in B (fir v = —1 trigt die Summe nichts bei).

Also ist x = —0?E/0B? intervallweise konstant mit Spriingen an den Réndern

der Intervalle [By/(v + 2), Bo/(v + 1)] (der Fall v = —1 entspricht B > By). Die
Beriicksichtigung der Bewegung in z—Richtung gleicht die Spriinge etwas aus, ohne
aber die rasche Verdnderlichkeit von x an den kritischen Werten von B ganz zu
beseitigen.

Der de Haas—van Alphen—Effekt ist an der Suszeptibilitdt der Leitungselek-
tronen eines metallischen Leiters bei tiefen Temperaturen und grofien Magnetfel-
dern wirklich beobachtbar. Seine praktische Bedeutung liegt unter anderem in der
Moglichkeit der Ausmessung von Fermi-Flichen.



6.6 Der Quanten—Hall-Effekt 147

6.6 Der Quanten—Hall-Effekt

Abb. 6.5: Hall-Spannung in einem stromdurchflossenen Leiter, der sich in einem
duleren Magnetfeld befindet.

Der Quanten—Hall-Effekt ist ebenfalls durch die Eigenschaften der Landau—
Niveaus entscheidend bestimmt. Allgemein versteht man unter dem Hall-Effekt
eine Spannung Upg, die auftritt, wenn die stromenden Ladungstriger in einem
Leiter sich in einem zusétzlichen dufleren Magnetfeld befinden. Er ldsst sich als
Auswirkung der Lorentzkraft verstehen (vgl. Abb. 6.5)): Die im Leiter mit der
Geschwindigkeit v bewegten Ladungstriger erfahren im Magnetfeld B eine Lor-
entzkraft .

K = EUB .

Ersetzt man v durch die Stromdichte j = enwv, so erhélt man fiir die zugehorige
elektrische Feldstérke:
K B

E == =j— =puj .
€ enc

Wir finden somit fiir den klassischen Hall-Widerstand:

B
pg = — . (6.6.1)

enc
pg sollte also proportional zu B sein. In diinnen Schichten beobachtet man bei
niedrigen Temperaturen und hohen Magnetfeldern ein ganz anderes Verhalten (vgl.
Abb. 6.6)).

1h
pm als Funktion von B hat Plateaus der Héhe — — um Werte von B, die ratio-

fe
hen . . A
nalen Werten von f = — entsprechen. Der normale Widerstand wird bei diesen

Werten sehr klein. Lage und Konstanz des Plateaus sind auflerordentlich genau re-
produzierbar. Zumindest fiir f = 1 (sogenannter ganzzahliger Quanten—Hall-Effekt
) kann man sich das Auftreten eines Plateaus wie folgt plausibel machen:

Wenn L der Anschlag des Leiters ist, so betriagt die Gesamtzahl der Ladungs-

B
triger N = L?n. Der Entartungsgrad des Landau-Niveaus ist g = %LQ. Also
c
ist N B
nhe
f== ==
g eB
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Abb. 6.6: Abhiingigkeit des Hall-Widerstandes bei niedrigen Temperaturen und
hohen Magnetfeldern.

f = 1 entspricht einem voll aufgefiillten Landau—Niveau. Wegen der Energieliicke
zum zweiten Landau—Niveau ist es einleuchtend, dass fiir f = 1 der normale
Widerstand klein ist (Behinderung von Dissipation durch Anregung). Der Hall-
Widerstand errechnet sich wegen

_— eBf
~ he

zu
1h

Es bleibt das Auftreten eines Plateaus in der Ndhe von Werten von B, die f =1
entsprechen, zu verstehen. Es zeigt sich, dass die Breite der Plateaus mit der Zahl
der Storstellen wichst. Storstellen konnen Elektronen oder Locher binden und un-
beweglich machen. Wenn nun der Fiillfaktor f = 1 geringfiigig iiberschritten wird,
so konnen durch Storstellen die iiberschiissigen Elektronen abgefangen werden, so-
dass effektiv wieder f = 1 vorliegt. Bei Unterschreiten von f = 1 werden Locher
immobilisiert.

Die Erkldrung der Plateaus bei gewissen rationalen Werten von f (fraktioneller
Hall-Effekt) ist wesentlich schwieriger und Gegenstand aktueller Forschung.
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6.7 Das ideale Bosegas

6.7.1 Der thermodynamische Limes fiir Bosonen

In Abschnitt 6.3 haben wir gesehen, dass fiir Bosonen in den Ausdriicken

InZg = —Zln (1—26_66i>

1

N = B
i Z_leﬂei -1

€
E = S E—
4 Zileﬂei -1

fir g = 0 und z — 1 die Ersetzung (fir V — o00) der Summation durch eine
Impulsintegration problematisch ist. Diesem Problem werden wir nun nachgehen.

Zunéchst ist unwesentlich, ob der Grundzustand €y bei ¢y = 0 liegt oder nicht.
Eine Verschiebung des Energienullpunktes ¢; — ¢; + o bewirkt dieselbe Verschie-
bung des chemischen Potentials 1 — p + «, also z — ze®/*T . ¢; — ju ist immer un-
abhingig vom Energienullpunkt. Wir verlieren also nichts an Allgemeinheit, wenn
wir €9 = 0 fiir den Einteilchengrundzustand annehmen. Die Ersetzung der Summa-
tion durch eine Integration tiber den Impuls ist gerechtfertigt, wenn sich mit V' — oo
eine stetige Verteilung der Einteilchenzustéinde pro Impulsintervall einstellt. Hier-
zu ist notwendig, dass fiir jedes Energieniveau ¢; die mittlere Besetzungszahl pro
Volumen 7;/V fir V.— oo gegen Null strebt. Wir diskutieren das fiir das erste

. h? 2m
angeregte Niveau ¢ = — (—

o T )2. Fiir alle hgheren Niveaus verliuft die Rechnung

ebenso. Offenbar ist

meo_ 1L 1L} 11 2
v o < = ——m— (1+0(1/L
V Ld Z—leﬁel _ 1 - eﬂﬁl 71 L3 ﬂ%(%)Q ( ( / ))
1
~ Z — 0 fir L = V1/3 - 00,

und zwar gleichméBig in L. Im thermodynamischen Limes N,V — oo, N/V fest, ist
also die Ersetzung der Summation durch eine Impulsintegration fiir alle angeregten
Niveaus gerechtfertigt. Fiir g = 0 hingegen ist

no 1 =z

|4 V1i-=z

(6.7.1)

Fiir festes z ist zwar nig/V — 0 fiir V — oo, es kann aber geschehen, dass im
thermodynamischen Limes mit V' — oo zugleich z — 1 geht. Dann liefert der
Grundzustand ¢ fiir sich einen Beitrag, der dem aller anderen Niveaus zusammen
vergleichbar sein kann.
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6.7.2 Zustandsgleichungen des idealen Bosegases —
Bose—Einstein—-Kondensation

Wir sind also genétigt, den Beitrag des Grundzustandes zu isolieren und zu schrei-
ben

p 1 1 4 /°° 5 —Be(p)
Lo = ——n(1-2) — =& 1—
T VanG v n(l—z) A dp p®In ze

ﬁ — l “ + 41/00(1 2 1

vV o Vi-z r3 Jo PP L—1a0€(p) _ 4

Zu dem Ausdruck fiir F liefert ¢y = 0 keinen Beitrag. Wegen des Faktors p? im
Integranden ist auflerdem die Fortsetzung der p—Integration bis p = 0 unbedenklich.
Mit den Funktionen

oo Zn
haja(2) = —faa(—2) = ZW
n=1
o prg
und h5/2(2) = —f5/2(—2) = ZW
n=1
(vergleiche (6.3.9), (6.3.11)) erhalten wir
p 1 1
N 1 1 =z 1
VoS oS vios Tt (67.)

Im Intervall 0 < z < 1 sind hs/2(2) und hg/a(2) = 2L hso(2) monoton steigend
und beschriankt mit

hs2(1) = ¢(5) = 1,342...  und  hgpe(1) = ((2) = 2,612...
Allerdings divergiert die Ableitung von hg s (z) fiir z — 1 h’3_/2(1) =hi(1) =
+00. Wir sehen zunéichst, dass fiir A* /v > hz/5(1) auf jeden Fall % = é : SRS
—z

sein, der Grundzustand also makroskopisch besetzt sein muss. Durch \%/v =
hg3/2(1) wird ein Gebiet grofier Dichten und niedriger Temperaturen im Zustands-
raum abgegrenzt, innerhalb dessen Kondensation in das niedrigste Energieniveau
stattfinden muss. Wir wollen dieses Gebiet mit K und sein Komplement mit K
bezeichnen.
Die Zustandsgleichung erhilt man nun, indem man
3 3

nach z auflést und das Ergebnis in den Ausdruck fiir p/(kT) einsetzt. Wir sind
hierbei an dem Limes V' — oo, N/V fest, interessiert. Das Ergebnis der Auflésung
lasst sich graphisch bestimmen (siehe Abb. 6.7).
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h3(z)
2

\

\
<l=
-

|
N

—
xY

Abb. 6.7: A3 /v als Funktion der Fugazitit. Aufgetragen ist ebenfalls die Funktion
h3/2(z) und der Beitrag des Grundzustands z/(V (1 — z)). Man erkennt, dass fiir
A3 /v > ((3/2) der Grundzustand makroskopisch besetzt sein muss.

Wir erhalten fir V — oo

N
1 in K _ N
m (genauer z 1 T N s — oo)
T (6.7.4)
1A% A3
hajp(37) i TK dh T = hya(z) in TK

Fiir 7ig/V bedeutet das
1 1

_ - — 7}],3/2(1) in K
o v A3
v = (6.7.5)
0 in 'K
oder
v v T
- - 1— —hgpn(l) =1—— =1—(=)*? inK
@ _ U@ _ )\3 3/2() Ve (T(/) m (676)
N 14 o
0 in K

Hierbei ist ve = A3/hg/2(1) = ve(T) das Volumen, bei dem bei gegebener Tempe-
ratur Kondensation einsetzt, und T, die Temperatur, bei der fiir vorgegebenes v
die Kondensation beginnt.

In K gilt v =v.(N —7ig)/N, d.h. V=0N = v.(N — 7ig). Wenn wir annehmen,
dass in K ein Gemisch einer normalen und einer kondensierten Phase vorliegt, so
hat die kondensierte Phase verschwindendes spezifisches Volumen. Wir kénnen nun
leicht die tibrigen thermodynamischen Grofien des idealen Bosegases angeben.
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Druck:
Fir k‘% erhalten wir im Limes V — oo

1 .
Fh5/2(1) in K

2= A o (6.7.7)
th)/g(z) in K
In " K ist das offensichtlich, in K folgt es aus 1z T < oo (d.h L x 1= z)
’ & Vi-z V VT

und lim, ~ (1 — z)In(1 — z) = 0.

Der Druck in K wird ausschliefSlich von dem nichtkondensierten Teil der Boso-
nen erzeugt. Fiir die Teilchen im Grundzustand &dndert sich die Energie bei Volu-
menédnderung nicht, sie iiben somit keinen Druck aus.

Energie:
3 v
E B 3 - §kTﬁh5/2(1)
= = —pv = (6.7.8)
N 2 3 v

Im Gebiet K ist somit £ = E(V,T), d.h. die Energie hingt nicht von der Teilchen-
zahl ab. Eine Erhshung der Teilchzahl (bei gleichbleibenden anderen Bedingungen)
fiillt nur den Grundzustand weiter an.

Die Energie pro Volumen kann somit in K nur eine Funktion der Tempe-
ratur sein (E/V = f(T)). Zusammen mit E/V = (3/2)p lidsst sich die Form
f(T) o T%/? aus rein thermodynamischen Uberlegungen ableiten (siche den fol-
genden Abschnitt, wo eine entsprechende Uberlegung fiir Photonen zum Stefan—
Boltzmann-Gesetz fiithrt (Seite 157).

o [0

kT Inz
Das chemische Potential in K verschwindet: Es kostet keine Energie, dem System
Teilchen zuzufiigen, die ohnehin nur den Grundzustand anfiillen.

Chemisches Potential:

Entropie
5w
i _ E+pV —uN . QFhs/Q(l) (679)
Nk NkT o 50 o
iﬁhs/g(z) —Inz

Freie Energie:
Die freie Energie ldsst sich direkt nach F' = E — T'S berechnen, oder aber auch
aus der groffkanonischen Zustandssumme:

OF=—-InZg+Nlnz=—pV/kT 4+ Nlnz
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Damit folgt:

v
7 *§h5/2(1)
Inz— Fh5/2(2’)
Spezifische Wirme
15 v
o 7 o8 hs2(1)
v
— = 6.7.11
Ve By - 20 s o
4 \3'0/2 AN hy j5(2)
CfV“
ET
3L Te—
2
NTS/Z
7 T

Abb. 6.8: Spezifische Warme fiir das ideale Bosegas.

Zur Berechnung von Cy im Bereich "K haben wir auch die Temperatu-
rabhéngigkeit (bei festgehaltenem Volumen) von z zu beriicksichtigen:

Cy 1 (0F 53w 3_w 1 /0z
Nk~ Nk (aT)V = gaaae2) T 5T5ghs(2)7 <8T>V

1

v

Aus )
= th/z(Z) (11’1 _\K)

folgt durch Differentiation nach T bei festem v:

31 1 0z
Anmerkungen:

1. Samtliche erhaltenen Ausdriicke sind am Rand von K stetig. (Fiir die spezi-

fische Warme folgt dies daraus, dass hy/2(2) 3l oo, withrend hg/5(2) endlich
bleibt.)
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2. Der Grenzfall des klassischen idealen Gases gehort in 7K. Es ist dann z < 1
also hs/o(z) = z und z = X3 /v. Somit ergibt sich

pv E 3
kr 7 N 27

wie zu erwarten. Die néchste Korrektur in z haben wir in Abschnitt 6.3
berechnet (Gl. 6.3.13).

3. Fir T — 0 kommt man in das Gebiet K. Man findet:

% ~ (KT)*%2 | Cy ~ (KT)** | 8 ~ (KT)%% . (6.7.12)

Fiir T — 0 verschwinden diese GréBen in Ubereinstimmung mit dem drit-
ten Hauptsatz. Man vergleiche die spezifische Wérme als Funktion der Tem-
peratur mit dem entsprechenden Resultat fiir Fermionen (Gl. (6.4.11) und
(6.4.15)), dort galt Cy ~ KT

Wir wollen schlieflich die Kondensation im Niveau ¢y = 0 als Phaseniibergang,
die sogenannte Bose—Finstein—Kondensation, diskutieren. Aus der Gleichgewichts-
bedingung fiir die Koexistenz der Phasen 1 und 2 (Gl. (2.10.12)

w(p,T) = p*(p,T)

ergibt sich die Dampfdruckkurve p = p(T). Sie gibt fiir die Temperatur T' den Druck
an, bei dem die beiden Phasen zusammen existieren. Ein Phaseniibergang heif3t
Phaseniibergang erster Ordnung oder diskontinuierlicher Phaseniibergang, wenn die
ersten Ableitungen von p', 4?2 nach p und T verschieden sind, andernfalls heifit der
Phaseniibergang kontinuierlich.

Fiir die Dampfdruckkurve gilt bei einem Phaseniibergang erster Ordnung die
Clausius—Clapeyronsche Gleichung (vgl. 2.10.17):

5, - 225 1

dTr op)p \OT ol =02  Tol =02

wobei @ die latente Wérme ist.

Ein kontinuierlicher Phaseniibergang hat Q = 0. Ein Phaseniibergang erster
Ordnung hat oft einen kritischen Punkt 7., an dem er zu einem kontinuierlichen
Phaseniibergang iibergeht und jenseits dessen er verschwindet. Wir werden zeigen,
dass es hier einen solchen kritischen Punkt nicht gibt.

Die Gleichung p'(p,T) = p?(p,T) kann man auch so deuten, dass es fiir ein
System auch bei Koexistenz von zwei Phasen ein gemeinsames chemisches Poten-
tial gibt. Die Unstetigkeiten der Ableitungen ergeben dann die Differenzen der
spezifischen Volumina und Entropien der beiden Phasen.
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Wir wollen nun die Spriinge der Ableitungen von p am Rande des Kondensati-
onsgebietes fiir die Bose-Einstein—Kondensation berechnen:

L= op\ _ (9w} _
InK: p=0, also <8T>p = (3p)T =0

- o o
In"K: p=lnz, () = —5 , <>
orT » op )+

Im Gebiet 7K liegt sicher nur eine Phase 1, die nicht—kondensierte Phase vor. Also
erhalten wir

31—32251287 $2=0 ; vl—v2:vlzv, v =0
und d 5k
p _ S _ 3/2
— = = = ——h 1) ~ T . 7.1
dT U lauf 0K 23 5/2(1) (6.7.13)

Dieselbe Dampfdruckkurve folgt natiirlich auch direkt aus

1
= sghse(l) (auf OK)
Die latente Warme ist
Q 5 ve(T) 5. hsa(l)
N =T = ST hee(l) = SRR (6.7.14)

Es gibt somit keinen kritischen Punkt, der einem Phaseniibergang hcherer Ordnung
entspricht (bei T = 0 liegt kein Phaseniibergang vor). Die Grenze des Kondensa-
tionsbereiches \3/v = h3/2(1), d.h. T3/2y = const., hat in der p-v-Ebene wegen
p ~ T5/2 die Gestalt pv®/3 = const.. Qualitativ sind die Isothermen in Abb. 6.9
angegeben.

v
Abb. 6.9: Isothermen fiir ein ideales Bosegas.
Der bekannte A-Ubergang von “He in den suprafluiden Zustand wird oft als

Bose-Einstein—Kondensation gedeutet, die durch die Wechselwirkung der *He-
Atome modifiziert ist.
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Fiir diese Deutung sprechen folgende Tatsachen:

e Der bosonische Charakter von “He ist entscheidend, das fermionische Isotop
3He zeigt bei vergleichbaren Temperaturen keinen A\-Ubergang.

e Fiir ein ideales Bosegas erhélt man mit m = map, unter Normalbedingungen
fiir die kritische Temperatur den Wert ¢ ~ 3,14 K, d.h. dieselbe Groflenord-
nung wie die gemessene Ubergangstemperatur T = 2, 18 K.

Andererseits gibt es auch wichtige Unterschiede zwischen Bose—Einstein—Konden-
sation und A-Ubergang.

e Der AUbergang ist ein kontinuierlicher Phaseniibergang ohne latente
Wérme.

e Die spezifische Wiirme von *He hat bei T' = T) eine logarithmische Singula-
ritat

e Fiir T'— 0 verhilt sich die spezifische Warme von *He wie Cy ~ T® (Pho-
nonengas), wihrend ein ideales Bosegas Cy ~ T°/2 hat.

Die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen sind also fiir die quantitativen Ei-
genschaften des Phaseniibergangs wichtig. Dies zeigt sich auch daran, dass 3He
ebenfalls einen Phaseniibergang besitzt, allerdings bei sehr viel kleineren Tempera-
turen T ~ 1072 K. Aufgrund der Wechselwirkungen zwischen den Teilchen bilden
sich gebundene Zustéinde von Fermionen. Diese sind Bosonen und kénnen kon-
densieren. Ein phénomenologisches Modell des Phaseniibergangs in *He wird in
Abschnitt 6.10 beschrieben.

6.8 Das Plancksche Strahlungsgesetz

Das elektromagnetische Feld ist ein System mit unendlich—vielen Freiheitsgraden.
Seine Anregungen sind in der Beschreibung der klassischen Physik Wellenfelder, die
sich in ebene Wellen eiZ(Wt ~ k) mit k = w/c zerlegen lassen. In der Quanten-
theorie werden die Anregungen durch Photonen beschrieben; das sind Teilchen mit
Impuls p = Ak und Energie € = hiw = pc. Photonen haben somit keine Ruhemasse
und bewegen sich stets mit Lichtgeschwindigkeit. Die Anregung des elektromagneti-
schen Feldes kann man direkt beobachten, indem man einen evakuierten Hohlraum
vom Volumen V erhitzt und die spektrale Verteilung der thermischen schwarzen
Strahlung registriert. Die thermodynamische Beschreibung der Anregungen ist die
eines Gases freier Photonen. Es gibt keinen Erhaltungssatz fiir die Zahl der Pho-
tonen, daher besteht auch kein Grund, ein chemisches Potential p einzufiihren; in
allen Formeln aus den Abschnitten 6.2 und 6.3 ist z = 1 zu setzen. Die Zustands-
summe ist dann die kanonische Zustandssumme. Man kann auch sagen, dass sich
die Teilchenzahl N so einstellt, dass die freie Energie minimal wird, was wieder auf
OF/ON = u = 0 fiihrt.
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Fiir ein vollig isoliertes Photonengas ohne Anwesenheit von geladener Mate-
rie gilt zwar im Sinne der QED eine Photonenzahlerhaltung, allerdings kénnen
Photonen von geladenen Teilchen absorbiert bzw. emittiert werden, was zu einer
Erzeugung bzw. Vernichtung von Photonen fiihrt. Somit besteht immer eine Wech-
selwirkung mit den Wanden des Systems (in Wénden aus neutralen Teilchen konnte
man ein Photonengas nicht festhalten). Man kann also das Verschwinden des che-
mischen Potentials auch so auffassen, dass ein Photonengas immer im thermischen
Gleichgewicht mit den Wanden seiner Berandung ist, und sich bei Vorgabe von V'
und T die Teilchenzahl entsprechend diesem Gleichgewicht einstellt.

Photonen mit p = 0 gibt es nicht (in einem endlichen System ist immer p >
h/L), es tritt also keine Bose-Einstein—Kondensation auf. Fiir Gesamtenergie und
Teilchenzahl finden wir (Photonen haben als masselose Teilchen mit Spin 1 zwei
Spineinstellungen.)

N _ 8 /Ood 2 1
vV o 3 0 PP eﬂcp -1
8 /°° , 1 2 ,
= — dw w*—— = C(3)(kT) (6.8.1)
(2me)? J, eZ—T . 72 (hc)3

E 8 /Oo T’ 2 4 "
2= T - (kT)* =: oT (6.8.2)
1% (2me)? Jo e% . 15(he)3

Stefan—Boltzmann—Gesetz .

o heifit Stefan—Konstante. Ferner gilt

1FE S E+pV 4 F do 4

_1F d 2 = -— = -Zy7® . (683

=3y . k KT 3KT 3k (6.8.3)

Da bei Vorgabe der Temperatur T' und des Volumens V der Zustand bestimmt

ist, kénnen intensive Zustandsgrofien nur Funktionen von T' sein. Das erlaubt im

allgemeinen ihre Bestimmung aus rein thermodynamischen Uberlegungen. So ergibt
sich das Stefan-Boltzmann—Gesetz fiir E/V sofort aus den Zustandsgleichungen

E(TV) = VI(T) , pV = %E

und der Maxwellschen Relation (2.7.4)

9EN - _ p (0 _
o), ~ “\er), F
Setzen wir E =V f(T) ein, so folgt:

L

=T =  f(T) < T*

4f(T)

Fiir eine Zustandsgleichung pV = (3/2)E fiihrt die gleiche Uberlegung zu f(T) o
T5/2 (Bosegas in der kondensierten Phase).
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Die mittlere Besetzungszahl fiir ein gegebenes Niveau zur Frequenz w ist

1
Tiw
ekl — 1

nw) =

Hieraus, bzw. auch direkt aus (6.8.2), ergibt sich sofort fiir den Anteil des Fre-
quenzintervalls um w zur Energie pro Volumen (vgl. Abb. 6.10) das Plancksche
Strahlungsgesetz:

1 dFE h w3
e —1
u(T,w)p
W @

Abb. 6.10: Plancksches Strahlungsgesetz: Energiedichte als Funktion der Frequenz
in einem Photonengas.

Die Strahlungsstromdichte ist |j | = uc. Das Maximum von u(w,T') liegt bei
hw, = 2,82kT Wiensches Verschiebungsgesetz . (6.8.5)

(Aus der Stefan—Konstante lisst sich k% /A3, aus dem Wienschen Verschiebungs-
gesetz k/h bestimmen, aus beiden zusammen also k und & getrennt. Somit erhélt
man aus der Gaskonstanten R = kL die Loschmidt—Zahl auf rein makroskopische
Weise.)

Als Grenzfille des Planckschen Strahlungsgesetzes fiir sehr hohe und sehr tiefe
Temperaturen findet man jeweils:

1. hw > kT
h® — i ,
u(T,w) = — Wiensches Strahlungsgesetz (6.8.6)
m2c
2. hw < kT
2
u(T,w) = Y kT Rayleight—-Jeanssches Strahlungsgesetz . (6.8.7)
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Dieser Grenzfall enthélt das Plancksche Wirkungsquantum A nicht mehr, es
lasst sich durch eine einfache Dimensionsbetrachtung herleiten:

In der Tat ergibt es sich aus einer rein klassischen Uberlegung aus dem Gleich-
verteilungssatz u = nkT, wobei n/2 die Zahl der transversalen stehenden
Wellenmoden pro Frequenzintervall ist:

(2mc)3 YT e

Das Rayleigh—Jeanssche Gesetz ergibt einen unendlichen Wert fiir die Gesamtener-
gie des Strahlungsfeldes, da fiir grofle Frequenzen, d.h. kleine Wellenldngen, die
Beitrige zur Energie anwachsen (Ultraviolettkatastrophe). Hier zeigt sich erneut
das Versagen der klassischen statistischen Mechanik fiir Systeme mit unendlich
vielen Freiheitsgraden.

6.9 Phononen und spezifische Wirme von
Festkorpern

Die Anregungen eines kristallinen Festkorpers mit N Atomen sind in linearer Néhe-
rung harmonische Schwingungen der Atome um ihre Gleichgewichtslagen. Nach
Einfiihrung von Normalkoordinaten ergeben sich 3N unabhéngige Normalschwin-
gungen mit Frequenzen w;(i = 1,...,3N). Das System ist also dquivalent zu 3N
harmonischen Oszillatoren mit den Schwingungsfrequenzen {w;}. Im Quantenfall
ist die kanonische Zustandssumme somit gegeben durch

3N

InZ = 7l<:£T = Z{ﬁzw"+ln<1e_ﬂh‘“i>}

i=1

Indem man fiir die Frequenzen w; eine Verteilungsfunktion g(w) einfiihrt, erhilt

nZ = /Uoodwg(w){m;erln(le_ﬁhw)} (6.9.1)

o0 hw hw
o 2, Bhw
% _ o /0 dw g(w) € (6.9.3)

(1)
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6.9.1 Ansitze fiir die Verteilungsfunktion g(w) in
Festkorpern

Fiir die Bestimmung von g(w) ist man im allgemeinen auf Vereinfachungen ange-
wiesen. Zwei Ansétze sollen im folgenden kurz besprochen werden:

1. Einsteinscher Ansatz:

Es gibt nur eine mittlere Frequenz wg: g(w) = 3N§(w — wg). Dann ist

hw hw
E = 3N{ —2 4 2 7 (6.9.4)
2 hwE
et —1
somit

Cv " .
- 3N fir T — oo (Gesetz von Dulong—Petit)
Cy _hw
- ¢ KT fiir T — 0 (Beobachtet wird Cy ~ T3) .

2. Debyescher Ansatz:

Die wichtigsten Anregungsmoden sind Schallwellen. Die kleinsten auftreten-
den Wellenldngen sind von der Groflenordnung der Gitterkonstante, es gibt
insgesamt 3N Moden. Diese Annahme fithrt auf

g(w) = 3%&9@@—@ , (6.9.5)

(es gibt 3 Polarisationsrichtungen), wobei ¢ die (mittlere) Schallgeschwindig-
keit ist, und die Abschneidefrequenz wp durch
e A7V
3N = d = —uw}
| awat) = G

bestimmt wird. Damit ist
IN

9w) = S w?b(wp —w) (6.9.6)
“p
und
9N [“P hw?
E = Bo+ 2 [ dw (6.9.7)
hwp
9N(kT)4/kT o (th)
= Bo+ o da — E, + 3NkT D[ 2
’ (hwp)?  Jo e’ —1 0 kT
mit

3 T 13
D(z) = —/ dz’ glc
0

3
z e’ —1

Die Grenzfille fiir grole und kleine Temperaturen sind:
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(a) kT < hwp, d.h. z > 1:

D(z) ~ %zf?’
_ 3 4y (KT)
E = Ey+ 7 N(ﬁwD)3 (6.9.8)
Cvy 12 4 (k‘T)S
— = —7a°N -J.
A 27 (hwp)? (6.9.9)

Der beobachtete Verlauf von Cy fiir T' — 0 wird richtig wiedergegeben.
(b) kT > hwp, d.h. z < 1

D(x) ~ 1

x)
E = FEy+3NkT , Cy = 3Nk . (6.9.10)

Man beachte, dass das Verhalten der spezifischen Wérme fiir sehr kleine bzw. sehr
grofle Temperaturen nur von sehr allgemeinen qualitativen Eigenschaften der Ver-
teilungsfunktion abhéngt:

1. Fiir sehr kleine Temperaturen ist Cy durch das Verhalten der Verteilungs-
funktion fiir kleine Frequenzen bestimmt. Man kann zwei Fille unterscheiden:

(8) gw) ~ WP fiir (w—0),
in diesem Fall gilt

Cy ~ (kT)P*! (T — 0)

(b) g(w) verschwindet unterhalb einer minimalen Frequenz wg > 0 (es be-
schreibt eine ,, Massenliicke“), dann folgt

—Bhwo

Cy ~ e (kT < hwo)

2. Das Verhalten fiir sehr hohe Temperaturen wird dadurch bestimmt, dass
man fiir die Schwingungsfrequenzen in einem Festkorper immer eine obere
Schranke wp annehmen kann, womit das Gesetz von Dulong—Petit folgt:

Cy ~ 3Nk (kT > hwp)

6.9.2 Berechnung von g(w) fiir Kristalle

Abschlieflend betrachten wir die Dynamik der Gitterschwingungen genauer und
zeigen zumindest den Weg, der aus der Kenntnis der mikroskopischen Struktur des
Kristalls zur Bestimmung von g(w) fiihrt.

Das Gitter besteht aus einer periodischen Anordnung von Elementarzellen, de-
ren Mittelpunkte durch die Ortsvektoren

Tn = N1@1 + Neaz + nsas (n = (n1,n2,n3))
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gekennzeichnet werden. a; sind die elementaren Gitterperiodenvektoren. Wir
fithren eine dazu duale Basis by, ba, b3 ein, mit a; - b; = d;;. Es ist
as X as

bp = ———MM—
! det (a1, a9, as)

Die Vektoren b; heiflen duale Gittervektoren. Wir werden sie spéter zur Kennzeich-
nung der Wellenvektoren benétigen.

In jeder Elementarzelle sollen sich B Atome befinden. Die Auslenkungen der
Atome in der Zelle um 7, aus der Gleichgewichtslage sei dann durch die Vekto-
ren §,, ;, i = (1,..., B) beschrieben. Wir werden im folgenden die Indizes zu den
Komponenten, wie auch die Indizes i zur Numerierung der Atome in einer Ele-
mentarzelle unterdriicken, und die Auslenkungen durch einen 3 B—komponentigen
Vektor &, kennzeichnen. Die Lagrangefunktion der Gitterschwingungen lautet

le—: . 1
L = 521;571]\4"5” — 52 b

o'
Hierbei sind M,, und K, - symmetrische 3B x 3B-Matrizen. Auflerdem ist
M, = diag (my,mi,my,...,mp,mp,mg) ,
unabhéngig von n, und
Knonn = Kpn = Kn_nw = Kp_py

Die Bewegungsgleichung

l6sen wir durch den Ansatz
ent) = & Mu(t) () = (1, K2, ), 1 € R)
und erhalten:
Mi,, + K(K)ve = 0 mit K(k) = ZKne_m.n

Dies ist nur noch eine Schwingungsgleichung fiir 3B-Komponenten, die Eigenfre-

quenzen w2 (k) (o =1,...,3B) ergeben sich aus

det (Mw? — K(k)) = 0 .
Die allgemeinste Schwingung ist eine Uberlagerung von Wellen der Form

Enalt) = Au of eilwa(n)t
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Offenbar ist
3 3
K-n = (Zﬁlzlh) . anaj =: kZ'T‘n
i=1 j=1

In der Quantentheorie ist hk der Impuls einer Elementaranregung mit der Anre-
gungsenergie fiw, (k). Diesen Anregungen kann man als Teilchen, sogenannte Pho-
nonen, interpretieren. Hier wird die schon erwiahnte Analogie zur zweiten Quantisie-
rung deutlich: Die Besetzungszahl zur Frequenz w(k) gibt die Anzahl der Phononen
mit dieser Energie (bzw. diesem Impuls) an.

k ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von reziproken Gittervektoren bestimmt.
Die Funktionen w, (k) heifilen Dispersionsfunktionen. Sie bestimmen den Zusam-
menhang zwischen Impuls und Energie der Phononen. Der im vorherigen Abschnitt

erwithnte Begriff der ,,Massenliicke* bedeutet, dass eine Mindestenergie (Ruheener-

gie) notwendig ist, um Teilchen anzuregen, falls w(k) P9 w(0) # 0.

Es gibt 3B ,,Zweige“ von Phononen mit verschiedenen Dispersionsgesetzen. We-
gen der Translationsinvarianz von L gibt es drei Eigenmoden zur Frequenz w = 0,
fiir welche &,, unabhéngig von n ist (also k = 0). Dazu gibt es drei sogenannte aku-
stische Zweige wy (k), ws(k),ws (k) fir welche limg_owqo (k) =0 (o = 1,2, 3). Diese
entsprechen somit , masselosen“ Teilchen. In der Debyeschen Néherung werden nur
die drei akustischen Zweige bei der Berechnung der Zustandssumme beriicksichtigt.

Die Gruppengeschwindigkeit eines Wellenpaketes vom Typ « ist

Owa
ok

v =

Im allgemeinen sind v und k nicht parallel.

Aus der Kenntnis der Frequenzmoden w, (k) berechnet sich die spektrale Ver-
teilungsfunktion g(w) nach dem schon in fritheren Kapiteln benutzen Verfahren:
Man definiert n(w) als die Anzahl der Frequenzmoden w’ mit w’ < w, und erhélt
daraus g(w) = On(w)/0w. Dies ist zunichst eine Distribution, aber fiir geniigend
grofle Kristallgitter wird das Spektrum so dicht, dass sich g(w) mit geniigender
Genauigkeit durch eine stetige Funktion approximieren lisst.

6.10 Suprafluides *He

Wir wollen in diesem Abschnitt ein phianomenologisches Modell des Phaseniiber-
gangs in *He beschreiben. Dies ist gleichzeitig ein Beispiel fiir eine effektive Theorie
von Quasiteilchen, die fiir sehr tiefe Temperaturen das Verhalten eines Systems be-
stimmen. Der kontinuierliche Ubergang erfolgt von der fliissigen Phase He; in eine
superfliissige (suprafluide) Phase Hejy, die sich unter anderen durch verschwindend
kleine Viskositiit auszeichnet. Die spezifische Wiirme hat bei der Ubergangstempe-
ratur eine logarithmische Singularitit. Mit dem Ubergang ist keine latente Wirme
verbunden.

Viele Eigenschaften des suprafluiden He;; werden durch das einfache phéno-
menologische Zweifliissigkeitsmodell von Tisza beschrieben: Heyy ist eine Mischung
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von zwei Komponenten, ndmlich einer normalen Fliissigkeit und eines supraflui-
den Kondensates, das sich gegeniiber der normalen Komponente und gegeniiber
den GefiBwinden reibungsfrei bewegen kann. Die kondensierte Komponente hat
verschwindende Entropie. Erklart werden mit diesem Modell unter anderem

e der mechanokalorische Effekt: Beim Ausstromen von Fliissigkeit aus einem
Geféfl durch eine sehr diinne Kapillare erhoht sich die Temperatur im Gefas,
da nur Kondensat abflief3t;

e der Springbrunneneffekt als Umkehrung dazu: Ein Temperaturunterschied in-
duziert einen Fluss, der einen Druckgradienten erzeugt (thermomechanischer
Effekt). Erhitzt man eine diinne Kapillare am Ausgang eines Behélters mit
suprafluidem “He, so kann man einen Springbrunnen von fliissigem Helium
beobachten;

e das Phinomen des zweiten Schalles: Aufler normalen Schallwellen gibt es
noch eine zweite Schwingungsform, bei der die normale und die kondensierte
Phase gegeneinander schwingen.

Der Anteil des Kondensates wiichst von ps/p = 0 bis pg/p = 1, wenn T von T
nach T' = 0 abgesenkt wird. Das Verhiiltnis pg/p kann nach Andronikaschwili direkt
gemessen werden, indem man die Temperaturabhéngigkeit des Tragheitsmomentes
eines Biindels paralleler Scheiben, die im Hej; rotieren, beobachtet. Es ergibt sich

. pj N (T)SG
p Ty

Es wire aber unangemessen, die Aufteilung von Hey; in zwei Komponenten in der
Weise wortlich zu nehmen, dass man glaubte, einzelne He—Atome einer der beiden
Komponenten zuordnen zu kénnen.

In der Nédhe des absoluten Nullpunktes gilt folgende mikroskopische Beschrei-
bung: Es ist iiberwiegend Kondensat vorhanden. Die Anregungen des Kondensates
werden durch bosonische Quasiteilchen beschrieben. Die normalfliissige Komponen-
te ist mit dem Quasiteilchengas zu identifizieren (also nicht mit einem Anteil der
He-Atome). Die Dispersionsfunktion €(p) der Quasiteilchen hat nach Messungen
und theoretischen Uberlegungen etwa folgende Gestalt (vgl. Abb. 6.11):

6.10.1
A+ (p=p0)® im ,,Rotonengebiet* ( )

2m*

cp im ,,Phononengebiet“
e(p) =

Die physikalischen Werte der Parameter sind:

oA~
0.3

226 m/s po/h
IK > T m* /maye

Cc

AJk

~ ~
~ ~
~ ~
~ ~

Bei Temperaturen T < T) sind im wesentlichen nur Zustdnde im Phononen-
gebiet und im Rotonengebiet besetzt, sodass man néherungsweise Phononen und
Rotonen als zwei verschiedene Sorten von Quasiteilchen behandeln kann.
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Photonen Rotonen p
Abb. 6.11: Dispersionsfunktion ¢(p) in suprafluidem “He.

Wir geben nun ein Argument, das von Landau stammt, dafiir, dass die Disper-
sionskurve €(p) zu Suprafluiditét fiihrt.

Es strome Hey; mit der Geschwindigkeit v in einem Gefafl. Reibung der konden-
sierten Komponente kann sich nur darin duflern, dass im Kondensat durch Wechsel-
wirkung mit den Wanden Quasiteilchen erzeugt werden. Erzeugung durch Zerfall
von Quasiteilchen ist wegen deren Stabilitdt unmdoglich.

Wir betrachten die Erscheinung zunéchst in einem System, in dem das Konden-
sat ruht und die Wénde sich mit der Geschwindigkeit —v bewegen. Im Kondensat
befinde sich ein Quasiteilchen mit dem Impuls p. Dann ist p der Gesamtimpuls der
Fliissigkeit und e(p) die Anregungsenergie durch Erzeugung des Quasiteilchens:
E = Ey+¢€(p). Durch Galileitransformation in das System, in dem die GeféBwinde
ruhen, erhélt man hieraus

M M
E’:E—f—p-v—i-?vz:Eo—&—?vQ—l—e(p)—i—p-U.
Hierbei ist M die Gesamtmasse der Fliissigkeit, %UQ ihre kinetische Energie.
Im neuen Bezugssystem ist also die Anregungsenergie

/

€ =¢€lp) +pv.
Bei einem Reibungseffekt muss € < 0 sein, also

e(p) < pv , dh v>€(pfp).

Bei der angegebenen Dispersionskurve gibt es eine untere Schranke <r) > v,

sodass fiir v < vp, keine Reibung durch Erzeugung von Quasiteilchen moglich ist.
Mittlere Teilchenzahl, Energie und spezifische Warme des Quasiteilchengases

lassen sich leicht berechnen. Fiir die Phononen kénnen wir die Rechnungen aus 6.8

iibernehmen (Gl (6.8.1) und (6.8.2)), wobei ¢ diesmal die Schallgeschwindigkeit

ist:

2

b (KT)3 % = 30&8)3(@)4 . (6.10.2)
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CPhv 272
= T3 . .10.
kV 15(hc)3(k ) (6.10.3)

(Man beachte einen Faktor 1/2 relativ zu den entsprechenden Gleichungen fiir
Photonen, da die den Phononen entsprechenden Quasiteilchen keinen Spin tragen.)
Fiir die Rotonen erhalten wir fiir T' < T:

lnZrot = Nrot = 73

(p=po)?
1% /dgp o P+ A) _ dnVp§ —pA

h3 h2\ ’
und damit
Eiot = —ﬁanmt = (lsz + A) Nrot (6.10.4)
op 2
1 o 3 A AN
v = <4 + o5+ (kT> )Nmt : (6.10.5)

Fiir T — 0 dominiert der Phononenanteil von Cy und ergibt das beobachtete 73—
Verhalten. Die effektive Masse des Quasiteilchengases berechnet sich aus seinem
Gesamtimpuls. Es sei v die Driftgeschwindigkeit gegeniiber dem Kondensat. Das
ist der Impuls fiir v < ¢

P

Y pa(e(p)—p-v) = —Zp(p-v)%f

B 1 on B
= —3v Zp:p T = Mv = pVv

Hierbei haben wir die Rotationsinvarianz von €(p) ausgenutzt. Ersetzen wir wie-
derum die Summation durch eine Impulsintegration (vgl. (4.1.13)), so folgt fiir die
effektive Massendichte:

1 on
- d3 270
P 3h3 PP 5e

Damit erhalten wir fiir Phononen (e(p) = ¢p)

47 on 167 _ 4 E.p
Poh =~ 35 /d?’pp“a = e /dgpp?’n(p) = 372 o (6106)

und fiir Rotonen wegen 0n/de = —n/(kT') (es gilt im beobachteten Temperatur-
bereich Bose-Statistik)

ﬁNrot
3kT V
Die Ubergangstemperatur wird der Gréfenordnung nach reproduziert, wenn proq
mit der gesamten Dichte von Hej; iibereinstimmt.

(6.10.7)

Prot =
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6.11 Ideale Gase mit zusitzlichen inneren
Freiheitsgraden

Wir betrachten ein Gas aus Molekiilen, die nicht miteinander wechselwirken
kénnen, wohl aber hohere Anregungsstufen besitzen. Die Einteilchenenergie ist also

von der Form )

e(p,n) = % + wn)

wobei n zusétzliche Quantenzahlen andeutet. Wir haben gesehen, dass sich eine
Verschiebung des Energienullpunktes ohne jeden physikalischen Effekt durch eine
Umdefinition der Fugazitit beriicksichtigen lésst, so dass wir 0.B.d.A.

w(n) > w(0) = 0
annehmen diirfen. Die groflkanonische Zustandssumme

pV

2
V —B(EZ +w(n))
LA | _ v 3 2m
T = nzZg = :I:h3 d’p En 1n<1:|:ze

ist eine monoton ansteigende Funktion von z, ebenso wie N = Za% InZq.
Wir konzentrieren uns auf den Fall z <« 1, der, wie wir sofort sehen, dem
quasiklassischen Fall \®/v < 1 entspricht. Fiir z < 1 ist namlich

p2
Z —p(5, Twn

kT A3
mit
Zw = Ze_ﬂ“’(”) > 1 .

Also

1 AN A3

r= 5 < =

w V
Die thermische Zustandsgleichung

pV

2N

kT

ist somit in dieser Ndherung (lineare Ordnung in z) immer die ideale Gasgleichung,
unabhéngig von der Art der zusétzlichen Freiheitsgrade. Weiter gilt

0 3 2V 2V 0
E=—-2mzs = 2kr2tlzg, - 22 %7
ag ¢ 27N\ X3 03
_ 3wt - N2z, = 2Nkt E (6.11.1)
- 2 8ﬁ w - 2 w . . .

Die zusétzlichen Freiheitsgrade geben einen additiven Zusatzbeitrag zur Energie.
Nur die Translationsfreiheitsgrade sind fiir A* /v < 1 klassisch behandelt.
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Anwendung: Ideales Gas aus zweiatomigen Molekiilen

Als einfachstes Beispiel fiir innere Freiheitsgrade betrachten wir die Rotations—
und Vibrationsmoden bei zweiatomigen Molekiilen. Bei Vernachlissigung aller An-
harmonizitdten und jeglicher Kopplung zwischen Rotation und Vibration ist

hj(j +1)

wivj) = hov + 2L

(v,7=0,1,...) , (6.11.2)
wobei I das Trégheitsmoment des Atoms um seine Rotationsachse ist (fiir ein
klassisches System aus zwei Massen M;, My im Abstand R ist [ = %RQ.)

Die Zustandssumme Z,, faktorisiert somit in den Rotations— und den Vibra-
tionsanteil:

Zw = ZrZy
mit

_BR%i(+1)
Zp = > (2j+1e ¥

J

_JU+1)Or 72
= ) (2j+1e * (@R = M) (6.11.3)

J

(jedes Rotationsniveau ist (25 + 1)—fach entartet) und

—Bhwv 1 hw
T — = - =— . 114
' ;e 1—e Ov/T V=T (6.11.4)
Die Beitrage zur Energie fiir Vibrationen sind:
0 —@V/T) kOy
Ey = —In{l-e = — , 6.11.5
v ag“( S (6.11.5)

damit erhélt man fiir die spezifische Wirme das schon bekannte Verhalten:

Ov
Sy E
T fir T—0 , aB—TVNk fir T > Oy

0B, -
ar ~ ¢

Entsprechend folgt fiir Rotationen:

ER = — % In ZR
Fiir Molekiile aus zwei gleichen Atomen ist noch die Statistik der Bestandteile zu
berticksichtigen. Die Gesamtwellenfunktion muss fiir zwei identische fermionische
Anteile antisymmetrisch, fiir bosonische Anteile symmetrisch sein. Da die Wellen-
funktion zum Drehimpuls j eine Paritit (—1)7 hat, ergibt sich folgende Regel: Die
Summation erfolgt
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e iiber alle geraden Werte von j (,,Parafall®) fiir fermionische Atomkerne, wenn
die Spinwellenfunktion antisymmetrisch ist und fiir bosonische Atomkerne,
wenn die Spinwellenfunktion symmetrisch ist;

e iiber alle ungeraden Werte von j (,,Orthofall“) fiir Fermionen mit symmetri-
scher und fiir Bosonen mit antisymmetrischer Spinwellenfunktion.

Der Parafall liegt beispielsweise vor fiir Oy und fiir Hy mit S = 0 (Singulett,
Parawasserstoff). Der Orthofall ist fiir Hy mit S = 1 (Triplett, Orthowasserstoff)
gegeben. Fiir das Molekiil HD gibt es keine Einschrankung von j.

Wegen der Kleinheit der Spinwechselwirkung dauert es sehr lange, bis sich fiir
H, Singulett— und Triplettzustand ins Gleichgewicht setzen, sodass sich Wasser-
stoffgas wie eine Mischung aus zwei Gasen (Orthowasserstoff und Parawasserstoff)
mit verschiedenen spezifischen Wirmen verhélt.

Fiir T' > Op erhiilt man eine gute Ndherung, wenn man die Summation in Zg
durch eine Integration ersetzt:

1 _Ji(+1)®Or
Zr = M /dj (2j+1e 2T
i(7+1)©
_ [t /djdﬂe”z% S £ P
2 dj Or 2| 0 T

(Der Faktor [1] ist im Ortho- und Parafall hinzuzufiigen.) In allen Féllen ist

Er = —%IHZR = kT fir 7> Ogr . (6.11.7)
Wir finden somit den Gleichverteilungssatz wieder. Insbesondere haben wir damit
fiir den quantisierten Drehimpuls gezeigt, dass fiir geniigend hohe Temperaturen
zwei thermodynamische Freiheitsgrade zur spezifischen Wiarme beitragen. Klas-
sisch konnte dies durch die Bewegung auf einer Kugeloberfliche (zwei kinetische
Freiheitsgrade) gedeutet werden.

In nebenstehender Tabelle sind fiir die | Or(K) | Oy (K)
zweiatomigen Gase Wasserstoff, Deute- H, 85 5958
rium und Sauerstoff einige Werte fiir D5 43 4210
Og und Oy angefiihrt. Oy 2,1 2228

Im allgemeinen wird der Siedepunkt eines zweiatomigen Gases oberhalb von O
liegen, d.h. die Rotationsmoden sind im gasférmigen Zustand praktisch immer an-
geregt (Wasserstoff und Deuterium bilden eine Ausnahme: Ky, = 20,35K, Kp, =
23,65 K) Die Vibrationsfreiheitsgrade hingegen sind fiir die meisten zweiatomigen
Systeme, die sich unter Normalbedingungen wie ein ideales Gas verhalten, nicht
angeregt, woraus die allgemeine Regel (cy/k = 5/2 fiir zweiatomige Gase) folgt.
Erst bei Temperaturen, die oft von einer #hnlichen Gréflenordnung wie die Bin-
dungsenergien sind, tragen auch die Vibrationsmoden bei. (Fiir Wasserstoff ist die
Bindungsenergie Ey, = 4,74eV, mit der Entsprechung 1eV/kp ~ 11600 K).
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7 Naherungsverfahren

Nur in Ausnahmefillen sind Zustandssummen exakt berechenbar. Oft jedoch un-
terscheidet sich die physikalische Situation nur wenig von der eines Systems mit
auswertbarer Zustandssumme. Man versucht dann, die Abweichung vom auswert-
baren Fall durch einen kleinen Parameter a zu beschreiben und nach steigenden
Potenzen von « zu entwickeln. Wir geben einige Beispiele:

1. Storungsrechnung: H = Hy + AW, Entwicklung nach A

2. Quasiklassische Entwicklung: Entwicklungsparameter i (vgl. Abschnitt 5.4)
3. Hochtemperaturentwicklung: Tp /T

4. Tieftemperaturentwicklung: T/Ty (oft eiﬂ EO)

5. Entwicklung um den kritischen Punkt: (T' — T¢)/T,

6. 1/N-Entwicklung (N ist die Zahl der Komponenten eines geeigneten Feldes)
7. e-Entwicklung: ¢ = D — 3, D ist die Zahl der Raumdimensionen

8. Virialentwicklung: vy /v

Die sogenannte Molekularfeldniherung beschreibt die Wechselwirkung eines Teil-
chens mit allen iibrigen als die Energie in einem effektiven, dufleren, selbstkonsi-
stent zu bestimmenden mittleren Feld. Wir werden sie spéter behandeln. Leider
ist es schwer, die Molekularfeldndherung zum Ausgangspunkt einer systematischen
Entwicklung zu machen.

7.1 Storungstheorie

Fir H = Hy + AW berechnen wir die kanonische Zustandssumme durch Ent-
wicklung nach Potenzen von A\ bzw. W. Wir behandeln den klassischen und den
quantenmechanischen Fall getrennt.
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7.1.1 Klassische Storungstheorie

Fiir die kanonische Zustandssumme erhélt man direkt durch Entwicklung der Ex-
ponentialfunktion:

1 3N 3N -

_ 1 sn 3N, —BHy = (=BAW)"
- N!h3N/d ¢dpe 2_% al

B(Ho + AW)

o0 An .
= z© <1 + Zl “H{(=BW) >0> : (7.1.1)
Dabei ist Z(© die (auswertbare) Zustandssumme zur ,,ungestorten® Energie Hy:
/d3Nq a3V e*ﬂHo

und ()¢ kennzeichnet den Erwartungswert beziiglich dieses ungestorten Systems:

0 —
S VT

1 1 3N 13N —BH,

Bis zur zweiten Ordnung ist

)\252

nZ = mz® — gA(W), + 5

(W2)o = (W)3)
es folgt also z.B. fiir die freie Energie:

g

F o= F + AWy — 5

MN((AW)?) . (7.1.2)

7.1.2 Quantenmechanische Storungstheorie

Wiederum soll die kanonische Zustandssumme

Z = Sp e P
durch Entwicklung um das ungestorte, durch den Hamiltonoperator Hy definierte
System bestimmt werden. Die Berechnung von

_ BHo —B(Ho + \W)

G(B) (7.1.3)

erfolgt ganz analog zur quantenmechanischen Storungstheorie im Wechselwirkungs-
bild: G(0) erfiillt die Differentialgleichung:

iG(ﬂ) - )\eﬁHOWe_ﬁ(HO + )\W)

a8 = —AW(B)G(B) (7.1.4)
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mit
wg) = PHope o ) — W (7.1.5)

Wenn W mit Hy kommutiert, ist W () unabhiingig von 3. Allgemein ldsst sich
G(p) durch Tteration der zugehorigen Integralgleichung

B8
GB) = T - A /0 4@ W(3)G(A) (7.1.6)

zumindest als Reihenentwicklung nach Potenzen der Wechselwirkung berechnen.
Dazu ersetzen wir diese Integralgleichung durch eine Iterationsgleichung

B
Gt () = T — A / a5 W(B)Gu(B) |

die sukzessive mit der Anfangsbedingung Go = T eine Folge G, () liefert, die
formal zur gesuchten Losung (G = lim,, .o, G,,) konvergiert:

B8 B8 B8
GB) = T - A /0 a5 W) + N2 /0 ap /0 ag" W(E)W(E") +

B B Brn-1
+ (~1)mAn /0 4 /0 4By /0 B W(BIW (Ba) - W (Ba) + ...

Wir definieren das 8—geordnete Produkt T{-}, bei dem die Faktoren W (/3;) nach
abnehmenden Argumenten geordnet werden, z.B.

Te{W(B)W (B2)} = 0(Br — B2)W(B1)W (B2) + 0(B2 — Br)W (B2)W(B1)

bzw. allgemein:

ToAW(B) . W(B)} = D 0By 2. 2 8o )W (Bs,) ... W(Bs,) - (T.17)

gES,,

Die Summation lduft {iber alle Permutationen, die verallgemeinerte #—Funktion
ergibt aber nur einen Beitrag, wenn die Argumente {3;} der Gréfie nach geord-
net sind, im allgemeinen also nur fiir einen Term. Sollten mehrere 3;—Werte gleich
sein, so kommutieren die zugehérigen Operatoren W ((3;), das Produkt der Opera-
toren dndert sich also nicht, allerdings ist dies durch einen entsprechenden Normie-
rungsfaktor zu beriicksichtigen. Das —geordnete Produkt ist total symmetrisch als
Funktion von {3;}.

Mit Hilfe dieses geordneten Produkts vereinfacht sich der Ausdruck fiir die
gesuchte Losung zu

X 1\n B B
¢ = L ELw [as [as, mwa .. wis)

B
= Tp {exp—)\/o dg’ W(ﬂ')} . (7.1.8)
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Die obere Integrationsgrenze ist nun jeweils (3. Der Faktor n! trégt dieser
Uberziahlung Rechnung.

Wegen
sp e Tomyws) .. w(s.)}
_ gpe P poyray W) e
— spe o ws 4 a) .. W(By + )}

—O[H()

diirfen bei der Berechnung von Z alle Argumente von W (3;) um denselben Betrag
verschoben werden. Bis zur zweiten Ordnung in W ergibt sich so

7 = Spe_ﬁHO G(B)
B8
_ 70 _ ygpe PHo / a8’ w(g')
0

)\2
2

= 7O (1 - A </ﬁdﬂ’ W(O)>
0 0

2 16} B
+ A2</0 dﬁ’/o 4p" Tg{W(ﬁ’—ﬁ”)W(O)}>O + )

B
= 7O (1 - BAW)o + gAZ/O da (W(a)W(0))o + )

B B g
4 A gp e P / a9 / 8" Te{W (B)W(B")} + ...
0 0

und damit
A2 P
F = Fy + X(W)o — 5/ da (AW (a)AW(0))o + ... (7.1.9)
0

mit
AW(a) = W(a) = (W(a)o = W(a) = (W) .

Wenn W (a) nicht von « abhéingt, stimmt dies mit dem klassischen Ergebnis (7.1.2)
iiberein.

Die Vorteile der Stérungsrechnung sind oft mehr begrifflicher als praktischer
Art. Insbesondere erlauben sie ein allgemeines Verstindnis des Zusammenhangs
von Suszeptibilitdten und Fluktuationen. Dieser Zusammenhang soll kurz erldutert
werden.

Wir fiigen zum vollen Hamiltonoperator H = Hj eine kleine regelbare Storung
W =— ZZ x;A; mit hermiteschen Operatoren A; hinzu. Die Reaktion auf solche
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(physikalisch realisierbare) Storungen kann zur Messung gewisser Eigenschaften des
Systems verwendet werden. Dann ist offenbar

oF
= — (4 1.1
o Y (7.1.10)
und
o°F o(4) a(4,)
= — = — = — 7 71.11
3x18xj =0 axj =0 81‘7 =0 X ( )
mit der symmetrischen Suszeptibilitdtsmatrix
B
0

deren Zusammenhang mit Fluktuationen nun offenbar wird: Je gréfler die Fluktua-
tionen um die Gleichgewichtslage sind, umso empfindlicher (,suszeptibel®) reagiert
das System auf eine duflere Storung der entsprechenden Freiheitsgrade.

Xij ist eine nicht-negative Matrix. Anschaulich bedeutet dies, dass der Gleich-
gewichtszustand stabil ist. Zum Beweis zeigen wir:

B
Z%‘Ij)ﬁj = ﬁ/o da (AW (a)AW(0)) > 0 .

In der Tat ist
(AW()AW(0)) = (AW(5)AW(=3)) = (AW(3)AW(

wegen
W) = W(—)

Spezialfille des hier allgemein gefundenen Zusammenhangs, insbesondere fiir klassi-
sche Groflen A;, sind uns schon in 5.2 und in anderen fritheren Abschnitten begegnet
(vgl. Gl (5.1.4)).

7.1.3 Konvergenz der Storungsreihe — Asymptotische
Entwicklungen

Bei jeder Entwicklung nach einem Parameter stellt sich die Frage nach der Konver-
genz einer solchen Entwicklung. Wir werden spéter am Beispiel des Ising—Modells
(Abschnitt 8.6.1) sehen, wie die Konvergenz einer Hoch— bzw. Tieftemperaturent-
wicklung (innerhalb eines endlichen Konvergenzradius) gezeigt werden kann und
aus welchen Griinden solche Beweise wichtig sind. Auch fiir die Virialentwicklung
werden wir das Problem der Konvergenz untersuchen (Abschnitt 7.4). Daher be-
schriinken wir uns in diesem Abschnitt auf allgemeine Uberlegungen, die jedoch
insbesondere im Zusammenhang mit der Stérungsreihe auftreten.

Die Konvergenz der Stérungsreihe hingt entscheidend von dem Stérpotential
W im Verhéltnis zum ungestorten Anteil Hy ab. In der Quantenmechanik ist fiir
Operatoren Hy und W eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines nicht—
verschwindenden Konvergenzradius der Storungsreihe z.B. das folgende:
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1. Der Definitionsbereich von Hy muss in dem von W liegen: D(Hy) C D(W),
und

2. es muss zwei Zahlen a und b geben, sodass fiir alle ¢ € D(Hy) gilt:

[Wel < allHll+ol¢l - (7.1.13)

Die Wirkung von W auf beliebige Zustéinde ist also durch die von Hy abschétzbar,
man sagt auch, W ist Hy—beschrénkt.

In vielen Féllen, klassisch wie quantenmechanisch, wird man feststellen, dass
die Stérungsreihe iiberhaupt keinen (nichtverschwindenden) Konvergenzradius hat.
Ein Beispiel ist der anharmonische Oszillator

P’ k o 4
H = o + 5% + Az
Oft kann man schon aus physikalischen Griinden auf die Nichtexistenz eines Kon-
vergenzradius der Stérungsreihe schlieBen: Andern sich die Eigenschaften des Sy-
stems fiir beliebig kleine, aber unphysikalische Werte der Kopplung sprunghaft —
im obigen Fall z.B. fiir A < 0 — so wird die Stérungsreihe nicht konvergieren.
Der klassische anharmonische Oszillator hat fiir A < 0 Streulosungen mit asym-
ptotisch unendlicher kinetischer Energie, in der Quantenmechanik wird man fiir
die Schrodingergleichung keine quadratintegrablen Eigenfunktionen mehr finden.
Obwohl also das System fiir A = 0 wohldefiniert ist, findet man fiir jeden noch so
kleinen Wert A\ < 0 eine Instabilitét.

Es erhebt sich in einem solchen Fall die Frage nach dem Sinn der Stérungsreihe.
Wir wollen hier zeigen, dass fiir eine numerische Approximation auch nichtkonver-
gente Storungsreihen durchaus sinnvoll sein kénnen. Dies fiihrt uns zum Begriff der
asymptotischen Reihe.

Sei f(A) eine Funktion, die fiir A > 0 definiert ist. Eine formale Reihenentwick-
lung Y a, A" heiBt asymptotische Entwicklung um X = 0 fiir die Funktion f(\),
wenn fiir jedes endliche N gilt:

N
[F() = an\"| = O(AN T fiir A > 0 (7.1.14)
n=0
bzw.
1 N
Jim () = T;)an)\ | =0 . (7.1.15)

Diese Bedingung bedeutet, dass fiir geniigend kleine Werte von A und nicht zu
grofle Werte von N die Reihe Zﬁ;o an A" eine Approximation der Funktion f(\)
darstellt. Sie impliziert jedoch nicht, dass fiir gegebenes A > 0 der Grenzwert
im0 Zg:o a, A" existiert, bzw. falls er existiert, dass er dem Wert der Funk-
tion f()\) entspricht. Besitzt eine Funktion eine Taylorreihe, so ist diese gleich der
asymptotischen Entwicklung, die damit einen endlichen Konvergenzradius hat.
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Wir wollen Eigenschaften asymptotischer Entwicklungen an einem einfachen
Beispiel erldutern. Dazu betrachten wir die Funktion

+oo 2 4
Z(A):/ dre & 7M. (7.1.16)

— 00

Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir A > 0 dieses Integral existiert, und der Wert des
GauBschen Integrals (A = 0) eine obere Schranke darstellt. (Z(\) ist fiir A > 0 eine
monoton fallende, positive Funktion.) Fiir A < 0 hingegen ist das Integral immer
Unendlich (d.h. der Grenzwert des Integrals mit endlichen Integrationsgrenzen +A
existiert nicht fiir A — o0).

Wir bestimmen nun eine formale Reihe in Potenzen von A durch die Entwicklung
der Exponentialfunktion:

(=" [ —a?
Z(A) =Y / dz z*"e = > an\" (7.1.17)
n —o0 n

n!

mit

_1\n +oo 2 _1\n
an = ( 1') / dz 2'e” ¥ = ( 1') I'2n+1/2)
n! n!

— 00

Das Gleichheitszeichen in (7.1.17) ist nur formal, denn die Reihe auf der rechten
Seite ist nicht konvergent. Zur Berechnung wurde die Reihenfolge von Summation
und Integration vertauscht, was nur bei absoluter Konvergenz sowohl der Sum-
me als auch des Integrals erlaubt ist. Die Koeffizienten a,, dieser formalen Reihe
wachsen stérker als jede Potenz, genauer:

jan| =57 nl4m

sodass die Reihe keinen nichtverschwindenden Konvergenzradius hat. Trotzdem ist
das Kriterium fiir eine asymptotische Entwicklung erfiillt:

1 AN
Jim S Z(3) - > anA =0
n=0
Bricht man die Reihe nach N Termen ab, so findet man fiir geniigend kleine Werte
von A eine Approximation an die Funktion Z(\) mit einem Fehler der Ordnung
AN+ Hilt man andererseits den Wert fiir A < 1 fest, so findet man mit wach-
sendem N zunéchst eine zunehmende Approximation fiir Z(\). Wird N jedoch zu
grof}, wird die Ndherung schlechter und die Reihe divergiert. Die Gréflenordnung
fiir N, bei der die Divergenz der Reihe bemerkbar wird, ist ungefihr N ~ 1/\.
Man kann sich leicht iiberzeugen, dass zu einer gegebenen Funktion f(\) die
zugehorige asymptotische Reihe eindeutig ist: Die Bedingung fiir die asymptotische
Gleichheit zweier Reihen

lim —
A—0 ANV
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fiir jedes N ergibt a,, = b, fiir alle n. Andererseits konnen zwei verschiedene Funk-
tionen dieselbe asymptotische Reihe besitzen. Als Beispiel betrachte man die Funk-
tion f(A\) = exp(—1/A). Die zugehorige asymptotische Reihe hat als Koeflizienten
an, = 0 (man iiberzeuge sich, dass das Kriterium fiir asymptotische Reihen erfiillt
ist) und ist somit auch asymptotisch fiir f(A) = 0. Dieses Beispiel zeigt ebenfalls,
dass eine asymptotische Reihe nicht notwendigerweise divergieren muss.

Abschlieflend soll noch ein weiteres Beispiel einer asymptotischen Entwicklung
erwiahnt werden, das gerade in der statistischen Mechanik oft Anwendung findet:
die Stirlingsche Formel. Diese stellt eine Abschiitzung der I'-Funktion (bzw. der
Fakultitsfunktion n! = I'(n + 1)) fiir grole Argumente dar. Ausgehend von der
Integraldarstellung der I'-Funktion

o0 o0 1
nl = Tn+1) = / dr 2" eV = / dg e~ T nnT
0 0
bestimmt man zunéchst den stationdren Punkt  des Integranden:

d
—(—xz+nlnz) = -1+ <0 = IT=n

dz

83

In der neuen Variablen y = z — T entwickelt man den Integranden:

Pn+1) = e—ﬁc+n1n;i/ dy e~ +nn(l+y/1)

3

e (="
k=3 knk-1

n" [ —
= — dye 2
en J_.

‘ ~N

_ ZT:\/% (1+0(1/n) . (7.1.18)

Die asymptotische Reihe in 1/n erhélt man &hnlich wie in obigem Beispiel durch
Entwicklung der Exponentialfunktion (bis auf den quadratische Anteil) und Ver-
tauschung von Summe und Integral. Auflerdem kann man fiir groe Werte von
n die untere Grenze des Integrals durch —oo ersetzen. Die exponentiell kleinen
Korrekturen in n tragen zur asymptotischen Entwicklung nicht bei.

7.2 Die Virialentwicklung

Eine kurzreichweitige Wechselwirkung zwischen den Molekiilen eines Gases sollte,
unabhéngig von ihrer Stérke, bei geniigender Verdiinnung vernachléssighar werden.
Die Virialentwicklung ist eine Entwicklung nach Potenzen der Teilchenzahldichte
n = 1/v, die diese Vorstellung genauer fasst.

7.2.1 Die Virialentwicklung bis zur zweiten Ordnung

Wir haben gesehen, dass fiir geringe Dichten z ~ A3 /v gilt. Eine Entwicklung nach
Potenzen von 1/v sollte also auch eine Entwicklung in der Fugazitiit sein. Aus der
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groflkanonischen Zustandssumme
Zg = Y "7y
n

folgt bis zur zweiten Ordnung in z:

Za = 1 +4 221 + 2°Zy + ...

1
v 27 + 2° <22—223> +

InZe =
hee = pr

0
N = z—1InZ
Zaznc

1
27y + 227 <222212> + o,

wobei Z,, die kanonischen n—Teilchen—Zustandssummen sind.
Elimination von z ergibt

2
p 1 N\?1 1,
2= () = (2-z2Z
kT~ v (Zl>V(2 21)+

Klassisch wie quantenmechanisch exakt ist

\% N A3
also — = —

7. =
! A3 7 v

Die Zweiteilchenzustandssumme ist in klassischer Naherung gegeben durch

2 2
1 B+ 224y —
22 — 76/(13(]1 d3q2 /d3p1 d3p2 e /6(2m, 2m ((h Q2))
2n |,
14 3 —Bw(q)
Damit ist

b L L 3 —Pw(q) 1 1

Dabei haben wir den zweiten Virialkoeffizienten definiert:

By(T,V) = —%/d?’q (e_ﬂw(q) —1) . (7.2.1)

Man beachte, dass der thermodynamische Limes limy _, o, B2(T, V) existiert, wenn
w fiir |q| — oo rasch genug verschwindet, wihrend fiir Z5 gilt: limy _ %Zg — 00.

Das liegt daran, dass in Bs nur die Grofie f(q) = e=Pw(@) _1 mit limyg| oo f(q) =0
auftritt.
Im typischen Fall ist das Potential w durch einen stark abstoflenden Kern fiir

q =~ d (,hard core*) und eine schwache Anziehung fiir ¢ > d gekennzeichnet (siche
Abb. 7.1).
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L)

?
.

J
14

a) b)

Abb. 7.1: (a) Typisches Wechselwirkungspotential zwischen Molekiilen; (b) die
zugehorige Funktion f(g).

Da mit steigender Temperatur der Einfluss der schwachen Anziehung abnimmt,
der Effekt der harten Abstoflung aber im wesentlichen derselbe bleibt, erwartet
man, dass By (T, V) langsam mit T wéchst. Ein viel benutzter Ansatz fiir w ist das
Lennard-Jones—Potential

w(r) = 4e[<:)12 - (:ﬂ . (7.2.2)

By ist gut messbar und ergibt Aufschluss iiber das Wechselwirkungspotential.
Anmerkungen:

e Die angegebene Formel fiir By gilt in klassischer N#herung. Die niedrigste
Quantenkorrektur zu Zs, also zu Bs, berechnet man nach Abseparation des
Schwerpunktes sofort mit der Methode aus Abschnitt 5.4:

qm klass h2 3 2 _ﬂw
BI™T,V) = BEssS(T V) + E vd q (Vw)?e . (7.2.3)

24m(kT

Fiir ein ideales Gas (w = 0) kennen wir den zweiten Virialkoeffizienten schon
(Gl. 6.3.13):
)\3

ideal _
BFTLY) = jE25/2‘(2s+1)

(7.2.4)

(das obere Vorzeichen bezieht sich auf Fermionen). Bid¢a! ist von der Ordnung
R3.

e Die Zustandsgleichung
4 1 By
— = - — 7.2.5
kT v + v2 ( )
stimmt nach partieller Integration mit der Zustandsgleichung iiberein, die
sich aus dem Virialsatz (5.3.8) ergibt, wenn man fiir die Zweiteilchenkorrelati-

onsfunktion die Ndherung go(r) ~ e Pw(r) (,Barometrische Hohenformel)
einsetzt. Das erklart die Bezeichnung ,, Virialentwicklung*.
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e In der betrachteten Ndherung ist die Berechnung der Zustandsgleichung auf
ein Zweiteilchensystem zuriickgefiihrt. Wir werden sehen, wie in der vollen
Virialentwicklung die I-te Ordnung in 1/v sich aus der Berechnung eines
Komplexes (,,Clusters®) von ! wechselwirkenden Teilchen ergibt.

e By verschwindet auf jeden Fall fiir 3 = 0, d.h. bei unendlich hohen Tempe-
raturen. In diesem Grenzfall verhalten sich alle Systeme wie ideale Gase. Es
kann jedoch fiir ein gegebenes Potential eine endliche Temperatur 8* geben,
bei welcher By ebenfalls verschwindet (der anziehende und abstoflende An-
teil heben sich bei der Integration in (7.2.1) gerade auf). Bei einer solchen
Temperatur sind die Zustandsgleichungen ndherungsweise die eines wechsel-
wirkungsfreien Systems (bzw. die Korrekturen sind héherer Ordnung). Man
bezeichnet diese Temperatur oft als ©-Punkt eines Systems.

7.2.2 Kombinatorik der Virialentwicklung in beliebiger
Ordnung

Allgemein ist

o] o0 1 ZN
Ze = 3 NZN(TV) = Z—'AB—NQN(T,V) . (7.2.6)
N=0 N=0"""

Hierbei ist im klassischen Falle

— - w(q;
QN(T,V) = /d3q1...d3qu B2iciwle =) (7.2.7)
1%
und im quantenmechanischen Falle
Ax(1.V) = 3 [ ooy aavle o) - (128)
1%

(In Gleichung 7.2.6 wurde ein Faktor 1/A3N aus Sp e~ PH herausgezogen, sodass
dieser in 7.2.8 wieder auftritt.)

Sowohl klassisch wie quantenmechanisch ist

/dgql...dgqN WN(q17---7C]N) 5
%

mit gewissen symmetrischen Funktionen Wy (g, ..., gn). Fiir den Logarithmus der
Zustandssumme erhilt man ebenfalls eine Entwicklung nach Potenzen von z/\3:

=1 =1
InZg = Zﬁ;r er’z

r=1

T

/dSQ1 .. .d3qT U’r‘(qlv e 7q7’)

mit symmetrischen Funktionen U,.(¢1,...,¢,), die noch zu bestimmen sind.
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Unsere Aufgabe wird zunichst darin bestehen, die Kombinatorik zwischen den
Funktionen Qy (bzw. W) und U, (T,V) (bzw. U.(q1,...,qr)) zu erarbeiten. Fiir
N =1,2,3 findet man aus Zg = el 26 die Beziehungen:

Wilg1) = Ui(qr)
Walg1,q2) = Us(qr,q2) + Ui(q1)Ui(ge)
Ws(qi,q2,q93) = Us(qi,q2,q3) + U2(q1,42)Ur(g3) + U2(q2,43)U1(q1)

+ Ua(q1,93)U1(q2) + Ui(q1)U1(g2)U1(g3)

Durch Umkehrung lassen sich sofort die Funktionen U, aus den Funktionen W,
bestimmen. Um den Zusammenhang zwischen W,. und U, allgemein zu formulieren
geben wir folgende Definitionen:

Definition: Eine Partition P der Menge {1,2,..., N} ist eine Zerlegung dieser
Menge in disjunkte Teilmengen I;,...,Ix (1< K < N):

K
{1.2,....N} = (J Ik , L(\L=0 (k#1)
k=1

Die Menge aller derartigen Partitionen bezeichnen wir mit PV, die Menge aller
Partitionen in K Teilmengen mit P¥ . Fiir eine Partition P € P¥ bezeichne r; = |I;]
die Méchtigkeit der Menge I;, die zu P gehort, und n,, sei die Anzahl der Mengen
in P mit der Miichtigkeit r;. In P¥ gibt es offenbar

N! 1
ril.org! [ !
verschiedene Partitionen zu gegebenen Michtigkeiten r; der Teilmengen. Zu einer
gegebenen Partition p € PV sei schlieBlich Ur/(I) die Funktion U)7(qiy, -, i),
bei der als Argumente gerade die ¢;’s vorkommen, deren Index in I liegt.
Wir behaupten, dass

Walar,-an) = > [ U@ (7.2.9)

PcPN I€P

gilt. Diese Zerlegung von Wy heifit Zerlegung in zusammenhdngende Teile. Die
Funktionen U, sind also genau die zusammenhéngenden Teile der Wy, sie hei-
Ben auch Clusterfunktionen. Fiir N = 1,2,3 wurde diese Zerlegung oben explizit
ausgeschrieben.

Zum Beweis suchen wir in

N
Zg = CXP{ZT,)\?)TUr(TaV)}

r=1
N
den Koeflizienten von NI BN Dieser ist mit den eben definierten Bezeichnungen
aber '
1 > N
T.V) = — _ - (T, V
Ov(TLV) zk:k! 2 rﬂ...rk!il;[lUl( )

T'1,...,7"k:1
ri1+..+rg=N
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Die Summation iiber {r;} (r; =1,2,...; Zle r; = N) kann ersetzt werden durch

eine Summation iiber Partitionen von N in k Summanden, wobei jede Partition
{ri,...,ri} (11 <o < ..ory) genau k!/ [], ny,—fach gezdhlt wird (n,, gibt an, wie
oft die Zahl r; in der Partition auftritt):

N! 1 k
Z Z 7’1!...7’k! Hznn' HUH(T7V)

i=1

r
Partiti{oﬂ}von N

Da der Koeffizient von Hle U,,(T,V) gerade die Anzahl der verschiedenen Parti-
tionen von {qz, . .., gy } zu einem festen Satz {71, ..., 7} ist, gilt fiir die Integranden
die Behauptung.

Die Bedeutung der zusammenhiingenden Teile ergibt sich aus folgender Uberle-
gung: Zu einer Partition P € PV gehort eine Einteilung der Argumente g1, .. ., ¢y
in disjunkte Teilmengen I; (i = 1,...,k). Unter einem Clusterlimes zur Partition
P wollen wir folgendes verstehen: er entfernen die Argumente aus verschiedenen
I; voneinander, sodass |¢, — q»| — 0o wenn ¢, € Il,qb € I mit 7; N I = () und
qa — qp fest, wenn ¢, und g, in derselben Teilmenge I; liegen.

Die Funktionen Wx(qi1,...,qn) haben die sogenannte Clustereigenschaft der
asymptotischen Faktorisierung:

Clusterlimes
Wi (ar,. - qn) T T win() (7.2.10)
IeP

Im klassischen wie auch im quantenmechanischen Fall haben die Funktionen Wy
diese Eigenschaft, wenn w(q) fiir |¢| — oo schnell genug verschwindet. Es gilt z.B.

lim  Wa(q1,q2) = Wi(@1)Wa(q2) , also lim  U(q,q2) = 0 .
[g1—g2|—00 lg1 —g2|—o00
Durch Induktion zeigt man allgemein: Alle Funktionen U,.(q1, ..., q,) verschwinden

genau dann in jedem Clusterlimes zu jeder Partition P € Pg mit K > 1, wenn alle
Funktionen Wy (g1, ..., qn) die Clustereigenschaft haben.
Wegen dieses Satzes darf man erwarten, dass der Grenzwert

1
lim —/d?’ql...d?’qr U1, - an)
v )y

V —oo

existiert. Fiir die Funktionen Wy existiert dieser Grenzwert im allgemeinen nicht.

7.2.3 Kombinatorik der klassischen Virialentwicklung

Die Berechnung der Clusterfunktionen U,(q1,...,qn) vereinfacht sich im klassi-
schen Fall:
Indem wir
—Bw(q; — q;
fis = fii = ¢ Bula—ai) _y _ flai — ¢5) (7.2.11)
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einfiithren, erhalten wir

Wn(q1,--,qn) = H(l + fij)

i<j
SRR | O
1<j a5=0,1 {o;}=0,1 i<j

Auf der rechten Seite stehen nach Ausdistribution genau 25 Terme, von de-
nen jeder ein Produkt von Faktoren f;; ist. Jeder gleichartige Term kann in eindeu-
tiger Weise durch einen numerierten Graphen beschrieben werden: Man zeichnet
N Punkte (,,Vertices*) und verbindet die Punkte ¢ und j genau dann durch eine
Linie, wenn in dem Term der Faktor f;; auftritt. Jeder Graph ist eindeutig durch
die Vorgabe der symmetrischen Matrix o;; definiert, wobei

o — 1 Vertex ¢ und j sind durch eine Linie verbunden
N 0 sonst

Die Summation ) {a;}=0,1 ldsst sich somit als Summation iiber alle Graphen deu-
ten.
Beispiel (N = 6):

O ® 6
O—6B ©

~  (foafasfos5) f36

Fir N = 1,2, 3 sind die vollstdndigen Entwicklungen nach numerierten Graphen:

M) = O
Walqr,q2) = + @ ©)

O—®
Wi(q1,a2,93) = ; ; \ / ;
@—@ @ @ @ ©,
_|_
Ein Graph heiflt zusammenhdngend, wenn je zwei seiner Vertices direkt oder in-
direkt durch Linien verbunden sind, anderenfalls unzusammenhéngend. Die Funk-
tion, die zu einem unzusammenhéngenden Graphen gehort, zerféllt offenbar in ein

Produkt von Funktionen, die den ,,zusammenhéngenden Teilen“ des Graphen ent-
sprechen. Durch Induktion zeigt man leicht:

Satz: Die Funktion U,(q1,...,q.) ist gegeben durch die Summe aller verschiedenen
zusammenhdngenden numerierten Graphen mit r Vertices.
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Also z.B.

Us(q1,¢2) = @O—Q@
Us(q1,42,q3) = < ; + )\ /‘ + ; + < :
(Man sieht daraus erneut, dass U,-(q1,- .., ¢,) in jedem nicht—trivialen Cluster-

limes verschwindet.)
Zu dem Integral

UAT,V) = /d3q1...d3qr Urlars. - ar)
1%

liefern alle numerierten Graphen, die sich nur in der Numerierung ihrer Vertices un-
terscheiden, denselben Beitrag. Es liegt also nahe, die Integrale durch unnumerierte
Graphen (,,Clusterintegrale®) zu bezeichnen.

Beispiel:

Us(T, V)

o—~C0O = /d3Q1 Po flg—q2) = V/d3q f(q)
v v

Us(T, V) = v +3 Q\JD

mit

v / & dPy f(@) fy) fa+y)
1%

— V/Vd3a:d3y fx) fly) = V{/d3x f(fff)}2

V = /vdg(h g2 g3 flor — q2) fla2 — a3) flar — a3)

(Man iiberzeuge sich, dass die Clusterintegrale faktorisieren, wenn der zugehori-
ge Graph durch Herausnahme eines Vertex unzusammenhéngend gemacht werden
kann. Graphen, die auch nach Wegnahme eines Vertex stets zusammenhingend
bleiben, heiflen Sterngraphen.)
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7.2.4 Die Virialkoeffizienten

Wir kénnen nun die allgemeine Virialentwicklung formulieren. Unter Abspaltung
des stets auftretenden Faktors V' definieren wir

1
(T, V) = W/Vd?’ql...dgql Ulqy---5q) - (7.2.12)

(Nach den Uberlegungen des letzten Abschnitts erwarten wir, dass fiir diese GréBen
bi(T,V) der Grenzwert
Vlirn (T, V) = b(T) (7.2.13)

existiert.) Mit dieser Definition ist

1 _p = ! .z
cinZg = L = l§=1 2 b(T,V) (z - 73)
N 1 1 0 =

und, wie man sofort nachrechnet,

E 10
Z - 2%z
% vaog ¢
_ 3 200 / =l /781)1
= kT +kT ;bl(T,V)z (laT
o pV  puN pV 3
- Tt - o PRGN

Auflésen von n nach Z und Einsetzen in die Entwicklung von p/kT liefert die
Virialentwicklung von p/kT. Wir betrachten dabei nur den thermodynamischen

Limes V' — oo:
k% = S ulB(T) = Y lv(l) . (7.2.14)
=1 =1

B (T) heiit I-ter Virialkoeffizient.
Die Auflésung von Z nach n liefert eine Entwicklung der Form:

(o]
=) a(T,V)n* |
k=1

wobei a; = 1 ist, und die anderen Koeflizienten sich iterativ aus dem Satz von
Gleichungen

ar(T,V) = =) > 1b(T,V)a (T, V) ay(T,V)
=2

P1,..p1=1
pi=k
k2
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bestimmen lassen. Einsetzen in p/kT = Y2, 2lb; liefert fiir die Virialkoeffizienten

BT, V) = > apu(T, V) b(T, V) ,
Kl

wobei die Summe iiber alle Teiler von [ zu fithren ist. Fiir die ersten vier Virialko-
effizienten findet man so:

Blzblzl; BngbQ

By = 4b3 —2by ; By = —2003 + 18bybs — 3by (7.2.15)

Die Virialentwicklung von E und F' erhélt man ganz analog. Das Ergebnis ist

E 3 sttt
N = kT — KT ;l_—lBl(T) (7.2.16)
F 2 nlt
—— = In(nA3 By(T) . 2.1
N = )+ Y = BiI(T) (7.2.17)

N
U
N

Man priift nach, dass in der Tat

9 _F
88 NKT
8 F NO&F 1 ,98F

und TOVET  V2onkT N onkT

I 2o

ist.

7.3 Das van der Waals—System

7.3.1 Die van der Waalssche Zustandsgleichung

In diesem Abschnitt wollen wir die Zustandsgleichung genauer untersuchen, die
man aus der Virialentwicklung bis zur zweiten Ordnung erhilt. Fiir den zweiten
Virialkoeffizienten Bs(T') benutzen wir dabei eine physikalisch sinnvolle Approxi-
mation.

Allgemein ist der zweite Virialkoeffizient durch

Bo(T) = —%/d% (e_ﬁw(“’) —1) _ —%/d% (@) (7.3.1)

gegeben. Hat das Potential einen abstofenden harten Kern bei || = d und einen
schwach anziehenden, rasch abklingenden Anteil fiir |x| > d, dann ist ndherungs-

weise fir |2
-1 ir x| < d
fl=) = { —fw fir x| >d

also 5 -
By(T) = gwdS + g/ Prw(x) = vy — — . (7.3.2)
d
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vp ist gerade das vierfache Eigenvolumen eines Molekiils. In dieser Ndherung ist

A3 o a
F = NEKET{Iln— — - —
{ " * v va}
A3 N
- NkT{ln + ”0} - = (7.3.3)
v v v
P 1 Vo a
— = —(1+—) - —— 7.3.4
o= S 0Y) - wr (7.3.4)
E 3 a
— = kT - 7.3.5
N 2 v ( )

Fiir kleine Werte von T und v sind diese Zustandsgleichungen offenbar unsinnig,

da z.B. p/kT — —oco. Allerdings ist auch gar nicht zu erwarten, dass die Virialent-

wicklung zweiter Ordnung in diesem Bereich zuverléssig ist. Wir geben nun eine

Interpolation fiir kleine v, sodass wenigstens, wie zu verlangen, p — oo fiir v — vg
gilt. Wir ersetzen . ,

In )\— + o _, In A

v v v — Vg

In niedrigster Ordnung von 1/v stimmen beide Ausdriicke {iberein. Die neue Zu-
standsgleichung ist gegeben durch

Fo— NeTm _ Ne (7.3.6)
v — g v
also % = (,% (Z;;T) = v—lvo — % (7.3.7)
dh. (p+%) (v—vy) = kT (7.3.8)
E 3 a
und N = ng -5 (7.3.9)

Diese Gleichungen definieren das wvan der Waalssche System, insbesondere Glei-
chung (7.3.8) bezeichnet man als van der Waalssche Zustandsgleichung. Die hier
gewihlte Interpolation ist keineswegs zwingend. Dieselbe Zustandsgleichung ergibt
sich allerdings auch aus einer stérungstheoretischen Uberlegung. Wir spalten die
Hamiltonfunktion auf in H = Hy + W, wobei Hy die freie Hamiltonfunktion und
den harten abstoflenden Kern und W den schwach anziehenden Teil des Potenti-
als enthélt. Dann ist W wirklich Ho—beschréinkt (siehe Abschnitt 7.1.3) und eine
Storungsentwicklung anwendbar.
In erster Ndherung ist (vgl. 7.1.2)

F = Fy + (W)o
mit
Fy 1

B 0 0 _ 3 3~ OBWhk
T = —Inz©® | Z()—W/dfhmdtme ;
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wobei Wy k. das Potential des harten Kerns ist. Wir setzen ndherungsweise

)\3
v — Vo

1 V — Nv
ZO 0

N
N ) calso —InZ® = Nn

Weiter ist (vgl. Abschnitt 5.3.1)
(W = /d3fh g2 wg — q2) néo) (1 —¢q2) = N%V/dgq w(q) 99 (q) -
1%
Indem wir ¢(® (q) = 6(|q| — d) setzen, erhalten wir
N e N
(W) = —47r/ drr?w(r) = - 2a ,
v d v
also insgesamt wieder

A3 Na

v — g v

F = NkTIn

Die van der Waalsschen Zustandsgleichungen beriicksichtigen also den repulsiven
harten Kern der Molekiile nicht—perturbativ, wihrend der schwach anziehende An-
teil des Potentials als Korrektur eingeht.

Die thermische Zustandgleichung des van der Waals—Systems (7.3.8) lisst sich
als erste Korrektur einer idealen Gasgleichung verstehen, wobei den beiden zusétz-
lich auftretenden Termen folgende physikalische Interpretation gegeben werden
kann:

1. Der Term vy beriicksichtigt die abstoflende Wechselwirkung fiir kleine Ab-
stédnde in Form eines harten Kerns und entspricht einem effektiven Volumen
pro Teilchen. Das mittlere spezifische Volumen, welches einem Teilchen fiir
seine freie Bewegung zur Verfiigung steht, ist also durch v — vy gegeben.

2. a/v? ist eine Korrektur zum Druck, bedingt durch den (schwach) attraktiven
Anteil des Potentials. Durch die anziehende Wechselwirkung zwischen den
Teilchen verringert sich der Druck im Vergleich zu freien Teilchen (das System
setzt einer Verkleinerung des Volumens weniger Widerstand entgegen).

7.3.2 Die Maxwell-Konstruktion

In Abbildung 7.2 ist qualitativ die Form der Isothermen fiir die van der Waalssche
Zustandsgleichung wiedergegeben. Oberhalb einer kritischen Temperatur 7 dhneln
die Isothermen denen des idealen Gases, unterhalb von T haben sie ein Maximum
und ein Minimum, und die Isotherme zur Temperatur T* hat einen Wendepunkt
bei v = v*. Den kritischen Punkt bestimmt man aus

. 9%p
- (T",0") = 902

T* * — .
av ( 51} ) O
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plk

v

Abb. 7.2: Isothermen der van der Waalsschen Gleichung.

Die Isothermen fiir 7' < T* sind physikalisch unbrauchbar, insbesondere bedeu-
tet die negative Kompressibilitdt zwischen den Extrempunkten eine Instabilitét.
In Wirklichkeit deutet die van der Waalssche Gleichung fiir T' < T* einen Pha-
seniibergang erster Ordnung in eine fliissige Phase an. Es gibt dann fir T < T*
einen Koexistenzbereich von Gas und Fliissigkeit, in dem die Isotherme waagerecht
verlauft, da bei Verkleinerung des Volumens statt einer Druckerhthung eine Kon-
densation von Gas in Fliissigkeit erfolgt. Fiir T" = T™ haben Fliissigkeit und Gas
dieselbe Dichte und fiir T > T™ gibt es keinen Phaseniibergang mehr. Die Isother-
men der van der Waalsschen Gleichung sind nach der Mazwellschen Konstruktion
zu modifizieren: Fiir T' < T™* ist ein horizontales Stiick gerade so in die Isothermen
einzusetzen, dass die beiden schraffierten Fléchen (vgl. Abb. 7.2) gleich sind. Zur
Rechtfertigung beachtet man, dass fiir den abgebildeten isothermen Kreisprozess
gilt:

0 = de: ]{TdS—j{pdV:deS—yfpdV: —fpdv.(7.3.10)

Ein Mangel dieses Arguments ist, dass der Prozess lings der van der Waalsschen
Isotherme nicht realisierbar ist. Besser geht man von der Gleichgewichtsbedingung

pi(T,p) = p2(T,p)

aus. In homogener Phase ist

F+pV
w(T,p) = N
also lautet die Gleichgewichtsbedingung
F2 - F1 = p(V1 — va) . (7311)

Die Differenz der freien Energie von Fliissigkeit und Gas darf nun rein formal auch
durch Integration lings der van der Waalsschen Isothermen berechnet werden (da
die freie Energie eine Zustandsgrofie ist, hingt das Integral nicht vom Weg ab):

2 2 Vs
Fo-F= [aF = [(-sar-pav) = = [ pviav = pvi-va) .
1 1 Vi
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Die letzte Gleichung impliziert gerade die Maxwell-Konstruktion: Bei Koexistenz
beider Phasen muss die Flédche zwischen Vi und V5 unter der Isothermen gleich der
Fléche unter der Geraden p = const. sein. Eine weitere Begriindung der Maxwell-
schen Konstruktion werden wir spéter angeben (Abschnitt 7.7).

7.3.3 Universalitidt von Zustandsgleichungen

Die van der Waalssche Zustandsgleichung nimmt eine universelle Form an, wenn
man die Parameter vg und a, deren Wert von Substanz zu Substanz verschieden ist,
durch die Werte am kritischen Punkt v* und 7™ ausdriickt und die Relativgrofien

- v N p ~ T ~ e
= — = — Z = — [ J—
v PR p* ™ € e*
einfiithrt:
51 (36 —1) = 8T s — 4T 2 (7.3.12)
— U — = N — - = .3.
Pt = ; p

Experimentell ist diese universelle Zustandsgleichung qualitativ recht gut, quantita-
tiv aber nicht sehr genau erfiillt. Eine ihrer Vorhersagen ist p*v* = %kT*, wahrend
in Wirklichkeit (weitgehend substanzunabhingig) p*v* & 3,4kT™* gilt. Auch wird
das Verhalten in der Nihe des kritischen Punktes (definiert durch die kritischen
Exponenten) von den van der Waalsschen Gleichungen nicht gut wiedergegeben.
Wir werden diesen Punkt in einem spéteren Abschnitt (9.3) untersuchen.

Die Existenz einer universellen Zustandsgleichung
p=pT0) , &=&T0) (7.3.13)

ist allerdings experimentell recht gut bestéitigt und ldsst sich im Anwendungsbereich
der klassischen statistischen Mechanik wie folgt verstehen. Es wird angenommen,
dass fiir alle Substanzen das Wechselwirkungspotential w(r) qualitativ denselben
Verlauf hat und dass Unterschiede nur in seiner Stérke € und seiner Reichweite o
auftreten. Fiir alle Substanzen ist also

w(r) = ew(r/o)

mit geeigneten von Substanz zu Substanz verschiedenen Parametern € und o. In
der Zustandssumme

1 —pew(q/o) a3 —(Be)u(x)
ZNzi/dg’qu :i/ PNz e
NN [, NINN [y s

lassen sich verschiedene Werte von o und e durch Umskalierung von V und T ab-
sorbieren. Wenn eine quantenmechanische Behandlung erforderlich ist, dann hangt
die Zustandssumme aulerdem noch von einem dimensionslosen Parameter
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ab, der in klassischer Naherung verschwindet. Allgemein ist also mit einer Zustands-
gleichung o o
p = p(T,0,A) , ¢é = &T,u,A) (7.3.14)

zu rechnen. Fiir viele Substanzen ist A < 1, sodass eine universelle Zustandsglei-
chung fiir sie gilt. Fiir *He ist aber wegen des kleinen Wertes von ¢ der Parameter
A grofler. Allgemein darf man natiirlich die Giiltigkeit der universellen Zustands-
gleichung nur fiir die Gasphase und die sich anschliefende fliissige Phase erwarten.
In den festen Phasen werden sich auch feinere Ziige des Potentials als nur seine
Starke und Reichweite entscheidend bemerkbar machen, wie man aus der grofien
Mannigfaltigkeit der Erscheinungen fiir verschiedene Substanzen in diesem Bereich
sieht.

7.4 Die Sétze von Lee und Yang und der
Giiltigkeitsbereich der Virialentwicklung

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem Problem der Konvergenz der Virial-
entwicklung beschéftigen. Wir werden sehen, dass diese Frage eng mit dem Pro-
blem der Analytizitit der freien Energie und dadurch mit der Existenz von Pha-
seniibergéingen zusammenhéingt. Die mathematische Analyse der Konvergenzfrage
wird fiir allgemeine Potentiale sehr schwierig sein, sodass wir hier einen einfacheren
Fall untersuchen.

Wir betrachten ein System, bei dem das Wechselwirkungspotential w(r) einen
harten Kern mit dem Radius d > 0 hat. Bei festem Volumen V sind dann in der
groffkanonischen Zustandssumme

oo
Zo(T\V,2) = 1 + Y 2"Z,(T,V)

n=1

nur endlich viele Terme von Null verschieden, da in ein gegebenes Volumen nur
eine Maximalzahl n,.x (V') hineinpasst. Wegen Z,,(T, V') > 0 ist fiir z > 0 die grof3-
kanonische Zustandssumme Zg als Funktion von z monoton wachsend und positiv.
Z¢ kann als Polynom in z analytisch in die ganze komplexe z—Ebene fortgesetzt
werden. In der z-Ebene ist Z¢ (T, V, z) eine ganze holomorphe Funktion mit endlich
vielen (< npax(V)) Nullstellen, von denen keine auf der positiven reellen z—Achse
liegt. Es gibt sogar ein offenes Gebiet GG, das die positive reelle z—Achse enthélt
und frei von Nullstellen von Z¢ ist. In G sind dann auch

1
= FWZe(T.V.2)

und

<=3l

1 0
= —z—1InZg(T,V,

vVio: ¢(T,V:2)
holomorph. Fiir reelle z > 0 sind diese beiden Funktionen monoton wachsend in
z. Insbesondere ist die Umkehrung von N/V nach z stets moglich. Aulerdem ist
offenbar p > 0, V/nmax < v < 0o und dp/Ov < 0. Bemerkenswert ist, dass fiir
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—
-

Abb. 7.3: Schematische Verteilung der Nullstellen der grofkanonischen Zustands-
summe in der kompexen z—Ebene. Im thermodynamischen Limes kénnen sich die
Nullstellen der positiven reellen Achse beliebig nihern und so zu einer Nichtanaly-
tizitét der freien Energie fithren.

endliches V' keinerlei Unstetigkeiten irgendwelcher Zustandsgrofien, insbesondere
also keine Phaseniibergéinge moglich sind.

Erst im thermodynamischen Limes V' — oo, T, z, fest, kénnen wegen n,, (V) —
oo Nullstellen von Zg(T,V, z) sich beliebig der reellen positiven z—Achse néhern,
was unter Umstédnden zu Unstetigkeiten in gewissen Ableitungen von In Zg und
somit zu Phaseniibergingen fiihrt. (Vgl. Abb. 7.3)

Fiir rasch genug mit r — oo abfallendes Wechselwirkungspotential w(r) geben
die beriihmten Sétze von T.D. Lee und C.N. Yang Auskunft iiber die Eigenschaften
des thermodynamischen Limes.

Satz 1:

Der Grenzwert

1
Foo(T,2) = Jlim I Zg(T.V.2) (7.4.1)

existiert, unabhiingig von der Form von V' (solange nur [0V| = O(V?/?)), und ist
fiir reelle z > 0 eine stetige, monoton nicht-abnehmende Funktion von z.

Sofern es ein offenes Gebiet R gibt, das ein offenes Intervall der positiven reellen
z—Achse enthilt und fiir beliebige V' frei von Nullstellen von Zg(T,V, 2) ist, gilt
sogar

Satz 2:

In R konvergiert limy _, o % In Zg(T,V, z) gleichmifig, und die Grenzfunktion
Fo (T, z) ist in R analytisch.
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Insbesondere ist in R

.1/ a9\ oN" .. 1
lim <Z<9z) InZg(T,V,z) = <Zaz> Vlgnoovang(T,V,z)

(-2 rrs

analytisch und fiir positiv-reelle z monoton steigend. Auf dem Rande von R kénnen
Unstetigkeiten der Ableitungen von Fi, (7T, z) auftreten.
Die Zustandsgleichung im thermodynamischen Limes ist

P 1 0

— = F (T, . = = 2 —F(T,

kT (T,2) v zaz (T,2)
Wenn der Punkt z = 0 in einem solchen Gebiet R; liegt, dann folgt, dass in der
Virialentwicklung der thermodynamische Limes existiert und gliedweise ausgefiihrt
werden kann:

. sl _ sl _
Vlgnoozl:zbl(TJ/) = zl:zbl(T) = Fo(T,2)

Der Konvergenzradius der Potenzreihe von F,, um z = 0 ist héchstens so grofl wie
der nédchstgelegene Randpunkt von R; auf der positiven reellen z—Achse, kann aber
wegen niher gelegener Nullstellen auflerhalb der positiven reellen z—Achse auch
kleiner sein. Die Virialentwicklung (7.2.14) hat jedenfalls einen positiven Konver-
genzradius p > 0 in 1/v; bei v = 1/p braucht allerdings kein Phaseniibergang zu
liegen.

Randpunkte von Gebieten R; auf der positiven reellen Achse, also Haufungs-
punkte von Nullstellen von Zg, sind mogliche Punkte fiir Phaseniibergéinge. Fiir
den typischen Fall eines Phaseniiberganges erster Ordnung sind die Verhéltnisse in
Abb. 7.4 dargestellt.

20 Z 20 z Vg V1 v

a) b) c)

Abb. 7.4: Typisches Verhalten der Zustandsgréfien bei einem Phaseniibergang
erster Ordnung.

Wir geben ein lehrreiches Beispiel zur Giiltigkeit der Virialentwicklung im ther-
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modynamischen Limes. Es sei
Za(z,V) = (1+2)V (1 +22Y) (V,a ganz ,> 0) .

Die Nullstellen von Zg liegen alle auf dem Einheitskreis (|z] = 1), und fir V. — oo
gibt es keine nullstellenfreie offene Umgebung von z = 1.
Offenbar ist

1 In(1+ z) fir 2<1
lim =InZg = Fy = (7.4.2)
Voo V In(l14+z)+alnz fir z>1
F ist stetig in z. Ferner erhélt man fiir die ,, Dichte*
z
fir z<1
1 0
R T I (7.4.3)
v 9z +a fir z>1
1+2

(1/v ist offensichtlich unstetig bei z = 1). Diese Gleichungen lassen sich nach z
auflosen:

1
fir v>v; =2
v—1
s= {1 fir vy = 55 <v<wv (7.4.4)
1—av i <
——— fir v<w
(a+1)v—1 =

Somit ldsst sich z in (7.4.2) eliminieren und man erhélt fiir die thermische Zu-
standsgleichung;:

(%

In fir v >
v—1
P _ In2 fir v <v < 4
T (7.4.5)
ln#—f—alni fiir v <w
(a+1)v—1 (a+1)wv—1 =2

Man erkennt das in Abb. 7.4(c) wiedergegebene qualitative Verhalten fiir die ther-
mische Zustandsgleichung.

Wir vergleichen nun diese (exakten) Resultate mit Ergebnissen, die man aus-
schlieflich aus der Virialentwicklung von Zg erhélt. Im thermodynamischen Limes
lautet die Virialentwicklung der Funktion F, um z = 0:

p = (—1)l+1 l (0)
—_— = = F
kT ; T o0

Diese Reihe divergiert fiir z > 1, sodass allein bei Zugrundelegung der Virialent-
wicklung FYQ = o fiir z > 1. Es ergibt sich eine Zustandsgleichung wie in Ab-
bildung 7.5. Das Wiederansteigen der Isotherme wird nicht wiedergegeben. Noch
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b,

N

| >
v1 v

Abb. 7.5: Zustandsgleichung bei ausschliellicher Zugrundelegung der Virialent-
wicklung, die den Wiederanstieg der Isothermen nicht beschreibt.

schlechter fihrt man, wenn man versucht, durch analytische Fortsetzung iiber den
Konvergenzbereich der Entwicklung von Fo(g) hinauszukommen und Fég) = In(1+z2)

setzt. Dann erhélt man als Zustandsgleichung k‘% =1In Y T
v —

ohne Signal fiir einen
Phaseniibergang bei v; = 2.

Der Sprung der Hoéhe a von 2(0F« /0z) bei z = 1 stammt aus den Eigenschaften
der Funktion In Z¢(T,V, z)/V fiir endliche V und ist aus dem thermodynamischen
Limes von F, im Bereich 0 < z < 1 in keiner Weise wiederzugewinnen.

7.5 Zeitunabhingige klassische
Korrelationsfunktionen im Gleichgewicht

7.5.1 Das erzeugende Funktional

Im Abschnitt 5.3.2 haben wir die Paarverteilungsfunktion ny (1, 22) (Gl. 5.3.7) so-
wie die Einteilchenverteilungsfunktion n (x) (Gl. 5.3.10) eingefiihrt. Entsprechend
lassen sich die r—Teilchenverteilungsfunktion n,.(x1,...,x,) definieren. Sie geben
die Wahrscheinlichkeit dafiir an, in kleinen Volumina um die (verschiedenen) Punk-
te ¢, ..., x, jeweils ein Teilchen zu anzutreffen. Ihre Normierung ist

/d3x1...d3xr ne(xy,...,x,) = N(N=1)...(N—r+1) . (7.5.1)

Wir hatten in Abschnitt 5.3.2 auch die Zweiteilchenkorrelationsfunktion

n(x1, 2) — ni(x1)n (T2)
77,1(131)711(332>

gz(.’l)l,mg) = (752)

definiert. Strenggenommen ist also zwischen der Paarverteilungsfunktion und der
Zweiteilchenkorrelationsfunktion zu unterscheiden. Leider hat sich diese scharfe
Trennung nicht allgemein durchgesetzt, und die r—Teilchenverteilungsfunktionen
werden ebenfalls oft ,, Korrelationsfunktionen“ genannt. Wir werden uns daher im
folgenden dem géngigen Sprachgebrauch anschliefen und die Funktionen n, eben-
falls als Korrelationsfunktionen bezeichnen.
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Die expliziten Darstellungen in Abschnitt 5.3.2 gingen von der kanonischen
Gesamtheit aus. Aquivalente Ausdriicke (bis auf Terme O(1/N)) ergeben sich mit
der groflkanonischen Gesamtheit:

1 o N2V : —BW, ey
m@) = W/d%z...d%lve BWN (@1, @N) (7 5 g
N=1 ’
n7($1, ,2137) =
I & 2N —BWn(1,...,2N)
—_— — [ Bryq...d3 NATFL BN (754
o 3o Wy | P e e (724

Die Normierung der Korrelationsfunktionen in der grokanonischen Gesamtheit ist
entsprechend der Normierung in der kanonischen Gesamtheit (7.5.1), allerdings ist
die rechte Seite durch ihren Erwartungswert zu ersetzen.

Wir wéhlen im folgenden eine potentielle Energie der Form:

N
1
WN(wl,...7£l:N) = iz:w(wi—a:j) + ZU(:L‘Z) . (755)
i#£] i=1
Aufler der Paarwechselwirkung kann also auch noch ein &ufleres Potential U(x)
existieren, das auf die Teilchen wirkt. Fiir U(x) =const. ist als Folge der
Translationsinvarianz natiirlich die lokale Dichte nq(x) = n; konstant. Wegen

2N = BN = exp(fS Zf;l w) kann durch eine Ersetzung U — U — p der Fu-
gazitéitsterm zum Hufleren Potential geschlagen werden.

Verstehen wir unter N
plx) = ) bz —m) (7.5.6)
i=1

K2

die mikroskopische Teilchendichte, so lassen sich die Korrelationsfunktionen als
Erwartungswerte schreiben:

nm(x) = (p®) , nax.x) = (p(x)p(a’)) usw. . (7.5.7)

Die erste Variation nach dem &ufleren Potential U ergibt

e_ﬂ Zz U(zi) _3 Z 5U () e_ﬂ Zi Ul(z;)

- / &’z p() ¢ U oU(z)

)

also
0 SANU@) _ 5 —B[d U ey)
oU (x)  oU(x)
= oy e
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Hieraus ersehen wir, dass sich alle Korrelationsfunktionen durch Variationsablei-
tung nach dem &ufleren Potential U(x) gewinnen lassen:

1 1 )
ni(x) = *BZG[U] WZG[U] ) (7.5.8)
O g 52 usw
no(x,x’) = ( ﬁ) Zall] 30 () §U(:1:’)ZG[U] sw. . (7.5.9)

In diesem Sinne ist Z¢[U] (aufgefasst als Funktional des &ufieren Potentials U(z))
das erzeugende Funktional der Korrelationsfunktionen.

Die Korrelationsfunktionen n,.(x1,...,2,) haben fiir im Unendlichen
geniigend rasch verschwindende Wechselwirkungspotentiale die Clustereigenschaft
(vgl. (7.2.10)). Ahnlich wie fiir die Koeffizientenfunktionen in der Virialentwick-
lung lassen sich auch fiir Korrelationsfunktionen die zusammenhingenden Anteile
sukzessiv definieren:

ni(xz) = ni(x)
ny(x1,@2) = no(x1,T2) — ni(x1)n](x2)
ng(x1, ®2, ®3) = n3(T1, T2, x3) — ns(x1, T2)nT(x3) — N (X2, T3)nT(21)

—ng(x1, z3)ng(x2) — ni(x1)n](x2)n](x3)

ny(x1,...,xn) = nn(x1,...,2N5) — Z anll(f) .
’ IeP
P'#{1,...,N}

(Die Summation ist iiber alle Partitionen P’ von {1,..., N} zu nehmen, auler der
trivialen Partition P = {{1,...,N}}.)

Ein erzeugendes Funktional der zusammenhéngenden Anteile n¢ der Korrelati-
onsfunktionen ist dann gegeben durch K[U] = In Zg[U]. Es ist z.B.

. _ 11 0 16
n (x) 5700 0@ 2 = ~ G5pE K (7.5.10)
ns(z, ') = no(z,x') —ni(z)ni(z)
= (An(z)An(z’)) (An(z) = n(z) —ni(xz))
1\° 52
= (_,6’> o) 50 KU (7.5.11)

Die letzte Zeile ist ein Spezialfall des allgemeinen Zusammenhangs zwischen Fluk-
tuationen und Suszeptibilitéiten.

Fassen wir n§(x;U) als Funktional des dueren Potentials auf, so erhalten wir
durch Variationsableitung offensichtlich alle weiteren zusammenhéngenden Korre-
lationsfunktionen:

1 9
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c . _ 1 T 67_1 & .
ne(xy,...,xU) = (_ﬁ> 5U(w2)-~5U(:cT)n1(wl’U) . (7.5.13)

Die Kenntnis der 1-Teilchen Korrelationsfunktion, d.h. der Dichteverteilung, fiir
beliebiges dufleres Potential U(x) bestimmt somit alle Korrelationsfunktionen.

7.5.2 Die Virialentwicklung der Korrelationsfunktionen

Der Graphenformalismus der Virialentwicklung lisst sich sofort auf die neue Si-
tuation verallgemeinern. In einem numerierten Graphen erhélt nun jeder Vertex

(7) einen Faktor e_ﬁU(xi), eine Linie, die (i) mit (j) verbindet, erhilt wie zuvor
einen Faktor Bu )
—pBw(x; — x;
fiig = f(wi—m;) = e -1

Das erzeugende Funktional K ist dann wieder durch zusammenhéngende unnume-
rierte Graphen gegeben:

- - oO—0 @) O
K=50+§O—O+§ \/ 3 \/ ¥
' ’ O O

Jede Variationsableitung nach U(x) tilgt eine Integration in den Graphen. Wir
wollen das durch Vertices ausdriicken, die das entsprechende Argument enthalten:

1 0K
- BoU(x)
= 2® +2 ®—0O

s 0 Q 9o q ©
+ 203 13 16
A AVATAVATAVY.
ns(w,y) = 2 @—O

W2 6®\?@+ 6®\®/O+ 6®\®/O+ 6®\O/® |

ni(x) =

Es ist z.B.

\ /= [@ndtae PO TI@ITVED fo ) foma) flar—a2) |
®
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1
Die Wirkung der Variationsableitung — bedeutet in der Darstellung durch

)
36U (x)
Graphen, dass iiber alle Moglichkeiten zu summieren ist, an einem freien Vertex in
einem Graphen das Argument x einzusetzen.
Eine Virialentwicklung von n¢ erhilt man durch Auflésen von mq(x) nach

Z ® . Fiir U = 0 ergibt sich in niedrigster Ordnung
ns(z,y) = nf @—© = nf (e_ﬂw(w Y 1> (7.5.14)

und damit

no(x,y) = n%e—ﬁw(w ~Y) (, Barometrische Hohenformel”)
Anmerkung:

Man kann auch nach der Wahrscheinlichkeit dafiir fragen, r Teilchen zu vorgege-
benen Zeiten t¢1,...,t, in der N&dhe der Punkte 1, ..., x, mit Impulsen p,,...,p,
zu finden. Die zeitabhéngigen Korrelationsfunktionen n,(t1,x1,pq;...;tr, s, D,.)
spielen eine wichtige Rolle in der statistischen Mechanik des Nicht—Gleichgewichts,
z.B. in der Transporttheorie. ny(t, @; ¢', ') ist durch unelastische Streuung messbar.

7.5.3 Die Born—Green—Gleichungen

Aus der Definition der Korrelationsfunktionen folgt durch Gradientenbildung nach
dem ersten Argument sofort

Vlnl(ml) = —ﬂnl(ml)VU(a:l) — ﬂ/dg’l‘g ng(wl,:cg)Vlw(ml — CCQ)
Ving(xy,x2) = —Pna(xr,22){ViU(x1) + Viw(x, — z2)}
- 5/d39~"3 nz(x1, 2, 23) Vi w(z; — x3)

Ving(xi,...,x.) = —png(x1,..., %) {VlU(ﬁcl) + Z Viw(x; — mk)}
k=2
- ﬂ/dgfﬂrﬂ Nrg1 (T, Trp1) Vi w(®r — Trg1)

Dies ist ein unendliches System gekoppelter Integrodifferentialgleichungen (Born—
Green—Gleichungen), dessen allgemeine Losung schwierig bis aussichtslos ist. Im
allgemeinen wird man gezwungen sein, es durch gewisse Ndherungsannahmen iiber
hohere Korrelationsfunktionen auf ein endliches System zu reduzieren. Wir geben
zwei besonders gebriuchliche Ansétze:

1. Ansatz von Kirkwood:

na(x1, ®2) na(x1, 3) na(x2, T3)

(1) 1 (2) 1 (@3) (7.5.15)

n3(Ty, T2, x3) =
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Alle Dreierkorrelationen werden als Produkte von Zweierkorrelationen an-
gesehen. Zur Konsistenz des Ansatzes siecht man, dass beide Seiten der Glei-
chung dieselben Clusterlimites haben. Das System schliefit mit diesem Ansatz
nach der zweiten Gleichung ab. Es vereinfacht sich weiter fiir U(x) =const.,
also nq(x) =const.

2. Faktorisierungsansatz:
na(z,x') = ni(x)ni(z’) . (7.5.16)

Das System schlieit schon mit der ersten Gleichung ab, welche nun lautet

Vinn(z) = — 3V {U(az) + /d3:v’ w(z — ') m(w’)}
d.h.

ni(x) = const - eﬂ{u ~Ul@) — [& wi@ =2 m (@)} . (7.5.17)

Das chemische Potential y ist hierbei so zu bestimmen, dass die Normierungs-
bedingung erfiillt ist:

/d?’m n(x) = N

7.6 Die Molekularfeldnidherung fiir die
Verteilungsfunktionen

Unabhéngig von ihrer oben gegebenen Herleitung ist die Gleichung

ey = U@ = [ e = o) (@)

ein moglicher Ausgangspunkt fiir die Theorie der sogenannten Molekularfeldnihe-
rung (,mean field approximation®). Es liegt ihr die schon mehrfach erwiihnte Vor-
stellung zugrunde, dass man den Einfluss aller anderen Teilchen auf ein herausge-
griffenes Teilchen durch ein effektives Potential simulieren kann. Genauer besteht
die Naherung darin, das Potential auf ein herausgegriffenes Teilchen

(7.6.1)

N

W(z) = U(x) + _ w(x —xz;) = U(x) + /dsx’ w(z — ') p(x')
durch seinen Mittelwert
Ut = W(x)) = U(x) + /dgz’ w(z —x')ny(z) (7.6.2)

zu ersetzen. Die Dichte nj(a) muss dann selbstkonsistent so gewihlt werden, dass
das mit Hilfe von n4(x) bestimmte mittlere Potential wieder auf eben dieselbe
Dichte nq (x) zuriickfithrt. Dies ist gerade die Bedeutung der obigen Gleichung.
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7.6.1 Zum Giiltigkeitsbereich der Molekularfeldniherung

Wie schon an friitherer Stelle erwdhnt, gibt es in der Molekularfeldndherung kei-
nen Parameter, der die Giite der Niaherung kontrolliert, und der — zumindest im
Prinzip — beliebig klein gewihlt werden kann. Somit kénnen auch keine , hoheren
Ordnungen* der Entwicklung angegeben werden. Das macht es schwierig, Kriterien
fiir die Anwendbarkeit der Molekularfeldniherung aufzustellen. Zur Untersuchung
dieser Frage wihlen wir fiir die Einteilchenkorrelationsfunktion nq () eine Darstel-
lung, die den Schritt zur Molekularfeldnédherung verdeutlicht.

Anders als in (7.5.3) bezeichnen wir die Integrationsargumente mit
{z1,...,2y_1}, wihrend das Argument der Einteilchenkorrelationsfunktion keinen
Index tragt:

1 NN
n(x) = — i/dz)’xl...dngv_l

B w(m — ) + U(x) + 5 3, wlm —x) + 300, U=y)

— 3
= )\3 Zc; Z N3V 1) )1 /d v den
fﬁﬂw —a)p(a’) + U(a))

e—ﬁ(% iy wlws — z5) + Sy U(w:)

_ <exp< /d3 (@ — ') (m’)>>e_ﬁU(m)

Die Erwartungswerte sind in der groflkanonischen Gesamtheit zu verstehen. Die
Molekularfeldnédherung besteht nun in der folgenden fiir dieses Verfahren charak-
teristischen Ersetzung:

<exp <—6 /de’w(x - m')p(az’)>> —  exp < 5/d‘3 (x—a' (p(m')>) )
(7.6.3)
der Erwartungswert der Exponentialfunktion wird also durch die Exponentialfunk-

tion des Erwartungswertes ersetzt. Diese Naherung sollte erlaubt sein, wenn der
relative Faktor ungefihr Eins ist:

<exp (—ﬁ /d%’w(m —a')[p(x') — nl(a:’)]>> ~ 1. (7.6.4)
Wir kénnen dieser Forderung verschiedene (zum Teil dquivalente) Bedingungen fiir

den Giiltigkeitsbereich der Molekularfeldnéherung entnehmen:

e Langreichweitiges Potential:

Die Néherung
/d?’x’w(m ) p(x') ~ /d3x’w(w —z')ni(z’)
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ist gerechtfertigt, wenn eine ,, Verschmierung® des Wechselwirkungspotentials
w(x — x’) mit der mikrokanonischen Verteilungsfunktion durch eine Integra-
tion iiber eine glatte Funktion (ni(x)) ersetzt werden kann. Dies verlangt,
dass das Potential iiber den typischen mittleren Abstand der Teilchen, wie er
in der Verteilungsfunktion auftritt, wenig schwankt.

e Hohe Dichten:

Einen dhnlichen Effekt hat auch eine hohe Dichte der Teilchen. Allgemein ist
das Kriterium, dass der mittlere Abstand der Teilchen klein im Vergleich zur
Reichweite bzw. dem typischen Abstand von Schwankungen des Potentials
ist.

o Kleine Korrelationen:

Die erste Korrektur zur Approximation (7.6.4) ist durch

32 /dsxld‘gf@ w(x — z)w(w — z2) (p(w1) p(®2) — n1(@1) N1 (x2))

= 2 /d31'1d31'2 w(x — x1)w(x — x2) nS(x1, T2)

gegeben. Die Korrelationen sollten sehr klein sein, oder aber von sehr kurz-
er Reichweite im Vergleich um Wechselwirkungspotential. Dieses Kriterium
fiihrt also ndherungsweise auf den Faktorisierungsansatz fiir die Born—Green—
Gleichungen zuriick.

Ganz allgemein konnen wir somit festhalten, dass die Molekularfeldndherung
giiltig ist, wenn viele Teilchen am Aufbau des mittleren Potentials beteiligt sind.
Man darf dann erwarten, dass die Fluktuationen des effektiven Potentials durch
Herausmittelung der Einfliisse vieler Teilchen klein bleiben. Die Molekularfeldnéhe-
rung ist also gerade in den Fillen anwendbar, in denen die Virialentwicklung ver-
sagt, beispielsweise fiir Systeme mit Coulombwechselwirkung wie Plasmen und
Elektrolyte.

7.6.2 Die Molekularfeldniherung fiir die
Zweiteilchenkorrelationsfunktion

Die Losung der Gleichung fiir n () ist nicht einfach. Die Variationsableitung nach

U(x) an der Stelle U = 0, also die Korrelationsfunktion n§(x — «’) in Abwesenheit

eines dufleres Feldes, ist aber in der Molekularfeldniherung verhéltnisméfig leicht

berechenbar: Zu einer Variation U um U = 0 erfiillt die zugehorige Variation
oni(x) die lineare Integralgleichung

oni(x) = — PBny <5U(w) + /d3x’ w(x —a') 6n1($’)) . (7.6.5)

Diese ldsst sich durch Fouriertransformation unter Anwendung des Faltungstheo-
rems losen:

sin(k) = —Bm ((SU(k) + (21)32 (k) §ﬁl(k))
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ny (—B5U (k)
1 + (2m)3/2 Bniw(k)
Durch Variation nach dem Potential konnen wir nun die 2-Teilchen Korrelations-
funktion bestimmen:

— 57 (k) (7.6.6)

1 6ny(x)

“Bou) ~ ")
Diese Gleichung iibertréigt sich direkt auf die Fourierkoeffizienten, da aus
ony(z) = —5/&ﬁnaw—wa@q
auch
. 2/ ~ 1 on(k) 2o
S (k) = — (2m)3/2Bia(k)U (k bzw. ——— = (27)%%fs(k
1(k) (2m)*= B2 (k)oU (k) 850 (k) (2m)* 1z (k)
folgt.
Somit erhalten wir fiir die Fouriertransformierte von n§(x):
1
AS(k) = e (7.6.7)

(27)3/2 1 + (27)3/2Bn1w(k)
Langreichweitigkeit von w(x) bedeutet starkes Ansteigen von w(k) fiir &k — 0.
Gerade dadurch aber wird n5(k) klein fir k — 0, also n§(x) kurzreichweitig. In
einem Coulombplasma sammeln sich in der Tat gerade wegen der langen Reichweite
der Coulombkrifte in der Néhe eines jeden Ions Ionen der entgegengesetzen Ladung
und schirmen dadurch das Coulombpotential ab.

7.6.3 Die Molekularfeldniherung fiir ein Gas gleichartig
geladener Teilchen

2
Wir berechnen nun n§(x) fiir ein Coulombpotential w(x) = in der Molekular-

||
feldndherung. Es ist
A7 e?
(k) = ——— — 7.6.8
w( ) (27_[_)3/2 ,ZCZ ’ ( )
" (TR - (7.6.9)
2T (2m)3/2 47 Bn e o
b=

Durch eine Fouriertransformation erhalten wir somit die 2-Teilchen—Korrelations-
funktion in der Ortsdarstellung:

c _ ny 3 ik-x :ZCQ
ny(x) = (2m)3 /d ke k2 + K2

ny 3, ik-x K2
= 1_
oy e (- )

2 o H|T] 2
e 4
= md(x) — "L’: " </~€2 L > . (7.6.10)
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Nun ist n§(x) von vornherein fiir  # 0 definiert. Somit finden wir

(7.6.11)

Die Korrelation hat im Gegensatz zum Coulombpotential eine endliche Reichweite
1/k (Debyescher Abschirmradius) mit k = /4w fe?n;.

Mit Hilfe von na(x) konnen wir nun die Zustandsgleichung fiir ein Coulomb-
plasma in Molekularfeldnéherung berechnen. Wir schlagen dazu folgenden auch
allgemein interessanten Weg ein: Mit einem Abschalteparameter « fiir die Wech-
selwirkung ist H(a) = Hy + oW und H = H(1). Also

1
F
F:FO+F—FO:FO+/da6 (@)
0 (904
Andererseits gilt ganz allgemein:
oF (o) 10InZ(a)
da B  da = W

wobei (-),, der Erwartungswert mit der Verteilung zu H(«) ist. Weiter ist

1 \%
(w)e = 3 /d?’x 3z’ wlx —x')nS(x —2') = 5 /d3r w(r)ng(r)
in unserem Fall ist also

(W)o = 27Ve*ni /dr 1"2% (/1/ — We_\/am> : (7.6.12)

r

Der durchgestrichene Term wird durch eine konstante Hintergrundladungsdichte
kompensiert, die dafiir sorgt, dass das Plasma als ganzes neutral bleibt. Im néchsten
Abschnitt werden wir diese ,,Renormierung® (die Subtraktion eines formal unend-
lichen Beitrags) rechtfertigen, indem wir die freie Energie fiir das Coulombgas mit
Teilchen beiderlei Ladungen berechnen.

Das Ergebnis der Rechnung ist

K3

F = Fy — NEKT 7.6.13
0 127n, (7.6.13)
Hieraus berechnen sich E = %(/BF) und p = 72—5 zu

3 K3
E = -_NET|(1- 7.6.14
2 ( 127m1> (7.6.14)

NET K3

= 1-— . 7.6.15
P v ( 247m1> (7.6.15)

Die hier gegebene Niaherung sollte zuverlassig sein fiir

K3

v
— = <1,
n1 K
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d.h. wenn der mittlere Molekiilabstand sehr viel kleiner als die Abschirmlénge des
Potentials ist.

Das ist konsistent mit unserer Ausgangsannahme. Da allerdings der Abschirm-
radius mit wachsender Dichte rasch abnimmt (k=1 nl_l/ %), ist diese Bedingung
nicht etwa fiir grole, sondern fiir kleine Dichten (und hohe Temperaturen) erfiillt.

7.6.4 Die Molekularfeldndherung fiir ein Coulombgas

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt die Molekularfeldnéherung fiir ein Gas mit
einer Coulombwechselwirkung berechnet. Dabei sind wir ausgegangen von einer
abstoflenden Kraft zwischen allen Teilchen, d.h. alle Teilchen tragen die gleiche
Ladung. Ein physikalisch realistischeres System erh&lt man, wenn man Teilchen
mit Ladungen beiderlei Vorzeichnen zulésst. Dies bezeichnet man als Coulombgas.

Die grofkanonische Zustandssumme eines solchen zweikomponentigen Gases ist:

ZG[U+7U7] =
Ny _N»
21?2 /d3x a3 3 3 —5W(5'31,~~7y1v2)
1--- deyl...dyNe s
Nz;v Nyl Np! ATVAGN ' ’
mit
1 e? €2
Wii.oyy) = 5|27t 2 (7.6.16)
2\ & |z; — — |y, —y,l
i#£] J #j ? J

2
e _
- Tt T + Yoy
7 1T — vl : 3

Dabei haben wir fiir die beiden Ladungstriger verschiedene Massen zugelassen
(verschiedene de Broglie-Wellenliingen), verschiedene Fugazititen, und verschiede-
ne dufere Potentiale.

Zg|UT,U~] ist wiederum erzeugendes Funktional fiir die Korrelationsfunktio-
nen, wobei man die verschiedenen Ladungstriger durch Indizes unterscheidet:

ni () = ( ;) zlGan(:c) ¢

ny (@) = (‘é) zlcaUg(w) ¢
nit @) = (;) o
ny (@) = (—;>2zlgw—<wilf—<wzg
e - (Y E et
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Die zusammenhingenden Anteile der Korrelationsfunktionen kénnen wiederum
durch In Zg[U™,U~] generiert werden.

Folgt man fiir dieses System den einzelnen Rechenschritten, die wir fiir ein
einkomponentiges Gas durchgefiihrt haben, so findet man in Analogie zu (7.6.7)
mit ny; = nf +ny:

n§++(k) = (27r1)3/2 1+ (271’)3/12ﬂn1’d)(k) (nf + (2W)3/25nfn;@(k))
o 1 1 .

nst-(k) = P 1§ @) i k) ((27r)3/2ﬂn1+711 w(k))
o 1 1 - .

e (k)= (27)3/2 1 + (27)3/2Bnyw(k) (nl + (2m)*2Bnin; w(k))

Hierbei bezeichnen ni” bzw. n; die konstanten Einteilchendichten (U = 0) fiir die
positiven bzw. negativen Ladungstriager. Nach einer Fouriertransformation erhalten
wir die Verallgemeinerung zu (7.6.11):

—ri|x|
nftx) = ()2 |1 - eQﬁW (7.6.17)
— kx|
ny (x) = nin; [1 — €28 i (7.6.18)
ol
ny () = (n)?|1 — € = , (7.6.19)
mit dem Debyeschen Abschirmradius:
k = 4dre?B(nf + ny) . (7.6.20)
Fiir den Erwartungswert des Potentials finden wir nun:
1% e il
(W) = E/dsx (nf —ni)? — (nf+n1_)262ﬂw (7.6.21)

Man erkennt, dass fiir ein insgesamt neutrales Gas (n] = n]) der abstandsun-
abhingige (unendliche) Beitrag verschwindet und das Ergebnis mit der Rechnung
des vorherigen Abschnitts iibereinstimmt (Gl. (7.6.12) mit o = 1). Die freie Energie
— und somit auch die thermische und kalorische Zustandsgleichung — ist identisch
mit dem friiheren Resultat (7.6.13), wobei n1 = nj +n] zu setzen ist.

7.7 Die Funktionalintegraldarstellung der
Zustandssumme

Unser Ziel ist es, die Molekularfeldnéherung indirekt in der Hamiltonfunktion statt
in den Korrelationsfunktionen vorzunehmen. Dies fithrt auf eine andere Darstellung
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der groflkanonischen Zustandssumme
SN _B .
_ i 3N 2 Zi;ﬁj w(z; — ;)
N

Wir denken uns das Volumen V in kleine, aber makroskopische Zellen um die
Punkte &, mit Volumen AV eingeteilt. Die potentielle Energie ist bekannt, wenn
die Anzahl N, in jeder Zelle gegeben ist. Ein Satz solcher Besetzungszahlen hat
N!/TI,, Na! Realisierungen.

Den Einfluss des harten Kerns des Potentials bei der Integration innerhalb jeder
Zelle beriicksichtigen wir durch einen Faktor

Y(Ny) = (AV — Navg)Ne

Dann ist

—B(% ’ aa/NaNa’ — [ aNa
ZG _ Z H’}/\(fj')e ﬂ(g Za,a w /LZ )

S e PN (h = p—3IN)

wobei die Funktion ®{N,} der Besetzungszahlen gegeben ist durch

AV — N, - 1
@{ch} = *ZNa {ln]\/vw)+1+ﬂﬂ} + §ﬂzwaa/NaNa’

Bei fortschreitender Verfeinerung ergibt sich ein sogenanntes Funktionalintegral
iiber alle Dichteverteilungen n(x) (definiert durch N, = n(x)AV), das wir symbo-
lisch schreiben als

Zg = /Dn(az) o2t (7.7.1)

mit dem Funktional
o{n} = - /d% n(x) {m (n(lw) _ uo) 14 ﬁﬂ} (7.7.2)
+ g/d% d*z" w(z — 2 )n(x)n(x’)

Wegen der groflen Zahl der Freiheitsgrade hat —® ein so steiles Maximum um
die Gleichgewichtskonfiguration, sodass es zur Berechnung von In Zgs geniigt, den
minimalen Wert von ¢ anzusetzen:

pV F—-vN

mZe = 25 = — 220 = 00} i
nee = ar kT {n}|

Hierbei lautet die Bedingung fiir die Stationaritdt von ®:

In (n(l—vo> + 1+ B — B/dgx’w(x—x')n(x’) S 0 .

) 1 —von(z)
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Wir suchen zunéchst Gleichgewichtskonfigurationen mit konstanter Dichte.
Fiir solche Konfigurationen ist offenbar

f= 2o {m (i_vo) . Bﬂ} - i (7.73)
o= i:-{m(i—vo) + 1+ 6/1}—BWon A p—— = 0(7.7.4)
" @/I 1

/"= = o LW (WO:—/d3x w(x)) . (7.7.5)

Ein Minimum von @ liegt uns vor, wenn am stationiren Punkt ®” > 0 gilt. Diese
Bedingung ist fiir grofle SW, verletzt. Eine genaue Diskussion zeigt, dass es zwei
Félle gibt:

f'(n)
\ /TN .
nl\/nz ’ﬂ\ n

Abb. 7.6: Verhalten von ®'/V bei zwei moglichen Gleichgewichtskonfigurationen
ny und ns.

1. f’ ist streng monoton fallend. In diesem Falle kann man zeigen, dass die
konstante stationére Losung tatséchlich ein absolutes Minimum von ® ist.

2. f” hat genau ein Maximum und ein Minimum (vgl. Abb. 7.6). In diesem Falle
entspricht no keinem Gleichgewichtszustand konstanter Dichte.

Wir betrachten zunéchst Fall (1). Einsetzen von (7.7.4) in (7.7.3) ergibt im
Gleichgewicht

1 p 1 B 2
1 — et
BZ6 = 0T T Tm—u 270"
oder
1 Wy

Das ist gerade die van der Waalssche Zustandsgleichung.

Im Falle (2) entsprechen n; und nz moglichen Gleichgewichtskonfigurationen
konstanter Dichte. Auflerdem aber gibt es noch Gleichgewichtskonfigurationen mit
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rdumlich variabler Dichte, die die Koexistenz von zwei Phasen beschreiben. Um sie
zu finden, formen wir ®{n} um in

o{n} = - /d3:r {ln (n(la:) = v0> +1+6p+ gWOn(x)}
- g/d% A3z’ w(z — 2')(n(z) —n(z'))?
= ®p{n} — g/d?’x Pz’ wx — 2 )(n(x) —n())? . (7.7.7)

Indem wir uns auf Dichten beschrianken, die im Vergleich zu w langsam variieren,
diirfen wir in eine Taylorsche Reihe entwickeln und erhalten:

d{n} = Po{n} — g/d3x d®z" w(z — 2')(n(z) — n(z'))?

do{n} + gA / d?z (Vn)? (7.7.8)

A= — %/dsx' w(z' )z

Hierbei ist &3 von der Form

Bofn} = [d f(n(x))
und fiir konstante n gilt ®{n} = ®¢{n}. Die Stationaritdtsbedingung lautet

20 An(w) — f'tne)) = 0 . (7.79)

Zur Orientierung beschrinken wir uns auf Losungen, die nur von einer Koordinate
z abhéngen und fiir z — +o0o0 gegen Konstante gehen:

A/B " / _
SEn(e) = fn() = 0

Dann muss offenbar lim,_, 1., n(z) Nullstelle von f’ sein. Fiir uns ist der Fall
lim,_, 4o n(z) = ng,1 von Interesse (zwei verschiedene Phasen in Halbrédumen).
Durch Integration erhilt man hieraus

,% T (z)de + /mdz £ (n( / f'(n

F—
Wegen f = — F-uN bedeutet das

VT
/:3 <€)/d” = pulng —mn) (7.7.10)

1

und liefert eine neue Rechtfertigung der Maxwellschen Konstruktion.
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Wir haben bisher hauptséchlich Systeme bei sehr hohen Temperaturen bzw. ge-
ringen Dichten beschrieben: die Virialentwicklung fiir Systeme von Teilchen mit
kurzreichweitigen Kriften und die Molekularfeldndherung fiir Teilchen mit lang-
reichweitigen Kréften. Die Virialentwicklung erlaubt auch ein Verstédndnis fiir den
Phaseniibergang gasformig — fliissig. Wir wollen nun Modelle beschreiben, die eine
periodische Ordnungsstruktur aufweisen und eher Systemen bei tiefen Temperatu-
ren entsprechen. Dabei geht es uns weniger um ein Versténdnis, wie diese Struktur
zustande kommt, als vielmehr um die Untersuchung des statistischen Verhaltens
von Freiheitsgraden, die periodische Kopplungen aufweisen.

Ein erstes Beispiel haben wir bereits in der Theorie des Phononengases ken-
nengelernt: Molekiile befinden sich aufgrund ihrer Wechselwirkung in einem git-
terformigen Zustand. Die lokalen Freiheitsgrade sind die relativen Auslenkungen
vom Gleichgewichtszustand (fester Abstand zu den Nachbarmolekiilen), die kol-
lektiv zu Schwingungen angeregt werden kénnen. Diese entsprechen klassisch der
Schallausbreitung, quantenmechanisch den Phononen.

In diesem Abschnitt werden wir Modelle untersuchen, bei welchen jedem Git-
terpunkt ein Freiheitsgrad zugeordnet werden kann und diese Freiheitsgrade ent-
sprechend der Gitterstruktur eine Wechselwirkung mit den Nachbarfreiheitsgraden
haben. Das bekannteste Modell ist das Ising—Modell, bei welchem jeder Gitterpunkt
zwei Zustdnde (,Spin up® und ,,Spin down“) einnehmen kann. Dieses Modell ist
eine extreme Vereinfachung fiir die Beschreibung von ferromagnetischem Verhal-
ten, zeigt aber in mehr als einer Dimension einen Phaseniibergang 2. Ordnung von
einer magnetisierten (geordneten) Phase in eine unmagnetisierte Phase. Wir begin-
nen zunéchst mit einer qualitativen Beschreibung des Phaseniibergangs in einem
Ferromagneten.
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8.1 Der Phaseniibergang im Ferromagneten —
Beispiel einer Symmetriebrechung

Eine der frithen Motivationen, Gittermodelle zu studieren, war der Wunsch nach
einem besseren Versténdnis des Phaseniibergangs in einem Ferromagneten. Wir
werden im néchsten Kapitel Phaseniibergéinge allgemeiner untersuchen und bei
dieser Gelegenheit auch phinomenologische Modelle fiir diesen Phaseniibergang
beschreiben, insbesondere die Weiss’sche Theorie als Molekularfeldndherung fiir
den Ferromagneten, Abschnitt 9.4. Wir beschréanken uns daher hier auf eine quali-
tative Beschreibung.

In einem Ferromagneten existiert eine Wechselwirkung, die die Parallelstel-
lung benachbarter Spins begiinstigt: Elektronen mit parallelem Spin haben we-
gen der Fermi—Statistik im Mittel einen groferen Abstand voneinander als Elek-
tronen mit antiparallelem Spin, was effektiv zu einer Verringerung des Coulomb—
Potentials fithrt. Fiir niedrige Temperaturen werden ganze makroskopische Bereiche
(Weiss’sche Bezirke) auch ohne dufleres Magnetfeld eine vollstéindige Ausrichtung
aller Spinmagnetmomente aufweisen: (M) # 0.1 Man spricht in diesem Fall von ei-
ner geordneten Phase. Fiir hohere Temperaturen jenseits einer Ubergangstempera-
tur wird diese spontane Ausrichtung der Spins durch die thermischen Fluktuationen
zerstort, man erhélt eine ungeordnete Phase mit verschwindender Magnetisierung;:
(M) = 0. Bei einer kritischen Temperatur, der Curie-Temperatur, hat ein Fer-
romagnet einen Phaseniibergang von einer geordneten in eine ungeordnete Phase
(,order—disorder transition®).

Der Erwartungswert der Magnetisierung verschwindet somit identisch fiir hohe
Temperaturen, wihrend er unterhalb der kritischen Temperatur von Null verschie-
den ist. Einen Parameter mit dieser Eigenschaft nennt man einen Ordnungsparame-
ter. Da er in einer Phase identisch Null ist, kann er bei der kritischen Temperatur
nicht analytisch sein.

Die Wechselwirkung zwischen benachbarten Spins hingt nur von ihrer relati-
ven Richtung zueinander ab, nicht jedoch von der absoluten Richtung im Raum.
Sie ist daher invariant unter globalen Drehungen aller Spins um denselben Winkel:
die Hamiltonfunktion ist rotationsinvariant. Der ungeordnete Zustand bei hoher
Temperatur hat ebenfalls diese Eigenschaft, d.h. nur der rotationsinvariante Anteil
einer Funktion trégt zu ihrem Erwartungswert bei. Insbesondere verschwindet der
Erwartungswert der Magnetisierung (M) = 0. In einem solchen Fall, wenn der Zu-
stand eines Systems dieselbe Symmetrie besitzt wie das Energiefunktional, spricht
man auch von einer symmetrischen Phase. Fiir tiefe Temperaturen wird spontan
durch die Einstellung einer globalen Magnetisierung ((M) # 0) eine Richtung aus-
gezeichnet. Geschieht dies ohne den Einfluss eines dufieren Feldes (d.h. eines Anteils
in der Hamiltonfunktion, der ebenfalls nicht rotationsinvariant ist), so spricht man
von einer spontanen Symmetriebrechung: Der geordnete Zustand bei tiefen Tempe-
raturen besitzt nicht die Symmetrie der Hamiltonfunktion.

Der Phaseniibergang bei Ferromagneten von hohen zu tiefen Temperaturen ist

1Dass im allgemeinen nicht die ganze Probe homogen magnetisiert ist, liegt an der langreich-
weitigen Dipol-Dipol-Restwechselwirkung.
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also verbunden mit einer spontanen Symmetriebrechung durch die Ausrichtung
der globalen Magnetisierung. Die meisten Phaseniibergénge in Festkorpern zeigen
dieses Verhalten: Es existiert eine ungeordnete symmetrische Phase bei hohen Tem-
peraturen, sowie ein geordnete Phase bei tiefer Temperatur, fiir welche die Symme-
trie gebrochen ist. Lange Zeit glaubte man sogar, dass mit einem Phaseniibergang
zweiter oder hoherer Ordnung immer eine Symmetriebrechung verbunden sei; man
kennt jedoch mittlerweile Modelle, fiir die das nicht der Fall ist (siehe z.B. das
U(1)-Modell in zwei Dimensionen 8.3.2).

8.2 Allgemeine Definitionen zu Gittermodellen

Unter einem Gitter versteht man allgemein eine periodische Anordnung von Punk-
ten. Wir werden im folgenden ausschliefSlich kubische Gitterformen betrachten. Ein
Gitterpunkt in einem dreidimensionalen kubischen Gitter kann durch drei ganze
Zahlen gekennzeichnet werden m ~ (ny,ns2,n3), n; € Z. Die Menge aller Gitter-
punkte bezeichnen wir mit P. Oft ist es sinnvoll, d—dimensionale Gitter zu be-
trachten. Insbesondere 2—dimensionale Gitter spielen nicht nur als mathematische
Modelle eine wesentliche Rolle, sondern finden auch Anwendung z.B. in der Ober-
flachenphysik. Fiir ein endliches Volumen wéhlt man eine obere und untere Grenze:
—L/2 < n; < +L/2. Im thermodynamischen Limes geht L gegen Unendlich.

Zwei Gitterpunkte n und n’ heilen benachbart, wenn sie sich in einer ihrer
Koordinaten um =+1 unterscheiden: n’ = (ny,...,n; £ 1,...,ng) = n + e;. Zwei
benachbarte Gitterpunkte definieren eine Gitterlinie, mit E bezeichnen wir die
Menge aller Gitterlinien. Vier Gitterpunkte der Form (nq,...,n; + €;,...,n; +
€j,...,Ng) mit €,€; = 0,1 definieren in der i-j-Ebene eine Plakette.

Jedem Gitterpunkt — manchmal auch jeder Gitterlinie oder jeder Plakette
— wird ein lokaler Freiheitsgrad zugeordnet, der unterschiedliche Werte in einer
Menge S annehmen kann. Fiir das Ising-Modell ist z.B. S = {41, —1}, weitere
Beispiele folgen spiiter. Eine Konfiguration ist die Vorgabe eines Wertes fiir den
lokalen Freiheitsgrad an jedem Punkte, d.h. eine Abbildung

Konfiguration C : P — S n — s(n)

Oft werden sowohl den Gitterpunkten als auch den Gitterlinien lokale Freiheitsgra-
de zugeordnet, die im allgemeinen in verschiedenen Bildrdumen liegen.

Der Konfigurationsraum € ist die Menge aller Konfigurationen, also die Menge
aller dieser Abbildungen. (Im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie bilden die Kon-
figurationen die Menge der Elementarereignisse. Funktionen von C' — insbesondere
die Werte einer Konfiguration an bestimmten Gitterpunkten oder -linien — bilden
die Menge der Zufallsvariablen.)

Ein Energiefunktional ordnet jeder Konfiguration eine Zahl zu, die fiir die Fest-
legung der Grundzustandsenergie Fy = 0 positiv ist. Das ausgezeichnete an Gitter-
modellen ist, dass die Gitterstruktur Nachbarschaftsverhéltnisse kennzeichnet und
die Wechselwirkungsenergie von der Art der Nachbarschaftsverhéltnisse abhédngen
kann. Im allgemeinen setzt sie sich aus lokalen Beitrdgen zusammen. So ist die
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Energie bei lokalen Freiheitsgraden auf den Gitterpunkten oft von der Form

E[C] = Z €(Sn, Sn/) stn ) (8.2.1)

(n,n)

Dabei bezeichnet (n,n’) Paare von niichsten Nachbarn auf dem Gitter, die erste
Summe erstreckt sich also iiber alle Gitterlinien. Ein Energiefunktional definiert
einen Boltzmann—Faktor

p(C) = exp(=BE[C]) , (8.2.2)

die Zustandssumme

> exp(—-BE[C]) (8.2.3)
C

sowie ein Erwartungswertfunktional fiir Funktionen von Konfigurationen:
wlf) = () = 5 Zf exp(~BE[C]) . (.2.4)

Aus der Zustandssumme erhélt man die freie Energie F' bzw. die freie Energie pro

Volumen: ) P )
F = —-InZ — = ——=——1InZ . 8.2.5

5 v pLa ™" (8.2:5)
Die so definierten thermodynamischen Gréflen sind immer bei endlichem Volumen
zu berechnen. So ist z.B. die freie Energie pro Volumen noch eine Funktion von
L. Fiir den thermodynamischen Limes L — oo (einem Grenzwert, fiir welchen die
Boltzmann—Faktoren oft nicht fiir alle Konfigurationen definierbar sind) konvergiert
die Folge F(L)/L? jedoch gegen einen Grenzwert Fio. Dies ist die thermodynami-
sche freie Energiedichte. Ahnliches gilt fiir das Erwartungswertfunktional.

8.3 Beispiele fiir Gittermodelle

Es folgen einige Beispiele von Gittermodellen. Das Ising—Modell wird als Prototyp
von Gittermodellen in den spédteren Abschnitten ausfiihrlicher behandelt. Fiir die
anderen Beispiele beschréinken wir uns auf eine knappe Diskussion.

8.3.1 Das Ising—Modell

Das Ising—Modell liefert eine idealisierte Beschreibung von Ferromagneten. Fiir je-
den Gitterpunkt ¢ ~ n ist eine Variable s; definiert, die die beiden Werte s; = +1
und s; = —1 annehmen kann (S ~ {+1, —1}, Spin ,,aufwirts“ und ,,abwirts“). Au-
Berdem fithrt man eine Wechselwirkung fiir jedes Paar (i, j) benachbarter Gitter-
punkte ein, die gleichgerichtete Spins energetisch bevorzugt. Das Energiefunktional
in einem #ufleren Magnetfeld B ist

Frsing[{s}] —K Z 5i8; — BZ S (k>0) . (8.3.1)
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Die Zustandssumme ist dann gegeben durch

2(3,B) = 3 s tAB s (8.3.2)

{s;i==*1}
Weitere Deutungen des Ising-Modells sind:

e Der Anti—Ferromagnet

Fiir £ < 0 sind entgegengesetzte Spinorientierungen auf benachbarten Gitter-
punkten energetisch bevorzugt. Bei niedrigen Temperaturen stellt sich spon-
tan ein geordneter Zustand ein, bei welchem die Spinrichtung alterniert.

e Das Gittergas

Die Gitterplitze 7 konnen besetzt (s; = 1) oder unbesetzt s; = —1 sein,
wobei es sich anbietet, als lokalen Freiheitsgrad §; = %(sZ + 1) zu wihlen
(S ={0,1}). Die Anzahl der Molekiile ist dann N =}, 5;.

e Binére Legierungen

Seien A und B zwei Komponenten einer biniren Legierung. Jeder Gitter-
punkt ¢ kann durch ein Molekiil A (s; = +1) oder B (s; = —1) besetzt sein.
Fiir k > 0 ist es energetisch giinstiger, wenn gleichartige Molekiile benach-
bart sind. Es ist dann ein Phaseniibergang zwischen Mischung und Trennung
(,,Ausscheidung®) der Komponenten A und B mdglich.

Das Ising—Modell auf einem 2-dimensionalen Gitter fiir verschwindendes Magnet-
feld hat nicht zuletzt dadurch eine besondere Bedeutung in der statistischen Me-
chanik erlangt, dass 1944 von Onsager eine exakte Formel fiir die freie Energie
gefunden wurde. Damit war zum ersten Mal ein Modell gelost worden, das einen
Phaseniibergang aufweist.

8.3.2 Weitere Modelle mit Freiheitsgraden an den
Gitterpunkten

Das k—Zustands—Potts—Modell

Der Freiheitsgrad an jedem Gitterpunkt kann & Werte annehmen, die Wechselwir-
kungsenergie zwischen benachbarten Gitterpunkten hiangt nur davon ab, ob die
Konfigurationen dort gleich sind oder nicht:

d
S={1,....k} , E[C] = =&Y bymn)snie) - (8.3.3)

Diese Modell bildet eine einfache Verallgemeinerung des Ising-Modells. Es ist eher
von theoretischem Interesse: Man studiert an diesem Modell charakteristische Ei-
genschaften des Phaseniibergangs, insbesondere die Ordnung des Phaseniibergangs
sowie die sogenannten kritischen Exponenten (vgl. Abschnitt 9.2), in Abhéngigkeit
von der Anzahl & der moglichen lokalen Zusténde. Praktische Anwendungen sind
z.B. mehrkomponentige Legierungen.
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Das Z;,—Modell

Auch in diesem Fall kann der Freiheitsgrad an jedem Gitterpunkt k& Werte an-
nehmen, die Wechselwirkungsenergie hidngt jedoch von der relativen Orientierung
dieser Freiheitsgrade ab.

s - zk:{T"(@:L...,m} , (8.3.4)

d
E[C] = —I{ZZCOS (?[(p(n)—cp(n—i—ei)]) . (8.3.5)

Das Zs—Modell ist dquivalent zum Ising—Modell, das Zs—Modell zum 3—Zustands—
Potts—Modell.

Das U(1)-Modell

Dieses Modell kann als Grenzfall £ — oo des Zi—Modells aufgefasst werden:

S = UQ1) ~ {2m¢| (¢ €]0,1)} ~ S! (Kreis) , (8.3.6)

d
E[C] = fHZZcos[ga(n)fcp(nJrei)]. (8.3.7)

Abb. 8.1: Wirbelkonfiguration (Vortex) fiir ein U(1)-Modell auf einem 2-
dimensionalen Gitter.

Das U(1)-Modell auf einem 2-dimensionalen Gitter besitzt einen Phaseniiber-
gang, der in mehrfacher Hinsicht aulergewohnlich ist. Wir hatten schon im Zusam-
menhang mit der Bose-Einstein—Kondensation (6.7.2) erwiihnt, dass die Ordnung
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eines Phaseniibergangs durch die Ableitbarkeit der freien Energie charakterisiert
wird. Der Phaseniibergang im U(1)-Modell ist von unendlicher Ordnung, d.h. die
freie Energie ist beliebig oft stetig differenzierbar, allerdings am kritischen Punkt
£* nicht analytisch. Aulerdem héngt der Phaseniibergang nicht mit einer Symme-
triebrechung zusammen, sondern mit topologischen Eigenschaften des Modells:

Es gibt Konfigurationen mit Quasiteilchencharakter, sogenannte Wirbel oder
auch Vortizes (siche Abb. 8.1), die sich effektiv wie die geladenen Teilchen eines
Coulombgases verhalten. Der Phaseniibergang kann als Kondensation dieser Teil-
chen gedeutet werden. Die Tieftemperaturphase ist , masselos“, d.h. die Korrelati-
onsfunktionen fiir die Spin—Variable fallen wie eine Potenz mit dem Abstand ab.
Dieser Ubergang wird nach ihren ,,Entdeckern® Kosterlitz-ThoulessPhaseniiber-
gang genannt.

Das klassische Heisenberg—Modell oder auch O(d)—Modell

Dieses Modell kommt der klassischen Vorstellung eines Ferromagneten am
néchsten: Die Freiheitsgrade nehmen Werte auf einer Kugeloberfliche in einem
d-dimensionalen Raum ein. Sie kénnen als die moglichen Richtungen eines Ele-
mentarmagneten in einem Ferromagneten gedeutet werden.

S {eccRY||o| =1} ~ S9! (Kugeloberfliche) , (8.3.8)

¢

d
E[C] = fﬁZZU(n)wr(nJrei). (8.3.9)

Die Bezeichung O(d)-Modell bezieht sich auf die Invarianz dieses Modells: Fiir
eine Drehung R € O(d) éndert die Transformation an jedem Gitterpunkt o(n) —
Ro(n) die Energie nicht.

SOS—Modelle (SOS ~ ,,solid on solid*)

d
S={hheZ} E[C] = KZZ|h(n)—h(n+ei)| . (83.10)

SOS—Modelle beschreiben Grenzflichen zwischen zwei verschiedenen Phasen. h ist
die relative Hohe der Grenzflache iiber einer idealisierten flachen Grenzebene. Die
Energie ist bis auf einen konstanten additiven Term proportional zur Gesamt-
fliche. Auch dieses Modell zeigt in zwei Dimensionen einen Kosterlitz—Thouless—
Phaseniibergang.

Gauf3sches Modell

d
S =R" E[C] = kY > (X(n) - X(n+e)) . (8.3.11)
n =1
Das Gaufische Modell beschreibt klassische Gitterschwingungen, nachdem die Im-
pulsfreiheitsgrade zu den lokalen Verschiebungen der Gitterpunkte ausintegriert
wurden. Die Korrelationsfunktionen sind immer langreichweitig, d.h. fallen wie ei-
ne Potenz mit dem Abstand ab.
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8.3.3 Gittereichtheorien

In sogenannten Gittereichtheorien sind die lokalen Freiheitsgrade den Gitterlinien
zugeordnet. Sie sind Elemente einer unitiren Matrix-Darstellung einer (im allge-
meinen kompakten) Gruppe Sg ~ G. Bezeichnen wir mit g(n,i) € G den lokalen
Freiheitsgrad auf der Linie (n,n + e;), so ist

By = —kSp Y (g9(n,i)g(n+e,j) g (n+e;i)g  (nj) + he)
n,,])
(8.3.12)
(,,h.c.” steht fiir ,, hermitesch konjugiert“, auch bei komplexen Darstellungen ist so
die Energie reell.) Es ist somit das Produkt der Gruppenvariable fiir die vier Linien
um eine Plakette zu bilden und iiber alle Plaketten des Gitters zu summieren. Der
Name ,,Eichtheorie“ rithrt daher, dass unter einer Ersetzung der Konfiguration

{g({n,n)} +— {g((n,n"))}
mit  g(mn) = Ung(na)Um)  (83.13)
die Energie unverindert bleibt. Dabei ist {U(n)} eine beliebige (den Gitterpunkten
zugeordnete) Konfiguration von Gruppenelementen. Das Modell besitzt somit eine
,lokale* Invarianz.

Zusétzlich zu den Freiheitsgraden auf den Gitterlinien kann man auch Freiheits-
grade auf den Gitterpunkten definieren. Fiir s(n) € V, wobei der (mdoglicherweise
komplexe) Vektorraum V' der Darstellungsraum der Gruppe G ist, ist die Wechsel-
wirkungsenergie

E, = —RZS*(n)g(n,i)s(n,i) — > V(s(n)* - s(n)) (8.3.14)

ebenfalls invariant unter den lokalen ,,Eichtransformationen®, wenn man zusétzlich
die Ersetzungen

{s(n)} — {U(n)s(n)} (8.3.15)

vornimmt.

Gittereichtheorien spielen eine wichtige Rolle in der Elementarteilchenphysik,
da man sie als Regularisationen von (sogenannten euklidischen, d.h. zu imaginéren
Zeiten fortgesetzten) Quantenfeldtheorien auffassen kann. Diese Regularisierung ist
nicht an eine Storungsreihe in Kopplungskonstanten gebunden und somit ein we-
sentliches Hilfmittel zur Bestimmung von nicht—perturbativen Gréflen (z.B. Massen
oder Wellenfunktionen von Elementarteilchen). Die Gitter bilden Diskretisierungen
der ,Raum-Zeit“, d.h. sind fiir realistische Modell 4-dimensional. Die Freiheitsgra-
de auf den Gitterlinien {g(n,i)} werden zu den Eichfeldern, die Freiheitsgrade auf
den Gitterpunkten {s(n)} sind skalare Felder (bzw. Spin—% Felder mit Werten in
einer Grassmann—Algebra). Wegen der Komplexitit der Modelle stoBen analytische
Methoden rasch an ihre Grenzen, sodass man auf numerische Methoden (Monte
Carlo Simulationen) angewiesen ist (siche Abschnitt 8.7).
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8.3.4 Vertex—Modelle

Die Losung des sogenannten symmetrischen 8—Vertex—Modells in 2 Dimensionen
durch Baxter 1972 war nach der Losung des Ising—Modells durch Onsager der
vielleicht gréfite Erfolg in der Suche nach integrablen statistischen Systemen. Das
Ising—Modell ist ein Spezialfall des 8—Vertex—Modells, ebenso wie fast alle weiteren
bekannten integrablen Modelle.

Die {ibliche Formulierung der Vertex-Modelle hiangt entscheidend von der
Struktur des Gitters ab, insbesondere ist das 6— bzw. 8Vertex—Modell auf einem
reguldren, quadratischen Gitter definiert. Die Freiheitsgrade sind den gerichteten
Linien zugeordnet und nehmen die Werte £1 an:

ougy = —ogay € {£l}

Ublicherweise interpretiert man 0, als einen gerichteten Pfeil auf der Gitterlinie
(1, 7), und zwar zeigt er in die Richtung, fiir welche o positiv ist. Das Gewicht einer
Konfiguration héngt davon ab, in welcher Form die Pfeile an einem Gitterpunkt
(Vertex) zusammenkommen. Ganz allgemein kann es an einem Vertex 2% = 16
verschiedene Kombinationen von Pfeil-Richtungen geben. Das 8—Vertexr—Modell ist
dadurch definiert, dass man nur folgende 8 Maoglichkeiten von Anordnungen an
einem Vertex zuldsst, die dadurch ausgezeichnet sind, dass die Gesamtzahl der
ein— bzw. auslaufenden Pfeile gerade ist:

e A e

1 2 3 4 ) 6 7 8

Jeder dieser Kombinationen an einem Vertex ¢ kann man ein Gewicht
Walfoupnhl = € *T a=1,...,8 (8.3.16)
zuordnen, und die Zustandssumme des Modells ist dann gegeben durch

—(n161 + ...+ ngﬁg)/l{?T

Z= > Jlwe = D e . (8.3.17)

{0(i.jy=+1}i€P c

Dabei ist n, die Anzahl der lokalen Anordnungen vom Typ « in einer erlaubten
Konfiguration C.

Da Konfiguration 7 und 8 die einzigen ,,Senken® bzw. ,,Quellen® fiir einen durch
die Pfeile angegebenen Fluss darstellen, muss auf jedem geschlossenen Gitter gel-
ten ny = ng. Fiir periodische Randbedingungen in horizontaler Richtung muss
zusitzlich ns = ng gelten, da die Anzahl von ,Senken“ und ,Quellen® auch in
der horizontalen Richtung des Gitters gleich sein miissen. Da somit nur die Kom-
binationen €5 + €5 bzw. €7 + €g fiir das Gewicht in einer erlaubten Konfiguration
auftreten, kann man ohne Einschriankung der Allgemeinheit die Wahl treffen:

Wy — We und Wy = ws . (8318)
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Ein interessanter Spezialfall ergibt sich, wenn aulerdem noch
w1 = Wy und W3 — W4 (8319)

gegeben ist. In diesem Fall bleibt das Gewicht einer Konfiguration bei einer globalen
Richtungsénderung aller Pfeile unveréindert. Es ist dieser Spezialfall, das sogenann-
te symmetrische 8—Vertex—Modell, fiir den Baxter die freie Energie berechnet hat.
Setzt man w7 = wg = 0 — d.h. verbietet Konfigurationen, bei welchem nicht an
jedem Vertex die Anzahl der einlaufenden und auslaufenden Pfeile gleich ist —
so erhilt man das sogenannte 6—Vertex—Modell, welches schon 1967 von E.H. Lieb
gelost wurde.

Die physikalische Motivation fiir die Vertex—Modelle stammt aus der Theorie
der Kristalle mit Wasserstoff-Bindungen. Das bekannteste Beispiel ist Eis, wobei
die Sauerstoff-Atome ein Gitter mit Koordinationszahl 4 bilden, zwischen je zwei
Sauerstoff-Atomen befindet sich ein Wasserstoff-Ion. Diese Ionen sind meist niher
an einem ihrer beiden Nachbaratome. Es entsteht so ein elektrischer Dipol zwischen
zwei Sauerstoff-Atomen, der durch eine Richtung gekennzeichnet werden kann. Von
Slater (1941) stammt der Vorschlag, dass die vier Ionen um ein Sauerstoff-Atom
die sogenannte ,,Eis—Regel“ erfiillen sollen: Zwei Ionen befinden sich nahe an einem
Atom, die beiden anderen sind entfernter. Die Eis—Regel bedeutet lokale elektrische
Neutralitét. In diesem Fall sind gerade die 6 Kombinationen des 6-Vertex—Modells
erlaubt, daher nennt man die 6—Vertex—-Modelle auch manchmal ,ice-type models®.

Zwei bekannte Spezialfille des 6-Vertex—Modells sind:

e Das Eis-Modell:
In diesem Fall gibt die Eis—Regel die einzige Einschréinkung fiir eine Konfi-
guration, die verbleibenden Gewichte sind gleich:

wp = - = wg = 1 wr = wg = 0

e Das F Modell:

Rys schlug 1963 ein Modell fiir anti—ferroelektrische Systeme vor mit Gewich-
ten:

wp = ... =wy <1 ws = wg = 1 w7:w8:O.(8.3.20)

Der Zustand minimaler Energie dieses Modells ist durch Konfigurationen
gegeben, bei welchem nur die Anordnungen 5 und 6 auftreten. Man erkennt,
dass in diesem Fall die Richtungen der elektrischen Dipole entlang vertikaler
bzw. horizontaler Linien im Gitter alternieren.

8.4 Der Transfermatrixformalismus

Der Transfermatrixformalismus erlaubt es, das Problem der Summation iiber al-
le Konfigurationen, wie es in der Zustandssumme auftritt, auf ein algebraisches
Problem zu iibertragen, ndmlich die Berechnung der Eigenwerte einer Matrix. Zur
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Bestimmung der freien Energie im thermodynamischen Limes wird sogar nur der
hochste Eigenwert dieser Matrix benétigt. Das 2—dimensionale Ising—Modell wur-
de urspriinglich von Onsager in dieser Form gelost. Aulerdem zeigt der Transfer-
matrixformalismus einen Zusammenhang zwischen Quantensystemen in (d — 1)—
Dimensionen und Gittermodellen in d Dimensionen. Wir werden durch die Wahl
der Notation diesen Zusammenhang verdeutlichen.

8.4.1 Der Operatorformalismus zu einer Gittertheorie

g g xZ 3
D Zeite
= - i
/‘
O i—1)

Abb. 8.2: Gitter des Typs G x Z mit einer ausgezeichneten ,,Zeit“~Richtung.

Der Transfermatrixformalismus ist allgemein anwendbar auf Gitter des Typs
G x Z, wobei G ein beliebiger Graph ist.? Die durch Z durchnumerierte Koordinate
heifit manchmal ,, Zeit“~Richtung, der Teil G ,rdumliches* Gitter (sieche Abb. 8.2).
Sei x eine Durchnumerierung der Punkte von G, so kennzeichnet (x, ) (i € Z) einen
Punkt im Gitter. Der Einfachheit halber seien im folgenden die lokalen Freiheits-
grade auf den Gitterpunkten definiert.

Wir konstruieren zunéchst den ,Hilbertraum“ {iber den Konfigurationen auf
dem rdumlichen Gitter: Sei ‘H, der komplexe Vektorraum iiber den lokalen Frei-
heitsgraden am Punkte z, d.h. fiir jedes x ist

Ho ~ {Y|9: 8 —C} .

Handelt es sich z.B. lokal um Spin—Zustinde (s, = =£1), so ist H, der 2-
dimensionale komplexe Vektorraum. Fiir ein reelles Feld ist H, der Vektorraum
der quadratintegrablen Funktionen iiber der reellen Achse.

Eine ausgezeichnete Basis in H,, ist durch die Elemente von S = {s}, d.h. die
moglichen lokalen Zusténde, gegeben:
1 s=¢

~ S — i N =
= s —e i) = {0

2Ein Graph ist eine Menge von Punkten und eine Menge von Linien, die jeweils zwei Punkte
als benachbart kennzeichnen.

(8.4.1)
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Wir erhalten ein Skalarprodukt auf H,, indem wir diese Basis als orthonormal
ansetzen:

<5|5/> = Oss/

Fiir kontinuierliche Konfigurationsvariable sind diese Zustdnde nicht normierbar.
Dieses Problem kann jedoch genau wie in der Quantenmechanik behandelt werden,
sodass wir im folgenden nicht darauf eingehen.

Wir definieren zu einem (d—1)-dimensionalen rdumlichen Gitter einen Zustands-
raum

H=(QRQH. . (8.4.2)

reg

Dies ist gleichzeitig, ganz in Analogie zur Quantenmechanik, der Raum aller (kom-
plexwertigen) Funktionen iiber den Konfigurationen auf G. Das Skalarprodukt in
‘H ist das Produkt der Skalarprodukte in H,. Eine mogliche Basis in ‘H bilden die
Zustande

{s(2)}) = Qlsl)) (8.4.3)

z€eG

Im diskreten Fall sind das die charakteristischen Funktionen zu einer Konfiguration
{s(x)}. In Anlehnung an die ,,Ortsraumbasis“ in der Quantenmechanik kénnte man
diese Basis die ,, Konfigurationsraumbasis“ nennen.

In der Konfigurationsraumbasis kénnen wir in H einen ausgezeichneten Satz
von Operatoren definieren: Operatoren S(x), die in dieser Basis diagonal sind, und
Operatoren P(zx), die die Basis verschieben:

S(x)|s) = s(z)ls) P@)|...,s(x),...> = |...,8%x),... > . (8.4.4)

Die Notation ist im allgemeinen nur symbolisch: P verdndert den Zustand zu einer
Konfiguration in bestimmter Weise. Das kann bei reellen Feldern die Addition
einer Konstanten sein (s° ~ s 4 §), das kann aber auch (z.B. bei Gruppen) in der
Multiplikation mit einem Gruppenelement bestehen (g° = U(8)g). Ebenso ist S(z)
ein Operator fiir die Koordinaten einer Konfiguration, nicht fiir die Konfiguration
selber. Jeder Operator auf H, insbesondere auch die Transfermatrix, ldsst sich
durch die Operatoren S(z) und P(z) ausdriicken.

Im Ising—Modell sind z.B. in der Basis

0= () - = (

die Matrizen S und P durch

Sag<(1)_01> und P01<(1)(1)) (8.4.6)

gegeben.

(1) ) (8.4.5)
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8.4.2 Die Transfermatrix

Entsprechend der Aufspaltung des Gitters in ein rdumliches Hypergitter und eine
Zeitrichtung spalten wir auch die Energie auf; dabei wird vorausgesetzt, dass es
nur Wechselwirkungsterme zwischen néchsten Nachbarn gibt:

> Els(a,i)s(@,i)] = (8.4.7)

((,1),(z’,i"))
= D> Y Els(@,i)s(@i+ D] + > > Els(w,i), s(a,4)]
i x i (x,x’)

Wir definieren nun die Transfermatriz T als linearen Operator auf H durch
seine Matrixelemente in der Konfigurationsraumbasis:

Tss = (s|T]s") (8.4.8)
o B 2a Els(x),s'(2)] e_%ﬁ 2@y {Els(@), s(@)] + E[s'(2), s’ ()]}

Die so definierte Transfermatrix ist offensichtlich reell und symmetrisch, d.h. ihre
Eigenwerte sind reell.

Im niichsten Abschnitt werden wir zeigen, dass der hochste Eigenwert von T
positiv und nicht entartet ist. Im allgemeinen sind die Eigenwerte von T nicht
notwendigerweise positiv. Da T symmetrisch ist, sind jedoch die Eigenwerte von
T? immer positiv, sodass

T? = exp(—2H)

eine hermitesche Matrix H definiert, die als Hamilton-Operator der Gittertheorie
aufgefasst werden kann.

Fiir die Zustandssumme auf einem periodischen Raum-Zeit-Gitter, welches in
Zeit-Richtung die Lange L hat, gilt offensichtlich

zZ = X o By @iy Bls(@, ), s(2', 7))

{s(z.0)}
= > Ty, 63Ty 65 - Tsp s

s1(x),s2(x),....s1(2)

= SpTh = > AL, (8.4.9)

wobei \,, die Eigenwerte von T sind. Die Definition der Spur bzw. der Matrixmul-
tiplikation fiir 7" fiihrt also zur Summation iiber alle Konfigurationen.

Auch Erwartungswerte lassen sich im Operatorformalismus ausdriicken, z.B.

, , . Sp S(a!) TV~ §(x) T =D
(o) ola' 1)) = iy T

(8.4.10)
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8.4.3 Die freie Energie im Transfermatrixformalismus

Seien A1 > Xo... > Ay die Eigenwerte der Transfermatrix. Dann gilt fiir die
Zustandssumme bzw. die mittlere freie Energie F auf einem rdumlichen Gitter

M Mo\ E
Z = Y A=\ 1+Z<A;)
i=1

i#1

1 M s L
—BF = Lh_)n;oz LlnA; + In 1+;()\1> ~ In)(8) . (8.4.11)

Hierbei wurde vorausgesetzt, dass A\;/ A1 < 1, sodass die Korrekturterme fiir L — oo
zu vernachléssigen sind.

FAB)

3_—eb e’ —1

4 >

In2

Abb. 8.3: Niveauiiberkreuzung der beiden Eigenwerte \(1/9) = 1 £ (e? —2). Der
hochste Eigenwert Amax(5) ist bei 8 = In 2 nicht—analytisch.

Eine Nicht—Analytizitit der freien Energie, d.h. ein Phaseniibergang, kann nur
dann auftreten, wenn die zwei hochsten Eigenwerte entarten, z.B. bei einer Ni-
veauiiberkreuzung (,,level-crossing). Wir wollen dazu ein einfaches Beispiel geben:

Sei 8
B 1 ePB_2
T_<eﬁ—2 1 ) ’

dann ist
)\1/2 = 11(66—2) .

Der grofite Eigenwert, d.h. die ,,freie Energie“, ist somit

\ _ e —1 fir f>1In2
max 3—¢% fir f<In2

Offensichtlich hat Aj,.x bzw. F' eine Knickstelle bei 5 = In 2.
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Es scheint zunéchst keinen Grund zu geben, warum dieser Fall fiir eine Transfer-
matrix zu einem 1-dimensionalen statistischen System nicht auftritt. Das folgende
Theorem von Frobenius und Perron garantiert jedoch, dass fiir Systeme mit endlich
vielen Freiheitsgraden in einer Hyperebene dies nicht geschehen kann. Der Grund
ist, dass fiir 3 < oo (T # 0) die Matrixelemente der Transfermatrix positiv sind.

SATZ vON FROBENIUS UND PERRON: Sei A eine positive (N x N)-Matriz (d.h.
A;; >0 fir alle i,7). Dann gilt:

1. A hat einen reellen, positiven Eigenwert Amax. Dieser Figenwert ist nicht
entartet, und fir alle anderen Eigenwerte gilt |\| < Amax-
M)

2. Es gibt einen Eigenvektor (171, o2 2u Amax mit > 0.

Der Satz gilt ganz allgemein fiir eine positive Matrix. Der Beweis soll hier jedoch
nur fiir eine symmetrische Matrix skizziert werden. Diese Annahme vereinfacht
den Beweis erheblich und ist fiir Transfermatrizen auch keine Einschrénkung des
allgemeinen Falls.

BEWEIS: Sei y irgendein Vektor und x der zugehorige Vektor mit Komponenten
x' = |y*|. Dann gilt

(, Ay) = Y Ayy'y’ < Y Aya'al = (v, Ax) . (8.4.12)
17 17

Daraus folgt, dass

Amax = lrr1|a>§(x, Ax) (8.4.13)

z|=

fiir z mit 2° > 0 angenommen wird. Der Fall 2° = 0 kann ausgeschlossen werden,
indem man sich iiberzeugt, dass ein neuer Vektor mit 2° = € obigen Ausdruck linear
in e vergroflert, die Norm jedoch nur quadratisch verandert. Gl. (8.4.13) bestimmt
den maximalen Eigenwert \j.x sowie den zugehorigen Eigenvektor. Dieser Eigen-
wert ist nicht entartet, da (8.4.12) zu einer echten Ungleichung wird, falls = # +y.
O

Wir haben bei diesem Theorem eine endliche Matrix vorausgesetzt, d.h. es gilt
z.B. fiir Spinsysteme auf endlichem rdumlichen Gitter. Hat man lokal kontinuierli-
che Variable, so lisst sich das Theorem mit dhnlicher Beweisidee verallgemeinern,
vorausgesetzt es gilt

(¢'|T)s) < C < o0 und (s'|T|s) >e>0  Vs,s

Gerade diese zweite Bedingung ist jedoch fiir unendliche Systeme nicht mehr erfiillt.
Schon beim Ising—Modell ist die Energie fiir ein unendliches raumliches Gitter nicht
mehr beschrinkt, und damit sind die Elemente der Transfermatrix nicht mehr
positiv.



226 8 Gittermodelle

8.4.4 Korrelationsfunktionen im Transfermatrixformalismus

Wir wollen nun im Rahmen des Transfermatrixformalismus untersuchen, unter
welchen Umstédnden Korrelationsfunktionen langreichweitig werden koénnen, und
warum dies im allgemeinen bei Phaseniibergéingen aufgeschieht.

Dazu betrachten wir zunéchst den Fall, dass zwischen dem maximalen Eigen-
wert der Transfermatrix und dem folgenden Eigenwert eine nicht—verschwindende
Differenz ist. Man spricht in diesem Fall auch oft von einer FEnergieliicke, Mas-
senliicke, oder auch von einem Massengap (vgl. die Diskussion zu Quasiteilchen,
Abschnitt 6.1).

Wir betrachten ein Matrixelement der Form (a, T'b) und entwickeln die Vekto-
ren a und b nach (normierten) Eigenvektoren y; der Transfermatrix:

(@1 = Y aifi(xi.T'x;) = > i)l

1,3

l
= /\ll <a1ﬁ1 + (ij) s + > . (8414)

Fiir grole Werte von [ werden Korrelationen zwischen a und b — z.B. iiber ihre re-
lative Richtung — exponentiell unterdriickt. Dies bedeutet auch, dass die Wahl von
Randbedingungen sich nur ,,exponentiell“ tief in das Innere des Gitters bemerkbar
macht. Setzt man eine entsprechende Entwicklung in Erwartungswerte der Form
(8.4.10) ein, so folgt fiir grole Werte von [

A l
— o + <2) + ... . (8.4.15)

I ¢ Ll
(s(0)s(1)) = lim Sp ST ST"— S
1

L—oo Sp TL

Dies ist das typische Verhalten fiir Korrelationsfunktionen mit kurzreichweitigem
Verhalten.
Sind andererseits die zwei tiefsten Eigenwerte entartet, so gilt statt (8.4.14)

(a,T'0) = X (11 + a2fa...)

Gewisse ,Informationen® iiber die relative Lage von a¢ und b werden nun also
iiber beliebig grofle Abstédnde [ {ibertragen. Insbesondere spielen Randbedingun-
gen nun eine Rolle. Zu den typischen Potenzgesetzen in Erwartungswerten der
Form (8.4.10) kommt es allerdings nur, wenn der hochste Eigenwert zu einem Kon-
tinuum des Spektrums von 71" gehort. Die Entartung des maximalen Eigenwerts
bei nicht—kontinuierlichem Spektrum tritt typischerweise bei Systemen mit spon-
taner Symmetriebrechung auf, z.B. beim Ising—Modell fiir tiefe Temperaturen. Hier
spielen die Randbedingungen eine wesentliche Rolle z.B. fiir die sich einstellende
Magnetisierung.
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8.5 Das 1-dimensionale Ising—Modell

Waéhrend die Zustandssumme des 2-dimensionalen Ising—Modells nur fiir B = 0
exakt berechnet werden kann — in mehr als 2 Dimensionen sind keine exakten
Losungen bekannt — ldsst sich das 1-dimensionale Modell in allgemeiner Form l6sen.
Wir wollen hier zwei verschiedene Verfahren angeben, die beide zu einer Losung
des 2—dimensionalen Ising—Modells verallgemeinert werden konnen. Die Losung mit
Hilfe der Transfermatrix wurde urspriinglich von Onsager gefunden. Die Losung
durch Summation iiber Wege werden wir im Abschnitt iiber das 2-dimensionale
Ising-Modell (8.6.4) skizzieren.

8.5.1 Losung im Transfermatrixformalismus

Die Zustandssumme des 1-dimensionalen Ising—Modells mit duflerem Magnetfeld
ist:

Lo Lo
zZB) = . i st ¥ OB 2 (8.5.1)

{si==%1}
Wir wéhlen periodische Randbedingungen, d.h. sp41 = s1. Ein ,,raumartiges“ Git-
ter besteht im 1-dimensionalen Fall nur aus einem Punkt. Der Hilbertraum iiber
den ,rdumlichen Konfigurationen® ist ein zweidimensionaler Vektorraum mit der
Basis (8.4.5).
Damit folgt fiir die zugehorige Transfermatrix:

_ eﬂ/{ss’ + BTB(S + 5"

(s|Ts") (8.5.2)
bzw.
eﬁ(ﬁ + B) e—ﬁ/ﬁ
T = B B (8.5.3)
oBr Pl B)
Die Eigenwerte dieser Matrix sind
Ay = P cosh 6B+ \/ 208 cosh? BB — 2sinh 26k . (8.5.4)
Offensichtlich ist Apax = At
Fiir den Spezialfall B = 0 ist Apax = 2 cosh Bk, und
1
Z = (2coshB)® + (2sinhpB)F bzw. Fo = -— 3 In(2cosh 3) . (8.5.5)

8.5.2 Losung durch Summation iiber Wege

Das folgende Verfahren scheint zunéchst komplizierter als die oben beschriebene
Methode, hat aber den Vorteil, dass man den Transfermatrixformalismus vermei-
det. AuBerdem werden wir im néchsten Abschnitt sehen, dass die Darstellung der
Zustandssumme als ,,Summation iiber Wege“eine direkte Verallgemeinerung in be-
liebig vielen Dimensionen hat. Wir beschranken uns auf den Fall B = 0.
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Da das Produkt s;s;41 nur zwei mogliche Werte annehmen kann, gilt:

eﬁ falls S;Sit1 = 1

8.5.6
efﬂ falls s;s;41 = —1 ( )

ePsisiv1 = coshf8 + s;s;418inhf = {

Die Zustandssumme (8.5.1) lésst sich somit umformen zu

7 = Z H(coshﬂ + $isi41sinh 3)

{si=+£1} @
(cosh B)* Z H(l + ;841 tanh )

{si=%1} i

(cosh B)F Z <1 + tanhﬁZ(sisiH) +

{Si::l:l}

+ (tanhﬂ)zZ(S¢Si+1)(5j5j+1) +
i#]
Fiir die einzelnen Terme in dieser Entwicklung wollen wir eine einfache graphische
Darstellung einfiithren: Jedes Paar (s;s;+1) wird durch eine Linie représentiert, die
die Gitterpunkte ¢ und ¢ + 1 verbindet. Der erste Term in der Entwicklung ent-
spricht dann einem Graphen mit N Punkten ohne Verbindungslinien. Der zweite
Term der Entwicklung enthélt nur Graphen, bei welchen genau ein Paar von Punk-
ten durch Linien verbunden ist. Der dritte Term wird durch Graphen reprisentiert,
bei denen zwei Linien zu verschiedenen Punktepaaren existieren usw.. Es ist jeweils
iiber alle Kombinationsmdéglichkeiten zu summieren. Der letzte Term in der Ent-
wicklung besteht wiederum nur aus einem einzigen Graphen, bei dem sdmtliche
Linien eingezeichnet sind.
Aus den Identitéiten

Zl:Zs?:Q und Zsizo

Si::tl Si::l:l 8,;::‘:1

folgt, dass nur solche Terme zur Summation iiber {s; = £1} beitragen, bei denen
entweder s; fiir jedes ¢ gar nicht auftritt, oder aber als Quadrat. Betrachtet man
nun die einzelnen Terme in der graphischen Darstellung, so stellt man fest, dass
iiberhaupt nur zwei Terme einen nicht—verschwindenden Beitrag liefern, ndmlich
der erste (ohne Linien) und der letzte (alle Linien vorhanden). Somit folgt

Z = (coshB)® >~ (1 + (tanhB)*) = (2coshB)” (1 + (tanhp)*) .
{si==£1}

Dieses Ergebnis stimmt mit (8.5.5) iiberein. Die rechte Seite ldsst sich bis auf einen
Faktor so deuten, dass iiber alle geschlossenen Wege auf dem Gitter, bei denen
keine Linie doppelt belegt ist, summiert wird, und jeder Weg mit einem Faktor
(tanh 8)! (I = Liénge des Weges) zu gewichten ist. Hier gibt es nur zwei Fille:
einen Weg der Lange 0 und einen Weg der Linge L, der sich einmal um das Gitter
windet. Im thermodynamischen Limes tragen nur Wege bei, die sich nicht um das
Gitter winden.
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8.5.3 Der 1-dimensionale Anti—Ferromagnet

Im Ising—Modell werden Konfigurationen energetisch begiinstigt, bei denen benach-
barte Spins parallel sind. Es lassen sich jedoch auch Systeme denken, bei welchen
anti—parallele Spins energetisch giinstiger sind. Solche Systeme nennt man ,, Anti—
Ferromagneten“. Im Ising-Modell kann man diese Systeme auch dadurch realisie-
ren, dass man negative Temperaturen (5 < 0) betrachtet. Man beachte dabei, dass
fiir Systeme mit endlich vielen lokalen Freiheitsgraden negative Temperaturen —
d.h. Abnahme der Entropie bei Zunahme der Energie — moglich sind.

Fiir das 1-dimensionale anti—ferromagnetische Ising—Modell (B = 0) sind die
Eigenwerte der Transfermatrix:

Amax = 2cosh Amin = —2sinh g . (8.5.7)

Dies ist ein Beispiel fiir ein System, bei welchem die Eigenwerte der Transfermatrix
nicht positiv sind. Die freie Energie, durch den maximalen Eigenwert bestimmt, ist
davon nicht betroffen. Allerdings folgt fiir die Korrelationsfunktion:

G() = (sisipz1) = (=1)'(tanh3) . (8.5.8)

Die 2-Punkt-Funktion G(I) ist also nicht mehr positiv, sondern im Vorzeichen
alternierend.

8.6 Das 2—dimensionale Ising—Modell

Das Modell wird zum ersten Mal 1920 in einer Arbeit von Lenz erwihnt, genauer
untersucht hat es aber E. Ising 1925 in seiner Doktorarbeit. 1936 gelang Peierls ein
Beweis fiir die Existenz einer Phase mit spontaner Magnetisierung und 1941 konn-
ten Kramers und Wannier die Phaseniibergangstemperatur fiir das 2-dimensionale
Modell ohne Magnetfeld exakt berechnen. 1944 fand Onsager die erste Losung
des 2—dimensionalen Ising—Modells mit algebraischen Methoden. Heute sind viele
Losungsmethoden fiir das 2—dimensionale Ising—Modell bekannt. Seine besondere
Bedeutung erlangt es nicht zuletzt dadurch, dass Naherungsverfahren oder nume-
rische Methoden, wie z.B. Simulationen auf dem Computer, durch Vergleich mit
der exakten Losung getestet werden kénnen.

In diesem Abschnitt sollen im wesentlichen vier Aspekte des 2—dimensionalen
Ising—Modells ohne Magnetfeld diskutiert werden: 1. Die Hoch— und Tieftempera-
turentwicklung zur ndherungsweisen Bestimmung der freien Energie; 2. der Beweis
fiir die Existenz eines Phaseniibergangs; 3. die Methode von Kramers und Wannier
zur Bestimmung des Phasentiibergangs; 4. schlieflich die Methode von Feynman zur
Berechnung der freien Energie mit Hilfe einer geschickten Summation iiber Wege
auf einem quadratischen Gitter.

8.6.1 Die Hoch— und Tieftemperaturentwicklung
Wie bei der Diskussion des 1-dimensionalen Ising-Modells (Abschnitt 8.5.2) be-
nutzen wir die Relation

D% coshf3 + s;sjsinh 3 = coshf (1 + s;s;tanh 3)
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zu einer Umformung der Zustandssumme:

Z = (coshp)*" Z [+ sis;tanh3) . (8.6.1)

{si=%1} (i)

(2L? ist die Anzahl der Gitterlinien auf einem quadratischen L x L-Gitter.) Ent-
wickelt man das Produkt so ldsst sich wiederum jeder Term graphisch darstellen:
Fiir jedes Paar benachbarter Spins (s;s;) wird die entsprechende Gitterlinie mar-
kiert. Bei der Summation iiber alle Spin-Orientierungen tragen nur solche Graphen
bei, die geschlossenen Wegen entsprechen. Genauer sollte man von ,,Polygonziigen*
sprechen, da jede Linie nur einmal besetzt werden kann, und es nicht auf die Ori-
entierung ankommt, in der ein Weg durchlaufen wird. Umgekehrt kann jeder ge-
schlossene Polygonzug auch als Beitrag in dieser Summe interpretiert werden. Das
Gewicht fiir einen Polygonzug der Linge [ ist (tanh 3)!. Wir erhalten somit

Z = (coshﬂ)zL2 Z (tanh 3)! = (2cosh® 3 ZP (tanh B)! (8.6.2)

Polygone

P(1) ist die Anzahl geschlossener Polygonziige der Linge I. Diese Darstellung der
Zustandssumme des Ising-Modells als Summation iiber geschlossene Polygonziige
gilt fiir beliebige Dimensionen. Sie gilt sogar fiir Formulierungen des Ising—Modells
auf beliebigen Graphen.

FEine Entwicklung der Zustandssumme nach Potenzen von tanh § entspricht
einer Hochtemperaturentwicklung. Die einfachsten geschlossenen Polygonziige mit
[ < 8 zusammen mit ihren Multiplizitdten (fiir L geniigend grof}, hier L > 4) sind:

Lange Anzahl Gestalt |Linge  Anzahl Gestalt
0 1 8 2 - Loo-
4 L2 9 12 : :
6 212 4 12 -
25
2
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Damit sind die ersten Terme der Zustandssumme, bzw. der freien Energie in
der Hochtemperaturentwicklung (7 = tanh j3):

Z = (2cosh?pB)"’ (14 L27* +2L0%7° + L2(T+ (L2 - 5) 8 + )
F, = — lim L InZ
> L—oo BL2
= —% (In(2cosh®B) +7*+275 + 278 4...) . (8.6.3)
+1-1-1-1+/+l-1-1- - -] -
=1+ |+ — =+ |+ +1-1-
==+ +l-1-1+|+]-|-1+]+]-
+l+l=-1-1=-1+|+[+]-1+1-1-1++
+ 1+ +-1-=-]-1+[+]|+|-|--1+|+
+1-1-1-1+1-1-1-1+]|+|+|-1-|-
+l+]=-1-1+]+|+|-1-|-1+ - | -
- =1+l-1-1-1-1-1+|+]+ - | -

Abb. 8.4: Grenzlinien zwischen Bereichen gleichgerichteter Spins auf dem dualen
Gitter.

Der néchste Schritt soll die Ableitung einer Tieftemperaturentwicklung (8 —
00) sein. Dazu ziehen wir einen konfigurationsunabhiingigen Faktor vor die Zu-
standssumme

eQﬁLQ Z eﬁZ(iJ)(sisj—l)

{Si::tl}

Z = (8.6.4)

Das Gewicht einer Konfiguration wird nun bestimmt durch die Anzahl der Git-
terlinien, die zwei benachbarte Punkte mit entgegengesetzten Spin—Orientierungen
verbinden: jede solche Linie trigt zum Gesamtgewicht einen Faktor e~ bei. Fiir
die folgenden Uberlegungen ist es zweckméBig, das sogenannte duale Gitter zu be-
trachten: Bei diesem sind die Rollen von Plaketten und Vertices vertauscht, und
zwei Vertices im dualen Gitter sind durch eine Linie verbunden, wenn die zugehori-
gen Plaketten im urspriinglichen Gitter benachbart sind. Die Spin—Variable sind
nun auf den Plaketten des dualen Gitters definiert, und wir kénnen Grenzlinien
zwischen Gebieten mit Spin 4+1 und Spin —1 markieren (siehe Abb. 8.4). Diese
Grenzlinien sind dual zu den Linien, welche in der Zustandssumme den Faktor
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e~ 27 beitragen. Jede Konfiguration von Spin-Orientierungen ergibt eine Konfigu-
ration von Grenzlinien mit dem Gewicht e =25, wobei I die Gesamtlinge der Grenz-
linien in einer Konfiguration ist. Umgekehrt determiniert eine Konfiguration von
Grenzlinien genau zwei Spinkonfigurationen, die sich durch ein globales Vorzeichen
unterscheiden.

Grenzlinien haben dieselben charakterisierenden Eigenschaften wie Polygon-
ziige: Es ist keine Richtung ausgezeichnet, und jede Linie ist maximal einmal be-
setzt. Somit kénnen wir fiir die Zustandssumme auch schreiben

Z = 2e2ﬂL2 > e 20 (8.6.5)

Polygone

Wiederum findet man fiir das 2-dimensionale Ising—Modell eine Darstellung als
Summation iiber Polygonziige, allerdings mit einem Gewicht, welches fiir 3 — oo
verschwindet, d.h. wir erhalten eine Tieftemperaturentwicklung. Die ersten Terme
in dieser Entwicklung ergeben fiir die freie Energie

—BFy = 28 + e %0 L 07120 %e‘lGﬁJr... . (8.6.6)

Diese Aquivalenz der Hoch— und Tieftemperaturentwicklung des 2-dimensionalen
Ising—Modells auf einem quadratischen Gitter bezeichnet man auch als ,Selbst-
dualitat”. Fiir allgemeine 2—dimensionale Gitter erhédlt man eine Darstellung des
Ising—Modells durch Summation iiber Polygonziige auf dem dualen Gitter. In mehr
als zwei Dimensionen fiihrt obige Argumentation zu Summationen iiber geschlos-
sene Hyperflachen der Kodimension Eins, in drei Dimensionen also zur Summation
iiber geschlossene Flachen, bei denen jede Plakette nur maximal einmal belegt ist.

8.6.2 Beweis fiir die Existenz eines Phaseniibergangs

Das Ising—Modell hat in zwei und mehr Dimensionen einen Phaseniibergang, der
eine Phase mit spontaner Magnetisierung von einer Phase ohne spontane Magne-
tisierung trennt. Als Ordnungsparameter scheint sich zunéchst der Erwartungs-
wert der Spin—Orientierung anzubieten, allerdings ergibt sich das Problem, dass
der Boltzmann—Faktor invariant unter der Ersetzung s; — —s; ist, und somit auf
endlichen Gittern der Erwartungswert (s;) immer verschwindet.

Es gibt mehrere Methoden, dieses Problem zu umgehen. Eine Moglichkeit ist
die Einfithrung eines Magnetfeldes im Boltzmann—Faktor. Dadurch bricht man die
Invarianz explizit, kann jedoch im thermodynamischen Limes das Magnetfeld 0
setzen. Eine andere, geeignetere Moglichkeit, die Magnetisierung zu definieren, ist:

wo= lim lim ($;8;4,) . (8.6.7)
r—o0 L—oo
Man bestimmt also die Korrelation zwischen zwei ,,unendlich®“ weit voneinander
entfernten Spins. Bei spontaner Magnetisierung ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daf sie gleichgerichtet sind, grofler als dafl sie entgegengesetzt ausgerichtet sind, also
ist p > 0. Bei verschwindender mittlerer Magnetisierung besteht keine Korrelation
zwischen ,,unendlich“ weit voneinander entfernten Spins, also ist p = 0.
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Fiir T = 0 tragen zur Zustandssumme nur zwei Konfigurationen bei: alle Spins
sind einheitlich +1 bzw. —1. In beiden Fillen ist die Magnetisierung g = 1. Dies
gilt aber auch fiir das 1-dimensionalen Ising-Modell, ohne dass dort eine Phase mit
spontaner Magnetisierung existiert, da fiir beliebig kleine Temperaturen T' # 0 die
Magnetisierung verschwindet. Zu zeigen ist, dass es einen endlichen Temperaturbe-
reich oberhalb von T' = 0 gibt, in welchem die Magnetisierung von 0 verschieden ist.
Der folgende Beweis ist typisch fiir Abschétzungen dieser Art in der statistischen
Mechanik.

Wir formen zunéchst die Definition von p um:

F 2\ 88, . L 8iSi
uw = 2 lim Llim il Z eﬁzom J eﬂZu,;) J
= {s} {s}
26L? + _
. . e —201 —241
= 2 1 1 e — e
i fim, = (PZ P> )

Der Index + bzw — an der Summe bedeutet, dass nur {iber Konfigurationen sum-
miert wird, bei denen s, = 1 und so = +1 bzw. —1 festgehalten wird. Der Faktor
2 beriicksichtigt, dass die Konfigurationen mit s, = —1 nicht gesondert gezihlt
werden. Wir stellen uns vor, dass der Spin bei r ~, Unendlich“ auf +1 festgehalten
wird und fragen nach der Differenz der Beitrdge der Konfigurationen, bei denen
der Spin sy = 1 bzw. —1 ist.

Wir wollen nun die Beitridge der beiden Summen genauer untersuchen und zei-
gen, daf fiir geniigend kleine Temperaturen (groles 3) die zweite Summe (sg = —1)
kleiner ist als die erste, und somit p > 0. Dazu benutzen wir die Formulierung der
Zustandssummen als Summen iiber Bereichsgrenzen. Fiir den Beweis der Existenz
einer Phase mit spontaner Magnetisierung interessiert nur eine grobe Abschitzung
dieser Summe. Die entscheidende Beobachtung ist, dass wir fiir einen Beitrag zur
zweiten Summe (so = —1) mindestens eine Bereichsgrenze um den Spin bei 0 ziehen
miissen, wihrend dies fiir gleichgerichtete Spins (sp = 1) nicht notwendig ist.

Es gilt die folgende Ungleichung:

+ - +
Y oe 2 Y 2L Y 20 (1_2 3 ew> . (8.6.8)

Polygone Polygone Polygone Polygon um 0

Die Summation iiber ,Polygon um 0“ bedeutet eine Summation iiber alle Poly-
gonziige, die den Punkt 0 umschliefien, einfach zusammenhéngend sind und keine
Selbstiiberschneidungen oder Beriihrungen haben. Es gibt also nur ein Gebiet mit
s = —1 Spins um den Punkt 0, auflerhalb dieses Gebietes gilt s = +1.

In die Abschitzung (8.6.8) gehen zwei Beobachtungen ein: Jede Konfiguration
aus der Summe iiber Bereichsgrenzen mit sy = —1 lésst sich aus einer solchen mit
so = +1 erhalten, indem man eine geeignete geschlossene Bereichsgrenze um 0 legt.
Da es manchmal mehrere solche Moglichkeiten gibt, z&dhlt man zu viele Konfigu-
rationen zu sy = —1, was zu der Ungleichung fiihrt. Auflerdem ldsst sich um eine
so = +1 Konfiguration nicht jede beliebige Bereichsgrenze um die 0 hinzufiihren,
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was in obiger Ungleichung ebenfalls nur die rechte Seite verkleinert. Der Faktor
2 beriicksichtigt, dass man die Bereichsgrenzen auch um den Punkt r hitte legen
konnen.

Es bleibt zu zeigen, dass es einen Temperaturbereich fiir grofle 3 gibt, sodass

> Z e—2ﬂl

Polygon um 0

N | =

Dazu benutzen wir folgende Abschitzungen:

Eine feste Bereichsgrenze um 0 der Lénge [ hat maximal einen Flicheninhalt von
(1/4)* = 12/16. Halten wir die geometrische Form der Bereichsgrenze fest, so gibt
es ihrem Flédcheninhalt entsprechend viele Méglichkeiten, sie um den Punkt 0 zu
legen. Die Anzahl der Formen von Bereichsgrenzen ist durch 4-3'~! beschrinkt, das
ist gleich der Anzahl der Wege der Lénge [, die bei 0 beginnen (4 mégliche Start-
richtungen) und bei jedem weiteren Schritt nicht zuriicklaufen diirfen (3 mogliche
Richtungen bei jedem Schritt). Dies beriicksichtigt nicht, dass Bereichsgrenzen ge-
schlossene Wege sind, oder dass diese sich nicht selbst schneiden diirfen. Mit dieser
sehr groben Abschéitzung erhalten wir:

=2 1—261 _ 2%(4 — 3z + 2?) _ an—4p

N =

1=4,6,8,...

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass diese Ungleichung in einem endlichen (-
Bereich erfiillt ist. Damit ist bewiesen, dass es eine Phase mit spontaner Magneti-
sierung gibt.

Man erkennt auch den Unterschied zum 1-dimensionalen Ising-Modell. Dort
kann man zwischen dem Punkt 0 und dem Punkt r genau r Umklappstellen zwi-
schenfiigen, deren relatives Gewicht immer e~27 ist. Fiir jeden Wert von 8 wird
aber r fiir r — oo immer groBer als e=2% (Ausnahme: 8 = oo bzw. T = 0). In
zwei Dimensionen werden grofie Bereichsgrenzen um 0 durch Boltzmann—Faktoren
unterdriickt, die von der Linge der Bereichsgrenze abhingen. Ahnliche Argumente
sind auch in mehr als zwei Dimensionen anwendbar, d.h. das Ising—Modell besitzt
immer eine Phase spontaner Magnetisierung fiir d > 2.

Zur Vervollstdndigung des Beweises fiir die Existenz eines Phaseniibergangs im
Ising—Modell ist noch zu zeigen, dass fiir geniigen hohe Temperaturen die sponta-
ne Magnetisierung verschwindet. Die Hochtemperaturentwicklung fiir die Korrela-
tionsfunktion zweier Spins

1 —BE
(sis;) = EZsisj e
{s}

besteht im Zé#hler aus allen Polygonziigen, von denen einer die Punkte ¢ und j ver-
bindet, wihrend alle anderen geschlossen sind. Aus jedem Term in der Entwicklung
von Z erhélt man einen in der Entwicklung des Z#hlers, indem man eine erlaubte
Verbindung von i nach j hinzunimmt, gewichtet mit (tanh 3)!, wobei | die Linge
dieser Verbindung ist. ,Erlaubt“ heifit, dass dieser Verbindungsweg die vorhanden
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Bereichsgrenzen nur so schneiden darf, dass an jedem Gitterpunkt nur zwei oder
vier Linien zusammenkommen. Dies fithrt zu der Ungleichung

(sis;) < Z (tanh g)!

Wege i—j

Wir benutzen wieder obige grobe Niherung, obwohl es fiir die Anzahl der Wege
zwischen zwei Punkten bessere Abschitzungen gibt; dann folgt:

4 (Stanhﬂ)“*j'

Wege i—j 1>]i—j]

(]i—j| ist die minimale Lénge eines Verbindungsweges von i nach j.) Fiir geniigend
kleine Werte von (3 ist die Reihe konvergent und die Magnetisierung, die sich aus
dem Limes |i — j| — oo ergibt, verschwindet.

8.6.3 Die Selbstdualitéit des 2—dimensionalen Ising—Modells

Die bisherigen Uberlegungen waren wenig dimensionsspezifisch: Es gibt fiir d > 2
immer eine Phase mit spontaner Magnetisierung, die Hochtemperaturentwicklung
ist immer eine Entwicklung nach Polygonziigen und die Tieftemperaturentwicklung
immer eine Entwicklung nach Bereichsgrenzen. Das besondere an zwei Dimensionen
ist, dass die Entwicklung nach Bereichsgrenzen ebenfalls eine Entwicklung nach
Polygonziigen ist. Diese Eigenschaft erlaubt eine exakte Bestimmung der kritischen
Temperatur nach einer Idee, die erstmals von Kramers und Wannier angewandt
wurde.
Sei die duale Temperatur durch

. 1
e 28" = tanh 3 bzw. [ = — B In(tanh ) (8.6.9)
definiert, so folgt aus
2 o0
Z(3) = 2278 ZP(Z)e—W Tieftemp.—Entw.  (8.6.10)
Z(B) = (2cosh®p ZP )(tanh 3)! Hochtemp. Entw. (8.6.11)

eine Beziehung zwischen Z(3) und Z(8*):

2(9) = (2(:os,h62sinhﬁ)L2

Kennen wir Z(8), so kénnen wir Z(3*) berechnen. Fiir grole Werte von [ ist
B* klein und umgekehrt. Die Beziehung verbindet also die Zustandssumme bei
tiefen Temperaturen mit der Zustandssumme bei hohen Temperaturen. Die Dua-
litétstransformation ist eine Involution:

Z(8) . (8.6.12)

B = —%ln(tanhﬂ*) = —%ln[tanh(—%ln(tanhﬂ))] =p
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Ausgedriickt durch die freie Energie pro Gitterpunkt lautet obige Bezichung
(8.6.12):

Fo(f) = —%hﬁ(sinhQﬁ)—i—Fw(ﬁ*) . (8.6.13)

Unter der Annahme, dass das Ising-Modell in zwei Dimensionen nur einen einzigen
Phaseniibergang hat, d.h. dass es nur einen Wert fiir § gibt, an welchem die freie
Energie pro Gitterpunkt nicht-analytisch ist, kann dieser Punkt nur der Fixpunkt
der Dualitiitstransformation 3 — 3* sein®. Die Losung der Gleichung

1—e—20

—93
e - -
1+e20

ergibt als Wert fiir die Temperatur des Phaseniibergangs:

1
Be = 51n(1+\/§) ~ 0.440687

8.6.4 Die freie Energie des 2—dimensionalen Ising—Modells

Wir zeigen einen Losungsweg fiir die Bestimmung der freien Energie des 2—
dimensionalen Ising—Modells ohne dufleres Magnetfeld, der auf eine Idee von Feyn-
man zuriickgeht, und von der Darstellung der Zustandssumme als ,,Summation
iiber Polygonziige* ausgeht. Als Vorbereitung betrachten wir zunfichst den einfa-
cheren Fall der Summation iiber alle geschlossenen, unorientierten Wege auf einem
quadratischen Gitter, wobei jeder Weg der Linge [ mit einem Faktor z! gewichtet
wird. Eine Methode, diese Summe zu berechnen, ist z.B. die folgende:

Wir bestimmen zunéchst die Anzahl P(I) aller Wege mit einer Zusammenhangs-
komponente auf dem Gitter, deren Lénge [ ist, und die am Punkte 0 beginnen und
enden. Fiir P(I) gibt es eine einfache Integraldarstellung:

1 ™ ™ . . . . l
P(l) = W/_Skl dky (eF1 o7tk pelke g omih) o (3.6.14)

Im Hinblick auf spitere Uberlegungen soll diese Formel detaillierter abgeleitet wer-
den. Sei

—T

P(liki k) = S P(l;n,m) elfhi +imks (8.6.15)

n,m

die erzeugende Funktion fiir die Anzahl P(l;n,m) der Wege vom Ursprung des
Gitters zu einem Punkt (n,m). Diese erzeugende Funktion erfiillt die Rekursions-
formel

Pk ks) = (eikl +eTik 4 elkz e*i’@) P(l—1,kiks) .  (8.6.16)
Dies ist die Fouriertransformierte der Bedingung
P(l;n,m) = P(-1;n—1,m)+ P(-1;n+1,m)
+P(l-1;n,m—1)+ P(lI—1;n,m+1) |,

3QGébe es zwei Phaseniibergiinge, so wiirden die entsprechenden kritischen Temperaturen durch
die Dualitétstransformation ineinander iiberfiihrt.
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die zum Ausdruck bringt, dass die Anzahl der Wege der Lénge [ zum Punkt (n,m)
gleich der Summe der Anzahl der Wege der Linge [ — 1 zu den Nachbarpunkten
von (n,m) ist. Die Rekursionsformel (8.6.16) hat die offensichtliche Losung

. : : . _
Pk ko) = (elkl +e ik ok e—l’f2) . (8.6.17)

Eine zweite, anschauliche Begriindung dieser Formel als Generator fiir die An-
zahl moglicher Wege auf einem zwei-dimensionalen Gitter ergibt sich aus folgender
Uberlegung: Jeder Faktor in obiger Formel kann als ,, Buchhalter® fiir eine Richtung
interpretiert werden:

eikl ~ - e_ikjl ~ eik2 ~ 7 e_ik2 ~ |

Entwickelt man die rechte Seite von (8.6.17), so erhélt man alle moglichen Kombi-
nationen und Reihenfolgen von Richtungen. Jede dieser Kombinationen kann dabei
eindeutig mit einem Weg auf dem Gitter identifiziert werden. Der Endpunkt (n, m)
ergibt sich aus der Gesamtzahl von waagerechten (n) bzw. senkrechten (m) Schrit-
te, d.h. aus dem Faktor el"k1 +1mk2 (o] G1. (8.6.15)). Die Integration iiber &; in
Gl. (8.6.14) projiziert aus der generierenden Funktion den Anteil P(I;0,0) heraus,
d.h. die Anzahl der geschlossenen Wege der Lénge [.

Da jeder Punkt des Gitters ein Anfangspunkt fiir einen geschlossenen Weg sein
kann, ist noch mit einem Faktor L? zu multiplizieren. Andererseits kann jeder
Punkt eines geschlossenen Weges als Anfangspunkt gewéahlt werden, ein gegebener
Weg wird also [—mal iiberzéhlt. Da iiber unorientierte Wege summiert werden soll,
fiigen wir noch einen Faktor 1/2 ein. Somit erhalten wir fiir die Summation iiber
alle geschlossenen, unorientierten Wege (gewichtet mit einem Faktor x'):

_ lk —ik ik —iko\! 4
7, = 5 G /dklldeE: 14 e—ik1 4 olh2 4o 2)x
= - 2 /dkl/ dks In[1 — 2(cosky + coska)z] . (8.6.18)
7T _

Eigentlich ist zur Berechnung der Zustandssumme noch iiber Zusammenhangskom-
ponenten zu summieren, was aber einer Exponentierung von Z; entspricht. Das
obige Ergebnis entspricht also der gesamten freien Energie eines solchen Systems.

Fiir die Berechnung der Zustandssumme bzw. der freien Energie des Ising—
Modells hat man iiber Polygonziige zu summieren, die sich in zweierlei Hinsicht von
unorientierten Wegen unterscheiden: Es gibt Wege, die einzelne Linien des Gitters
mehrmals durchlaufen und somit keine Polygonziige sind. Auflerdem gibt es ver-
schiedene Wege, die denselben Polygonzug definieren. Dies geschieht immer dann,
wenn sich Wege schneiden: An solchen Schnittpunkten gibt es mehrere Moglich-
keiten fiir die relative Orientierung bzw. den Durchlauf des Weges (vgl. Abb. 8.5).
Man hat also obige Summation einzuschrénken auf solche Wege, die auch gleich-
zeitig Polygonziige sind. AuBerdem machte man das Uberzihlen von Polygonziigen
vermeiden, indem man bei Wegen mit Selbstiiberschneidung nur eine Orientierung
herausgreift.
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I |
| ]

Abb. 8.5: Verschiedene Wege an einem Kreuzungspunkt definieren denselben Po-
lygonzug.

Die entscheidende Idee zur Losung dieses Problems geht auf eine Vermutung
von Feynman zuriick (basierend auf Ideen von Kac und Ward), die spéter von
S. Sherman bewiesen wurde. Feynmans Vermutung war: Gewichtet man in einer
Summation iiber Wege (auch mit mehreren Zusammenhangskomponenten) jeden
Weg mit einem Faktor (—1), wobei Q die Anzahl der Selbstiiberschneidungen der
Wege ist, so entspricht dies einer Summation iiber alle Polygonziige. Auflerdem
hat man noch explizit Wege mit ,,Spikes“ auszuschlieBen, also solche, bei denen
der Weg an einem Punkt zuriickgeht. Die Behauptung ist, dass sich durch die
,Gewichtung“* mit negativen Faktoren die unerwiinschten oder iiberziihligen Wege
gerade herausheben:

> (D% = > ah . (8.6.19)

Wege ohne Spikes Polygone

Der vollstdndige Beweis dieser Vermutung benutzt aufwendige Kombinatorik. Die
Richtigkeit soll hier nur an einigen Beispielen plausibel gemacht werden.

Angenommen 4 Linien eines Polygonzuges treffen an einem Punkt zusammen,
dann gibt es drei verschiedene unorientierte Wege, die denselben Polygonzug defi-
nieren (Abb. 8.5). Zwei dieser Wege sind an diesem Punkt ohne Uberschneidung,
ein Weg hat eine Uberschneidung. Summiert man iiber diese drei Moglichkeiten
mit der entsprechenden Gewichtung, so bleibt nur ein Weg iibrig.

Ein anderes Beispiel sind Wege, die eine Linie zweimal belegen. In diesem Fall
gibt es zu jedem Weg ohne Uberschneidung einen zweiten Weg mit Uberschneidung
(Abb. 8.6), sodass sich beide unerwiinschten Wege gegenseitig wegheben.

Die zweite Beobachtung Feynmans bestand darin, dass sich der Faktor (—1)
— der zunéchst als eine globale Eigenschaft eines Weges erscheint — durch das
Produkt lokaler Beitréige an einem Weg erhalten liasst. Um dies einzusehen, wéhlen
wir folgende Konvention: Macht ein Weg an einem Punkt einen Knick nach rechts,
so erhilt er einen Faktor wgp = exp(’f), macht er einen Knick nach links, so be-
kommt er einen Faktor wy = exp(f%). Lauft er geradeaus, so ist das ,, Gewicht*
w1 = 1, geht er zuriick, so erhélt er das Gewicht wy = 0:

4Der Begriff ,,Gewicht“ im Sinne einer Wahrscheinlichkeit impliziert immer eine positive reelle
Zahl kleiner oder gleich Eins. Im folgenden benutzen wir ihn jedoch auch fiir negative bzw. kom-
plexe Zahlen, die einem Weg zugeordnet werden.
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Abb. 8.6: Zwei ,,unerwiinschte“ Wege, die sich in der Feynmanschen Summation
gegenseitig aufheben.

Diese lokalen Gewichte schlieflen explizit Wege mit Spikes aus. Die Behauptung
ist jedoch, dass das Produkt dieser Gewichte entlang eines Weges im wesentlichen
die Anzahl der Selbstiiberschneidungen ergibt, genauer:

1T w; = (=) (8.6.20)

Vertices ¢ entlang des Weges

Hierbei ist n die Anzahl der Zusammenhangskomponenten des Weges. Auch dieses
Theorem soll nur an einigen Beispielen plausibel gemacht werden.

Zunéchst iiberzeugt man sich, dass in Einklang mit der Formel ein einfacher
Weg um ein Quadrat einen Faktor (—1) erhélt, Entsprechend findet man fiir n
unzusammenhingende Quadrate einen Faktor (—1)". Auflerdem ist der Faktor in-
variant unter lokalen Verinderungen des Weges, die nicht zu Uberschneidungen
fithren oder Uberschneidungen entfernen, z.B.:

P

Schlieflich zeigt man noch, dass eine Uberschneidung bei einem einzelnen an-
gehdngten Quadrat einen Faktor (—1) beitréigt:

12

~ | (-1) 1
7 -

Es bleibt das Problem, eine Summation iiber alle Wege auszufiihren, wobei
jeder Weg mit einem Produkt von Faktoren , gewichtet* wird, die sich lokal aus
den Knicken des Weges ergeben. Dies soll in Analogie zu der Summation iiber

1R
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alle Wege zu Beginn dieses Abschnitts geschehen. Der erste Schritt besteht darin,
eine geeignete erzeugende Funktion fiir Wege der Linge [ (mit den komplexen
Gewichten) zu finden. Da die Gewichte nun von den Richtungséinderungen des
Weges abhéingen, bietet es sich an, eine Funktion

po‘ﬁ(l;klka) = ZPaﬁ(l;n7m) eink1+imk2

n,m

zu suchen, wobei sich die Indizes 8 und a auf die vier moglichen Richtungen zu
Beginn bzw. am Ende des Weges beziehen. Wéhlen wir die Konvention

1~ 7 2 ~ | 3~ — 4 ~ —

so ist z.B. Pi3(I;m, m) gleich der Summe {iber alle Wege vom Ursprung des Gitters
zum Punkt (n,m), die in Richtung ,,7“ beginnen — d.h. der erste Schritt ist in
Richtung (0,1) — und nach dem letzten Schritt in Richtung ,—* zeigen, d.h. der
néchste Schritt miisste zum Punkt (n 4 1,m) gehen. AuBerdem enthélt P,g(l) die
Produkte der Phasenfaktoren fiir die Richtungséinderungen des Weges.

P,s(l) erfiillt wieder eine Rekursionsformel vergleichbar mit (8.6.16) und lésst
sich als I-te Potenz der Matrix P = P, (1) schreiben, die durch

eik’g 0 eikgw eikgw—l

- 0 e—ikz e—ik‘gw—l e—ikgw
P(klak2) = eiklw‘l eiklw eikl 0 (8.6.21)

efiklw efiklwfl 0 e*ikl

(w = exp(in/4)) gegeben ist. Die Matrixelemente lassen sich folgendermafien in-
terpretieren: Jeder Schritt nach oben (unten, rechts, links) erhilt einen Faktor
eikz (e_ikQ, elk1 , e~ k1 ), dies entspricht der Konvention, die auch zu Beginn dieses
Abschnitts gewithlt wurde (Gl. (8.6.16)). AuBerdem enthiilt P,s noch die lokalen
»,Gewichte“: 0 fiir Paare (a, 3), die entgegengesetzten Richtungen entsprechen, 1
auf der Diagonalen (d.h. der Weg verliuft geradeaus) und einen Faktor w bzw. w™!
fiir einen Rechts— bzw. Linksknick des Weges.

Mit Hilfe der Matrix Is(k:l,kg) ldsst sich die Summe iiber alle geschlossenen
Wege der Liange [ leicht bestimmen:

1 T T 5
P(l) = W/fkl 77:1]6’2 Sp P'(k1, k2)

Dabei bewirkt die Integration iiber ki, ks wieder eine Projektion auf geschlossene
Wege. Die Spur impliziert, dass fiir einen geschlossenen Weg die Richtung, in wel-
cher der Weg nach dem [-ten Schritt zeigt, gleich der Anfangsrichtung sein muss,
und iiber die vier méglichen Anfangsrichtungen summiert wird.

Die verbleibende Rechnung folgt direkt dem Beispiel der Summation iiber Wege
zu Beginn dieses Abschnitts. Fiir die freie Energie des Systems erfolgt die Summe
nur iiber Wege mit einer Zusammenhangskomponente, jeder Weg erhélt aber einen
Faktor (—1), was in der Zustandssumme zu einem Faktor (—1)™ fithrt (vgl. die
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Bemerkungen zu Gl. (8.6.20)). Auflerdem erhélt jeder Weg einen Faktor 1/2, da
er in zwei Richtungen durchlaufen werden kann, sowie einen Faktor 1/, da jeder
Punkt des Weges Ursprungspunkt sein kann. Sei

q = I;m( Z (tanhﬁ)l>

Polygonziige

so erhalten wir:

1
¢ = 55 /dklldkg Sp Z Pl (k1,k2) (tanh B)!
1
= 50 / dkq dk‘g Sp 111[1 — (k‘l,kg) tanhﬁ]
= % /dk1/ dky Indet [1 — P(ky, k) tanh 3]

Man vergleiche diese Formel mit der entsprechenden Formel (8.6.18) fiir die Sum-
mation iiber alle Wege. Berechnet man die Determinante und setzt die Formeln
des letzten Abschnitts ein, so ergibt sich fiir die freie Energie:

—BFs% (8.6.22)
<1n2+ / dkl/ dks; In cosh 23 — sinh 25(cos k1 +cosk2)]>

Aus der freien Energie erhalten wir durch differenzieren nach 3 die innere Energie
bzw. in der zweiten Ableitung die spezifische Warme

E:gﬁ(ﬂF) cV:(;;E
Die spezifische Wirme hat im 2-dimensionalen Ising—Modell eine logarithmische
Singularitét bei T, d.h. in der Nihe des kritischen Punktes gilt ¢y o —In |T' — T¢|.
Der Phaseniibergang ist nach der allgemeinen Klassifikation also 2. Ordnung.

In der Abbildung 8.7 ist die innere Energie als Funktion von 3 dargestellt. Man
erkennt eine verstéirkte Temperaturabhéngigkeit in der Néhe des kritischen Punktes
Bc =~ 0.44. Zum Vergleich ist auch die Hoch— bzw. Tieftemperaturentwicklung fiir
die innere Energie bis zu der Ordnung angegeben, die wir im ersten Abschnitt dieses
Kapitels berechnet haben (Gl. (8.6.3) und (8.6.6)). Mit Ausnahme eines kleinen
Bereiches um den kritischen Punkt (0.4 < 8 < 0.5) geben diese Ndherungsverfahren
das Verhalten der inneren Energie bereits ausgezeichnet wieder.

8.7 Das Monte Carlo Verfahren

Abschlieflend wollen wir ein numerisches Verfahren der statistischen Mechanik vor-
stellen: die Monte-Carlo Simulation. Mit der Entwicklung immer leistungsféhigerer
Computer wurde die Monte Carlo Simulation in den letzten Jahrzehnen zu dem
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0,5 -

Abb. 8.7: Innere Energie als Funktion von (3 fiir das 2—-dimensionale Ising—Modell.
Die gestrichelten Linien entsprechen der Hoch— bzw. Tieftemperaturentwicklung.

vielleicht wichtigsten numerischen Verfahren der statistischen Mechanik, insbeson-
dere im Bereich der Gittermodelle. Fiir Gittermodelle der Elementarteilchenphysik
(vgl. Abschnitt 8.3.3) wurde es in den letzten Jahren ein wesentliches Hilfsmittel
zur Bestimmung phédnomenologischer Gréflen, wie z.B. von Massen von Elemen-
tarteilchen.

8.7.1 Das Monte Carlo Verfahren als Markov—Prozess

In der statistischen Mechanik wollen wir Erwartungswerte von Funktionen auf Kon-
figurationsrdumen berechnen:

S FIC) exp(~pE[C)
> exp(—BE[C))

Selbst fiir diskrete lokale Freiheitsgrade ist der Konfigurationsraum viel zu grof,
als dass Computer diese Summationen ausfithren kénnen. Das Ising-Modell auf
einem 10 Gitter hat 21990 ~ 103 Konfigurationen. Das ist mehr als der schnellste
Computer im bisherigen Alter der Universums auch nur hitte aufzihlen kénnen.

(F)

Die meisten Konfigurationen werden wegen ihres geringen Gewichtes zu die-
sen Erwartungswerten im allgemeinen einen verschwindenden Beitrag liefern. Das
Monte-Carlo-Verfahren geht von der Idee aus, dass die iiblichen Erwartungswerte
schon durch Auswertung und Mittelwertbildung der Observablen auf einem ge-
eigneten Satz von unabhiingigen ,typischen“ Konfigurationen {C4,...,Cn} an-
gendhert werden kénnen:

(F) ~ %ZF[CZ-] . (8.7.1)
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Die Wahrscheinlichkeit, mit der eine Konfiguration C; in dieser Auswahl vertre-
ten ist, sollte proportional zum Boltzmann-Faktor e #Z[C] sein. Die Problemstel-
lung ist somit: Wie verschafft man sich NV moglichst unabhéngige Konfigurationen
C;, die diese Eigenschaft erfiillen ?

Das Monte-Carlo Verfahren ist im wesentlichen ein Markov-Prozess, d.h. ein
stochastischer Prozess, bei dem die Wahrscheinlichkeit, im i-ten Schritt von einer
Konfiguration C' zu einer Konfiguration C’ zu gelangen, nicht von der Vergan-
genheit des Prozesses abhéngt. Dieser wird beschrieben durch die Vorgabe der
Wahrscheinlichkeit P(C' — C") fiir den Ubergang von Konfiguration C zu C’. Sei
Q = {C} die Menge aller Konfigurationen und F = {F|F : Q — IR} der Vektor-
raum aller Funktionen iiber Q. Auf diesem Vektorraum ist P(C — C’) =: Por ¢
eine lineare Abbildung (Matrix) mit folgenden Eigenschaften:

Porc >0 E:Pbc =1 . (8.7.2)
C’'eq

Diese Eigenschaften charakterisieren eine Markov—Matrix (manchmal auch ,,stocha-
stische Matrix* genannt). Auflerdem soll es eine natiirliche Zahl n geben, sodass
fiir je zwei Konfigurationen C und C’ gilt:

Z Per C'n,71PCn71 Cn,z---PC&C = Pg/c > 0 . (873)
C1,00,Cp1

Diese Eigenschaft bedeutet insbesondere, dass es mit dem durch P definierten
Markov—Prozess moglich ist, von jeder Konfiguration C' zu jeder Konfiguration C’
zu gelangen (,,Ergodizitiit des Markov—Prozesses) .

Eine Folgerung des Satzes von Frobenius und Perron (siehe Abschnitt 8.4.3)
ist, dass eine Markov—Matrix mit der Eigenschaft (8.7.3) einen nichtentarteten,
maximalen Eigenvektor zum Eigenwert 1 hat. Sind w[C] die Komponenten des
Eigenvektors von P zum Eigenwert 1, so gilt (eventuell nach Multiplikation des
Vektors mit einer geeigneten Konstanten): w[C] >0 VC und ), w[C] = 1. Daraus
kann man folgern, dass

1. lim,, oo P™ = P existiert, und
2. P » = w[C’'] unabhéngig von C.

Somit folgt fiir jeden Vektor po(C') mit ), po(C) = 1 die Gleichung

Y PE o po(C) = wlCT] (8.7.4)
C

insbesondere auch fiir po(C) = d¢,¢,. Startet man also mit einer beliebigen Kon-
figuration Cjy, so generiert der Markov Prozess nach ,unendlich“ vielen Schritten
Konfigurationen C mit einer Wahrscheinlichkeit w[C]. In praktischen Anwendungen
ist modellabhéngig zu entscheiden, wie grol n sein muss, damit P™ mit geniigender
Genauigkeit nicht mehr von der Anfangskonfiguration Cj abhéingt.
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Wie wir gleich zeigen werden, ist eine hinreichende Bedingung dafiir, dass eine
vorgegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung w[C] gerade Eigenvektor eines Markov-
Prozesses Por ¢ zum Eigenwert 1 ist, die sogenannte Bedingung des detaillierten
Gleichgewichts (detailed balance):

PC’C ”LU[C] = PCC’ w[C’] . (875)

Anschaulich besagt diese Gleichung, dass in einem dynamischen System der Pro-
zess C — (' ebenso hiufig stattfindet wie der Prozess C' — C, also eine Art
,FlieBgleichgewicht* herrscht. Die Hiufigkeit des Prozesses C — C’ ist dabei das
Produkt aus der Wahrscheinlichkeit w[C], dass Konfiguration C' vorliegt, multi-
pliziert mit der Wahrscheinlichkeit Pg: ¢, bei der vorgegebenen Dynamik von C
nach C’ zu gelangen. Man beachte, dass in der Bedingung des detaillierten Gleich-
gewichts die Normierung von w[C] herausfillt, es geniigt somit die Kenntnis der
Boltzmann-Faktoren e~ #F[Cl,

Zum angekiindigten Beweis summiert man beide Seiten der Gleichung (8.7.5)
tiber C’, was wegen der Markov-Eigenschaft (8.7.2) zu der Gleichung

ZPCC’ wl[C'] = w[C]
Ve

fithrt. w[C] sind also in der Tat die Komponenten des Eigenvektors der Matrix P
zum Eigenwert 1.

8.7.2 Realisationen des Monte—Carlo Markov-Prozesses

Fast alle Algorithmen konstruieren C;, schrittweise durch lokale Anderungen von
C;. Dabei wird die Konfiguration C; nur an einem Gitterpunkt (bzw. einer Gitterli-
nie) verdndert. Die Konfigurationen, die man auf diese Weise erhélt, unterscheiden
sich zunédchst nur wenig voneinander, d.h. sie sind korreliert. Selbst wenn man die
lokalen Anderungen an jedem Gitterpunkt vorgenommen hat, ist die neue Konfi-
guration immer noch ,sehr nahe“ an der alten. Solche Autokorrelationen sind bei
der Berechnung der Fehler zu beriicksichtigen, bzw. das Verfahren muss sehr oft
angewandt werden, um nahezu unabhingige Konfigurationen fiir die Berechung der
Erwartungswerte zu generieren.

Im folgenden seien die beiden géngigsten Verfahren zur Realisation des Markov—
Prozesses kurz skizziert:

Das Metropolis-Verfahren

Die Wahl einer neuen Konfiguration C;y; erfolgt beim Metropolis Verfahren in
zwei Schritten:

1. Zunichst wihlt man — ausgehend von C; — eine neue Konfiguration C’ mit
einer Wahrscheinlichkeit p;, die der Bedingung p1(C; — C') = p1(C' —
C;) geniigt. Dies geschieht meist durch eine lokale, von einer Zufallszahl
bestimmten Verdnderung von C;.
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2. In einem zweiten Schritt, der die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts
erfiillt, entscheidet man mit einer Wahrscheinlichkeit po(C; — C”), ob C’
akzeptiert werden soll — und somit C;y; = C’ wird — oder nicht, in diesem
Fall ist C;11 = C;. Dazu vergleicht man eine im Intervall [0, 1] gleichverteilte
Zufallszahl r mit dem Verhiltnis der Boltzmann—Faktoren:

Cit1 = C' falls  exp(B(E[Ci] - E[C'])) >
Ciy1 = C; sonst

Ist E[C'] < E[C}] (die neue Konfiguration also energetisch giinstiger), so wird
sie immer akzeptiert. Anderenfalls ist die Akzeptanz zufillig: je ungiinstiger
die neue Konfiguration, desto unwahrscheinlicher die Akzeptanz.

Das ,,heat bath“— Verfahren

Eine offensichtliche Losung der detailed balance Bedingung ist
P(C—C") = w[C

Man bestimmt also die neue Konfiguration C’ direkt nach der Boltzmann—
Verteilung w[C’] (daher der Name ,heat bath®), unabhéngig von der vorherigen
Konfiguration C. In den praktischen Realisierungen geschieht dies fiir einen lokalen
Freiheitsgrad:

Sei z.B. s der Wert des lokalen Freiheitsgrades am Punkte m, fiir welches der
yup-date“ gemacht werden soll, und {sj} seien die Werte an allen anderen Gitter-
punkten, d.h. C; ~ (s, {sx}). Dann ist

exp(—ﬁE[& {sk}]
> exp(—PE[s, {sk}])

eine von {s;} abhingige Verteilungsfunktion fiir s, und man erhélt

Pl(s,{sr}) = (', {se})] = w(s") .

Man wihlt C;y1 = (r, {sk}), wobei r eine Zufallszahl ist, welche nach der Vertei-
lungsfunktion w(r) generiert wurde. Da @ noch von den anderen Freiheitsgraden
{si} abhéngt, ist dieses Verfahren oft schr aufwendig.

Die Suche nach effektiveren, teilweise modellspezifischen Algorithmen, hat in
den letzten Jahren eine Fiille von Verfahren zur Realisation von P[C' — C'] gelie-
fert. Insbesondere sogenannte Cluster—Algorithmen (bei denen die Freiheitsgrade
auf ganzen Gebieten des Gitters — den Clustern — gleichzeitig verédndert werden)
ermoglichen oft eine erhebliche Verringerung der Rechenzeiten.

w(s) =

(8.7.6)
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9 Systeme am Phaseniibergang

Wir haben in den fritheren Kapiteln schon mehrere Systeme behandelt, die Pha-
seniibergéinge aufwiesen: das ideale Bosegas, das van der Waals—System und
das Ising—Modell. In den beiden erstgenannten Fillen handelt es sich um Pha-
seniibergénge erster Ordnung, der Phaseniibergang im Ising-Modell ist fiir ver-
schwindendes #ufleres Magnetfeld zweiter Ordnung. In diesem Kapitel wollen wir
uns allgemein mit der Theorie der Phaseniibergénge beschéftigen und die wichtig-
sten Modelle zur Beschreibung von Systemen an kritischen Punkten untersuchen.

Wir werden zunéchst nochmals die Bedeutung der Symmetriebrechung bei Pha-
seniibergéingen diskutieren. Anschliefend definieren wir die kritischen Exponenten,
die das Verhalten eines Systems in der Niahe eines Phaseniibergangs charakteri-
sieren. Es folgen einige Ansétze zur Beschreibung von Phaseniibergéingen, die wir
insbesondere im Hinblick auf ihre Vorhersagen der kritischen Exponenten untersu-
chen: das van der Waalssche System fiir den Ubergang fliissig-gasformig und die
Weiss’sche Theorie fiir den Phaseniibergang in Ferromagneten, weiterhin die Mole-
kularfeldndherung und die Landau—Theorie, die auch Aussagen iiber das Verhalten
von Korrelationsfunktionen am kritischen Punkt machen. Abschlieend diskutie-
ren wir das Skalenverhalten bzw. die Selbstéihnlichkeit von Systemen am kritischen
Punkt (Widom—, Kadanoff-Scaling) und die Relationen zwischen verschiedenen
kritischen Exponenten, die aus allgemeinen Annahmen iiber das Skalenverhalten
folgen. In diesem Zusammenhang erldutern wir auch die Methode der Renormie-
rungsgruppentransformation.

9.1 Ordnungsparameter und
Symmetriebrechung

Wir hatten zu Beginn des Kapitels iiber Gittermodelle schon eine Beschreibung des
Phaseniibergangs im Ferromagneten gegeben. Wir wollen zunéchst diese Beschrei-
bung dahingehend verallgemeinern, dass auch der Einfluss eines dufleren Feldes
beriicksichtigt wird. Dieser qualitativen Beschreibung kénnen wir einige fiir Pha-
seniibergéinge allgemein giiltige Regeln entnehmen. AnschlieBend formulieren wir
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das Konzept der Symmetriebrechung und des Ordnungsparameters von einem mehr
formalen Standpunkt.

9.1.1 Qualitative Beschreibung der Symmetriebrechung

Im ferromagnetischen Zustand sind die Spinmomente gleichgerichtet, d.h. der Zu-
stand ist geordnet. Der Grad der Ordnung wird durch die Magnetisierung M ge-
messen, die man in diesem Sinne als Ordnungsparameter bezeichnet. Das Magnet-
feld B ist die zu M konjugierte thermodynamische Variable. Im geordneten Zu-
stand zeichnet die Richtung der Magnetisierung eine Vorzugsrichtung im Raum aus.
Beziiglich Drehungen ist also der geordnete Zustand unsymmetrisch. Fiir B # 0
ist schon durch das &duflere Feld B in der Hamiltonfunktion eine Vorzugsrichtung
ausgezeichnet, nach der sich die Magnetisierung einstellen wird. In diesem Falle ist
die Drehsymmetrie durch das &uflere Feld B explizit gebrochen. Fiir B = 0 wird
bei Unterschreitung der Ubergangstemperatur von dem System spontan eine Ma-
gnetisierungsrichtung M gewihlt; jede andere Richtung von M wére ebensogut
moglich. In diesem Falle spricht man von spontaner Symmetriebrechung, weil der
realisierte Zustand eine geringere Symmetrie als die Hamiltonfunktion bzw. das
Energiefunktional hat. Fiir B # 0 springt die Magnetisierung, wenn die Ubergang-
stemperatur unterschritten wird; es liegt ein Phaseniibergang erster Ordnung vor.
Fir B = 0 hingegen wird der Ordnungsparameter M bei T = T stetig, wenn
auch mit unstetigen Ableitungen von dem Wert M = 0 zu der spontanen Magne-
tisierung M # 0 iibergehen. Fiir B = 0 ist der Phaseniibergang kontinuierlich, der
Punkt (B = 0,T = T¢) ist ein sogenannter kritischer Punkt des Systems, an dem
ein Phaseniibergang erster Ordnung kontinuierlich wird.
Dem Beispiel des Ferromagneten entnehmen wir folgende allgemeine Regeln:

e Konfigurationen zu niedriger Energie haben ein hoheres Mafl an Ordnung
aber einen geringeren Grad an Symmetrie. Konfigurationen mit hoher Entro-
pie sind der Tendenz nach ungeordnet und symmetrisch. Bei der Minimierung
der freien Energie im Gleichgewicht,

F=FE-TS,

muss ein Kompromiss zwischen zwei gegenldufigen Tendenzen gefunden wer-
den:
Ordnung <= Symmetrie

oder, in anderen Worten
kleine Energie <= grofie Entropie .

Fiir grofe Temperaturen 7" wird der Entropieterm tiberwiegen, fiir kleine 7'
der Energieterm. Am Ubergangspunkt eines Phaseniibergangs schligt das
Gleichgewicht zwischen beiden Tendenzen um.

e Ein Maf fiir die Ordnung eines Zustandes ist durch den Ordnungsparameter
M gegeben. Bei einem Phaseniibergang erster Ordnung ist die Symmetrie
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durch einen nicht verschwindenden Wert der zu M konjugierten Variablen B
explizit in der Hamiltonfunktion gebrochen. Der Wert von M springt beim
Phaseniibergang erster Ordnung.

e Bei einem kontinuierlichen Phaseniibergang tritt spontane Symmetriebre-
chung auf. Die zu M konjugierte Variable verschwindet und M &ndert sich
am Ubergangspunkt stetig.

9.1.2 Mathematische Formulierung der Symmetriebrechung

Wir wollen zunéchst den Unterschied zwischen der ,,Symmetrie einer Observablen®,
der , Symmetrie eines Systems“ und der ,,Symmetrie eines Zustands* formalisieren.

Es sei die Darstellung einer Gruppe G auf der Menge der Observablen gegeben?.
D.h. zu jeder Observablen F' gibt es eine Observable F'Y9, die man durch die Wirkung
von g € G auf F erhilt. In einem Quantensystem ist die Symmetrie im allgemeinen
durch eine unitéire oder antiunitire Transformation realisiert, und es gilt:

F9 = U(g)FU(g)*t . (9.1.1)

Klassisch ist oft die Wirkung von G auf den Konfigurationen oder den Punkten im
Phasenraum gegeben g : C' — C9. Fiir eine Observable, d.h. eine Funktion auf dem
Konfigurationsraum, gilt dann:

FI[C] = Flc9 ] . (9.1.2)

1. Eine Observable heifit invariant unter G, wenn fiir alle g € G gilt F9 = F'.
Fiir ein Quantensystem bedeutet dies [F,U(g)] = 0; im klassischen Fall ist
F[C] = F[CY].

2. Ein System heifit invariant unter G, wenn die Energie eine invariante Obser-
vable ist: HY = H.

3. Ein Zustand w, d.h. ein Erwartungswertfunktional auf der Menge der Obser-
vablen, heifit invariant, wenn fiir jede Observable F' gilt:

w(F) = w(F9) VgedG.

Ist nicht nur die Energie H invariant unter einer Gruppe G, sondern haben samtli-
che beobachtbaren Grofien, also sdmtliche Observable, diese Eigenschaft, so spricht
man von einer Redundanzsymmetrie: Diese Symmetrie ist nicht beobachtbar. Bei-
spiele fiir Modelle mit Redundanzsymmetrien sind Eichtheorien.

Ein Ordnungsparameter zu einem Phaseniibergang ist eine Observable M, fiir
die gilt:

wr(M) = 0 (PhaseI) und wrr(M) # 0 (PhaseII) . (9.1.3)

IWir unterscheiden im folgenden nicht zwischen der Darstellung der Gruppe und der Gruppe
selber.
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Fiir einen Phaseniibergang, der mit einer Symmetriebrechung verbunden ist, las-
sen sich Ordnungsparameter aus Observablen definieren, deren Mittelung tiber die
Gruppentransformationen verschwindet?:

M = %ZMQ =0 (9.1.4)
| |g€G

(|G| ist die Michtigkeit bzw. das Volumen der Gruppe). Fiir den Erwartungswert
von M in einem invarianten Zustand folgt daraus:

wM) =0

Ist der Zustand hingegen nicht invariant, so gibt es Observable, fiir die M = 0,
hingegen w(M) # 0. Jede Observable mit dieser Eigenschaft eignet sich als Ord-
nungsparameter zu einem Phaseniibergang mit Symmetriebrechung. Ubrigens muss
eine Symmetrie zu einer Gruppe G nicht vollstdndig gebrochen werden, d.h. der
Zustand kann nach wie vor invariant unter einer Untergruppe von G sein.

Man konnte zunéchst vermuten, dass aus der Invarianz eines Systems auch die
Invarianz des Gleichgewichtszustandes folgt. Dies gilt in der Tat fiir den Zustand,
der durch die Dichtematrix bzw. Dichteverteilung der kanonischen Gesamtheit de-
finiert ist:

w(F) = Spp(H)F = Sp [U(g)p(H)U(g9)"][U(g) FU(9)"] =
= Sp p(HY)FI = w(FY)

Entsprechend erhélt man fiir invariante Boltzmann—Faktoren:
1 ~BE[C;
(F) = EZF[CJG BEIC]
_ 1 9 o—BE[CY] _ 1 91 o—BE[C;
_ EZF[CZ']G BEICY] _ E;F[q]e BE[C;]
= (F7)

Dies widerspricht der Erfahrung, nach der z.B. ein Ferromagnet eine Magneti-
sierung besitzt. Der physikalische Grund fiir diesen scheinbaren Widerspruch liegt
in einer Verletzung der Forderung ,,Ensemblemittel= Zeitmittel“: Fiir die typischen
Beobachtungszeiten findet man, dass nur ein eingeschréankter Satz von Konfigura-
tionen zum Zeitmittel beitragt, wihrend hingegen das Ensemblemittel alle Konfigu-
rationen beriicksichtigt. Endliche Systeme zeigen in der Tat strenggenommen keine
Symmetriebrechung, allerdings sind die typischen Zeiten, in denen z.B. ein Ferro-
magnet seine Magnetisierungsrichtung éndert, sehr grof}; sie wachsen exponentiell
mit dem Volumen des Systems an.

Da die Dichtematrix bzw. Dichteverteilung px zur kanonischen Gesamtheit nur
fiir endlich viele Freiheitsgrade definierbar ist (vgl. die Diskussion zu Beginn von

2Ist die Gruppe nicht endlich, so ist die Summe durch ein invariantes Integral iiber die Gruppe
zu ersetzen. Eine invariante Integration (Haar-MaB) existiert immer fiir kompakte Gruppen.
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Abschnitt 4.1.3), lisst sich fiir den durch pg definierten Zustand der Mechanismus
der spontanen Symmetriebrechung zunéchst nicht verstehen. Es gibt zwei Moglich-
keiten, diese Schwierigkeit zu umgehen, auf die wir kurz eingehen wollen.

Eine Moglichkeit besteht in einer expliziten Symmetriebrechung, z.B. durch die
Wahl der Randbedingungen, durch Einschrinkung des Konfigurationsraumes oder
durch Ankopplung duflerer Felder. Im thermodynamischen Grenzfall sollte z.B. der
Erwartungswert der Magnetisierung in der Tieftemperaturphase auch dann von
Null verschieden sein, wenn man das Magnetfeld gegen Null gehen lésst:

o 1
(M) = Jim i orsSp o (V. B)M £ 0 (T<T,) (9.1.5)

Das Ergebnis héngt also von der Reihenfolge der Grenzwertbildungen B — 0 und
V — oo ab.

Eine zweite Moglichkeit, eine spontane Symmetriebrechung zu erkennen, be-
steht in der Definition eines Ordnungsparameters, der nicht invariant unter der
Gruppe ist, trotzdem aber die Eigenschaften (9.1.3) besitzt. Dieses Verfahren ha-
ben wir schon beim Beweis fiir die Existenz eines Phaseniibergangs im Ising—Modell
benutzt (Abschnitt 8.6.2). Sei M (x) eine Observable, deren Gruppenmittel ver-
schwindet, und die in einer Umgebung des Punktes x definierbar ist. Dann kann
man als Ordnungsparameter definieren:

W= lm lm %Sp pic(V) M(z) M(0) . (9.1.6)

Man untersucht also die Korrelation zwischen dem Wert der Observablen am Punk-
te x und am Punkte 0. In einer Phase ohne Symmetriebrechung werden die Kor-
relationen verschwinden, wenn der Abstand zwischen z und 0 gegen Unendlich

geht. In einer gebrochenen Phase hingegen konnen diese Korrelationen von Null
verschieden sein, wie wir es beim Ising-Modell gezeigt haben.

9.1.3 Ordnung eines Phaseniibergangs

Allgemein ist ein Phaseniibergang dadurch definiert, dass im thermodynamischen
Grenzfall die freie Energie pro Volumen als Funktion ihrer Parameter (Temperatur,
dufleres Magnetfeld, etc.) nicht analytisch ist. Da die verschiedenen Gesamtheiten
im thermodynamischen Grenzfall dquivalent werden sollten, kann man auch von
jedem anderen thermodynamischen Potential ausgehen. Die Anzahl der moglichen
stetigen Ableitungen definiert die Ordnung eines Phaseniibergangs: Ein Ubergang
heifit Phaseniibergang n.ter Ordnung, wenn das thermodynamische Potential (n—1)—
mal stetig differenzierbar ist. Insbesondere ist die Ableitung der freien Energie nach
der konjugierten Variablen zum Ordnungsparameter der Erwartungswert des Ord-
nungsparameters selber. Bei einem Phaseniibergang erster Ordnung ist der Erwar-
tungswert des Ordnungsparameters somit nicht kontinuierlich, sondern weist einen
Sprung auf. Bei Phaseniibergéingen hoherer Ordnung hingegen ist der Ordnungspa-
rameter eine stetige Funktion seiner Parameter, hingegen haben seine Ableitungen
Singularitéten.
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Die Abbildungen 9.1 skizzieren das typische Verhalten des Ordnungspara-
meter und der spezifischen Wérme bei diskontinuierlichen und kontinuierlichen

Ubergingen.
Py

T. T
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T, T

a)
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T T
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Abb. 9.1: Verhalten des Ordnungsparameters und der spezifischen Warme bei
einem (a) diskontinuierlichen Phaseniibergang (Phaseniibergang erster Ordnung);

(b) kontinuierlichen Phaseniibergang (zweiter Ordnung).

In Abschnitt 2.10.3 haben wir die Ordnung eines Phaseniibergangs durch die
Anzahl stetiger Ableitungen des chemischen Potentials definiert. Dies entspricht der
Ehrenfestschen Klassifikation. Da sich das chemische Potential aus der Ableitung
der freien Energie nach der Teilchenzahl ergibt, erhilt man einen Spezialfall obiger

Definition.

In Tabelle 9.1 sind die drei Phaseniibergéinge, die wir bisher betrachtet haben,
zusammen mit typischen Ordnungsparametern sowie den zugehorigen konjugierten

Variablen nochmals zusammengefasst.

Anmerkungen:

1. Der Ordnungsparameter zum Ubergang fliissig-gasformig ist die Dichtedif-
ferenz zwischen der fliissigen und der gasférmigen Phase, die in dem kriti-
schen Bereich des Phaseniibergangs erster Ordnung nebeneinander existieren
konnen. Die zugehorige konjugierte Variable ist die Differenz der chemischen
Potentiale, wobei man die fliissige und gasférmige Phase wie zwei verschie-
dene Bestandteile des Systems auffasst. Ein dhnliches Verhalten hatten wir

auch fiir die Kondensation im Bosegas gefunden.
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Beispiele fiir Phaseniibergénge S;ir;lél‘isr_ E;:g;ﬁirte
(i) gasformig — fliissig ny —ng Lf — g
(ii) paramagnetisch — ferromagnetisch M B
(iii) normalfluid — suprafluid (T) P

Tab. 9.1: Beispiele fiir Phaseniibergénge, die jeweiligen Ordnungsparameter und
die zugehorigen konjugierten Variablen.

Statt der Dichtedifferenz kann man auch die Differenz im spezifischen Volu-
men zwischen fliissiger und gasformiger Phase als Ordnungsparameter benut-
zen. Die zugehorige konjugierte Variable ist dann der Druck.

2. Fiir den Phaseniibergang im Ferromagneten, der streng genommen einen
Ubergang von paramagnetischem zu ferromagnetischem Verhalten darstellt,
ist die Magnetisierung ein geeigneter Ordnungsparameter. Die konjugierte
Variable ist ein dueres Magnetfeld. Der Phaseniibergang ist von zweiter Ord-
nung.

3. Im Falle (iii) ist (¥) € € der Erwartungswert der Wellenfunktion des Konden-
sates. (¥) # 0 ist die quantenmechanische Formulierung der Aussage, dass der
Grundzustand makroskopisch besetzt ist. Die Symmetriegruppe ist eine U (1),
welche die globale Phase der Wellenfunktion veréndert. Werte ® # 0 sind ex-
perimentell nicht realisiert (ihnlich wie p # 0 fiir Photonen nicht realisiert
werden kann, siehe Abschnitt 6.8), es tritt ein kontinuierlicher Phaseniiber-
gang auf. Ein ganz entsprechendes Verhalten findet man auch in Supraleitern
fiir den Phaseniibergang von der normalleitenden zur supraleitenden Phase.
In diesem Fall ist ¥ die Wellenfunktion der Cooper—Paare.

9.2 Kritische Exponenten

Besonders bemerkenswert sind die Erscheinungen in der Nihe von kritischen Punk-
ten (kritische Phinomene). In diesem Fall hat man mit langreichweitigen, grolen
Fluktuationen des Ordnungsparameters M bei Anniherung an den kritischen
Punkt zu rechnen. Fiir T — T¢ wird die Korrelationsldnge der Fluktuationen so-
gar gegen Unendlich gehen. In dieser Situation sind unendlich viele Freiheitsgrade
stark miteinander verkoppelt.

In der N#he des kritischen Punktes wird der Zusammenhang zwischen den Ab-
weichungen der Zustandsgrofien von ihren kritischen Werten (bis auf logarithmische
Korrekturen) durch Potenzgesetze gegeben sein. Diese bestimmen das singulire
Verhalten der Erwartungswerte bzw. der Ableitungen der freien Energie nach ih-
ren Parametern. Ein weiteres Argument fiir das Auftreten von Potenzgesetzen am
kritischen Punkt liegt am Verlust jedes Léangenmafistabes im System fiir T — T¢.
Das System wird dann auf verschiedenen Léangenskalen sich selbst &hnlich sein,
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was oft zu einer vollstdndigen Beschreibung des Systems fithrt. Wir werden diesen
Gesichtspunkt gegen Ende dieses Kapitels genauer untersuchen (9.8 und 9.9).

Allgemein lassen sich zwei Sétze von kritischen Exponenten unterscheiden: Zum
einen gibt es die kritischen Exponenten, die sich rein aus dem thermodynamischen
Verhalten bestimmen lassen, d.h. aus dem thermodynamischen Potential durch
Ableitung nach den Parametern. Zum anderen gibt es kritische Exponenten, die
mit dem Verhalten der Korrelationsfunktionen verkniipft sind.

Kritische Exponenten des thermodynamischen Potentials

Wir definieren zunéchst die kritischen Exponenten, die sich aus dem thermody-
namischen Potential bestimmen lassen. Dabei beschréinken wir uns auf das Beispiel
der freien Energie (3, B), aufgefasst als Funktion von § sowie der zum Ordnungs-
parameter M konjugierten Variablen B. F' bezeichnet in diesem Abschnitt die
freie Energie pro Volumen, und M ist ebenfalls ein intensiver Ordnungsparameter,
z.B. die Magnetisierung pro Volumen. Der kritische Punkt sei durch 7, und B, =0
gegeben. Dann definiert man folgende kritischen Exponenten:

(o) Spezifische Wirme als Funktion der Temperatur:

T T T>T,

0*(BF
o«T,B=0) = — 3 a(ﬂ2 ) ~ (9.2.1)
5 1p=o T —T.|~ T<T,
(8) Ordnungsparameter als Funktion der Temperatur:
10F
M(T,B=0) = —— ~ |T-T,)° (T'<T,) . 9.2.2
( ) 39B|,_, | 7 ) (9.2.2)

() Suszeptibilitdt zur konjugierten Variablen B als Funktion der Temperatur:

92F |T_Tc‘—'y T<T,

(9.2.3)

B=0 T —T.|="" T >T.

(6) Ordnungsparameter als Funktion der konjugierten Variablen auf der kriti-
schen Isothermen:

M(T.,B) = —=——= ~ BY9 . (9.2.4)
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Kritische Exponenten der Korrelationsfunktionen

Jede Korrelationsfunktion, die am kritischen Punkt langreichweitiges Verhalten
zeigt, erlaubt die Definition von zwei kritischen Exponenten: der Exponent v zur
Korrelationslénge als Funktion der Temperatur, zum anderen das Potenzverhalten
der Korrelationsfunktion bei der kritischen Temperatur selber, gegeben durch 7.

Insbesondere fiir die Korrelationsfunktion des Ordnungsparameters wird man
am kritischen Punkt ein langreichweitiges Verhalten erwarten kénnen. Sei M (0) der
Ordnungsparameter in der Umgebung des Punktes 0 und M (z) der entsprechend
translatierte Ordnungsparameter in der Umgebung von z. Fiir T # T, wird die
Korrelationsfunktion (vgl. Gl. (8.4.15)) exponentiell abfallen:

G(z) == (AM(0)AM(z)) ~ e 1l/& (A =m— () . (9.25)
Hierbei ist £(T) die Korrelationslinge zum Ordnungsparameter. Bei T' = T ist
&(T.) = 0. Die beiden kritischen Exponenten zur Korrelationsfunktion sind:

(v) Korrelationslinge als Funktion der Temperatur:

§T) ~ [T =T . (9.2.6)

(n) Potenzverhalten der Korrelationsfunktion bei der kritischen Temperatur:

1

(AM(0) AM (z))|r=r. ~ [Pz

(9.2.7)

D ist die Raumdimension des Systems.
Anmerkungen:

e Statt das Verhalten der einzelnen Groflen als Funktion der Temperatur zu be-
trachten, kann man sie auch als Funktion von 8 — 3. auffassen. Die kritischen
Exponenten sind davon unabhéngig, da

BB =

T-T,
k:TTcl e

e Betrachtet man die Fouriertransformierte der Korrelationsfunktion

. 1 .
k) = Gmyor / APz T (AM(0) AM (z))
so verhélt sich diese fiir T = T, wie
. 1

n gibt also an, inwieweit die Korrelationsfunktion G(z) von der Greenschen
Funktion des Laplace—Operators abweicht.

Es zeigt sich, dass die kritischen Exponenten fiir grofie Klassen verschiedener Sy-
steme iibereinstimmen, daher spricht man auch von Universalititsklassen. In welche
Klasse ein System gehort, wird hierbei nicht durch Einzelheiten der Wechselwirkung
entschieden, sondern durch allgemeine Eigenschaften, wie die Raumdimension D
und die Dimension des Ordnungsparameterraumes, in dem der Ordnungsparameter
M seine Werte annimmt.
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9.3 Die kritischen Exponenten der
van der Waalsschen Gleichung

Wir wollen zunéchst die kritischen Exponenten bestimmen, die sich aus den van der
Waalsschen Zustandsgleichungen ergeben (vgl. Abschnitt 7.3). Da die Formulierung
von Korrelationsfunktionen iiber die iibliche van der Waals—Theorie hinausgehen,
lassen sich zunéchst nur die Koeflizienten «, 3,y und § berechnen.
Wir bezeichnen jeweils mit
T-T, U — Ve D — Dc

€ = w = — T o=
TC vC pC

die Abweichungen der Temperatur, des spezifischen Volumens und des Druckes
von ihrem Wert am kritischen Punkt. Der Ordnungsparameter ist v, — vy (die
Differenz der spezifischen Volumina in der gasférmigen bzw. fliilssigen Phase. Die
konjugierte Variable ist der Druck. Entsprechend der allgemeinen Definitionen des
letzten Abschnitts finden wir folgende kritische Exponenten:

(o) Verhalten der Wéarmekapazitét entlang der kritischen Isochoren (v = v,):

N e e (T >T,)
v { = (T<T) . (8:3.1)

(8) Dichteverhalten entlang der Koexistenzkurve zwischen fliissiger (f) und gas-
formiger (g) Phase:
ps — pg le® . (9.3.2)

(p:=1/v ist die reduzierte Dichte.)

(v) Verhalten der isothermen Kompressibilitét:

N e (T > T, auf der kritischen Isochoren) 9.3.3)
nr= le|=" (T < T., auf der Koexistenzkurve) e
() Verhalten des Druckes auf der kritischen Isothermen (T = T¢):
T
T o~ 'p ; Pel sign (p—pc) - (9.3.4)

Die Berechnung von « ergibt sich aus der kalorischen Zustandsgleichung (Gl. 7.3.9)
fiir das van der Waals—System:

E 3 a
- - Z2r-Z
N 2 v

e C — §k
Vi 9

Die spezifische Wirme ist gleich der eines idealen Gases und somit ist o = o/ = 0.
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Fiir die Berechnung der anderen kritischen Exponenten entwickeln wir Glei-
chung (7.3.12) um den kritischen Punkt:

3
T = 467660)4’96(4)275&)34*...

Anstatt fiir die Berechnung der Differenz der Dichten den Schnittpunkt dieses Poly-
noms 3. Ordnung mit der Linie 7 = const., die sich aus der Maxwell-Konstruktion
ergibt, zu bestimmen, bilden wir die Differenz der Werte w, /5 fiir die beiden Extre-
malpunkte, die sich aus O /0w = 0 ergeben. In der betrachteten Néherung ist diese
Differenz proportional zu der gesuchten Gréfle. Wir finden im Grenzfall € — 0:

1
w1 — Wy O \e|1/2 — ﬁ:§

Fiir die Kompressibilitit auf der kritischen Isochoren (w = 0):
K| (%
T w=0 — o

1
K X — — 'y:l
€

w=0

ergibt sich

Und schliellich folgt aus der Zustandsgleichung entlang der kritischen Isothermen
(e=10):
3 3
mT = — 5&) — 5 = 3

Zusammenfassend haben wir also folgende kritischen Exponenten fiir das van der
Waalssche System gefunden:

a=a =0 B== y=v"=1 §=3 . (9.3.5)

Wie schon erwahnt sind diese Vorhersagen der kritischen Exponenten fiir reale
Systeme oft nur schlecht oder gar nicht erfiillt.

9.4 Die Weiss’sche Theorie

Die Weiss’sche Theorie des Ferromagnetismus ist der Prototyp einer Molekular-
feldtheorie. Die Hamiltonfunktion des Ferromagneten wird angenédhert durch die
Hamiltonfunktion untereinander wechselwirkungsfreier Spins in einem #ufleren Feld

X:
H =) Xs; ,
und fiir das effektive Feld X setzt man an

X =B+ cM . (9.4.1)
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Man stellt sich also vor, dass fiir jedes Magnetmoment die Magnetisierung M der
iibrigen Spins zu einem effektiven Zusatzfeld proportional zu M fiihrt. In Ab-
schnitt (9.6) werden wir die Weiss’sche Theorie als Molekularfeldnéherung des
Ising—Modells herleiten und dabei auch den Proportionalitdtskoeffizienten ¢ be-
stimmen. An dieser Stelle wollen wir allein durch Auswertung der Konsistenzbe-
dingung zu dem Ansatz (9.4.1) die kritischen Exponenten der Weiss’schen Theorie
bestimmen.
Mit H berechnet man die Magnetisierung

M = (s;)y = tanhfX = tanh(8B+ BcM) . (9.4.2)

Dies ist die Konsistenzbedingung an M ganz analog zu (7.6). Die Zustandsgleichung
ergibt sich durch graphische Losung der Gleichung (vgl. Abb. 9.2):

arctanh M = BB + [cM . (9.4.3)

arctanh M,

Abb. 9.2: Zusammenhang zwischen Magnetisierung und Magnetfeld in der
Weiss’schen Theorie.

Eine spontane Magnetisierung tritt offenbar auf fir gc > 1, d.h. fiir kT <
kTc = c. Einige Isotherme sind in Abb. 9.2 ebenfalls dargestellt. Man beachte
die Ahnlichkeit zur van der Waalsschen Gleichung. In der Nihe des kritischen
Punktes € = 0 ist M < 1, und man erhilt die Zustandsgleichung und die kritischen
Exponenten durch Entwicklung der Funktion arctanh M ~ M + M3/3 :

M3 T-To
ﬂcB = eM + T <6 TC )

Also

fir B=0: M=+-3¢ ,dh. p=1/2
firBA0,M <1: M~B/e ,dh ~v=1
fire=0: B~ M3 ,dh. §=3
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Ahnlich berechnet man « = 0 (siche Abschnitt 9.7).
Es sind dies die Werte der kritischen Exponenten, die sich ganz allgemein in
der Molekularfeldndherung ergeben.

9.5 Die Molekularfeldndherung der
Hamiltonfunktion

In Abschnitt 7.6 haben wir die Molekularfeldndherung behandelt. Ausgangspunkt
war dort eine Konsistenzbedingung fiir die Einteilchenverteilungsfunktion. An die-
ser Stelle soll die Molekularfeldndherung nochmals unter einem anderen Gesichts-
punkt untersucht werden. Es handelt sich dabei nicht um eine andere Theorie, son-
dern lediglich um eine Betrachtungsweise, die besonders fiir Gittermodelle (Spin-
systeme) zugeschnitten ist.

Die Hamiltonfunktion sei

H = Hy(s)— Y Bisi . (9.5.1)

Die Bezeichnungen lehnen sich an den magnetischen Fall an, allerdings wird
zunéchst noch ein Magnetfeld angenommen, das von der Position des Gitterpunk-
tes ¢ abhéngt. Die Spinvariable s; kann man sich auch durch ein kontinuierliches
Feld s(x) mit s(x;) = s; ersetzt denken. s(x) kann ebensogut z.B. als Dichtefeld
(vergleiche Abschnitt 7.7) aufgefasst werden. Der Allgemeinheit wegen schreiben
wir die Summation iiber die Werte der Variablen als Integration:

Z = /H du(s:) e PHE)

Fiir das Ising-Modell mit s; = &1 ist z.B. du(s;) = ds;0(s? — 1).
Die Molekularfeldnéherung besteht darin, eine ,beste“ Molekularfeld—
Hamiltonfunktion

H(s) = Ho(s) =Y _ Xis; (9.5.2)
aufzusuchen. Hierbei ist Hy(s) von der Form Hy(s) = Y, f(s;) fest, oft gilt f =0,

wihrend X so angepasst wird, dass sich eine moglichst gute Approximation von H
ergibt. Mit H sind die Variablen s;, s; fiir ¢ # j unkorreliert, z.B.:

(Asilsj) g = 6i5((Asi)) (As; =si—(si)g) - (9.5.3)

Fiir die Zustandssumme und die freie Energie gilt

/H dp(s;) e_ﬂH = /Hd,u(si) e—ﬂﬁ[ e_B(H - 1)

= 7 <e_ﬂ(H_m>A > Ze‘mH_mﬁ (9.5.4)
H

Z

)
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also
F < F+ (H-H)jy = Fy . (9.5.5)

In (9.5.4) erkennt man die fiir die Molekularfeldniherung typische Ersetzung, die
auch schon bei der fritheren Beschreibung der Molekularfeldniherung aufgetreten
ist (vgl. Gl. 7.6.3). Fy heifit Weiss’sche freie Energie. Fy erhiilt man, wenn man
H—H als Stoérung von H auffasst und bis zur ersten Ordnung der Stérungsenergie
rechnet. Das effektive duflere Feld X wird nun so bestimmt, dass Fyy minimal wird.

Zur Berechnung der Variationsableitung 0Fy /90X = 0 benutzen wir folgendes
einfaches Lemma:

Es seien H und A vom Parameter Y abhéngig. Dann ist

9 A OH OH
i = (), -1 (574), - (), )

Der Beweis ergibt sich leicht durch explizites Nachrechnen.

Nun ist = —(s:) g, und unser Lemma liefert mit A = H — H und Y = X;:

%

%icvf = B{{si(H — M) — (s)(H = H)g } =0,

also die Stationaritatsbedingung
(As;(H—-H))z = 0 .

Die Molekularfeldnéiherung sollte brauchbar sein, wenn die Schwankungen von H
— d.h. von X — klein sind (vgl. die Diskussion in 7.6.1).

Das hier gefundene X = X (B) ist zugleich durch folgende Vorziige ausgezeich-
net:

aus der Weiss’schen freien

dF;
1. Wir berechnen die Magnetisierung M; = — dBW

Energie:

d
My =~ pFw(B.X(B)

OF 9X;
= 55 (B.X(B) - zj: aXV:(B’X(B))aBi

= (si)p

Dies ist wieder die Konsistenzbedingung aus 7.6 (Gl. 7.6.1): Die Molekular-
feldnéherung reproduziert den Erwartungswert, mit dessen Hilfe sie definiert
ist.
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2. Wir berechnen mit unserem Lemma das Minimum von ((H — H)?) g- In
den bisherigen Rechnungen hob sich eine Verschiebung H — H + const. des
Nullpunktes von H iiberall heraus. Das ist hier nicht mehr der Fall; wir setzen
H= Hy+ C — >, X;s; und variieren nach C' und X.

Wir finden:
(2) aac«H H)? )it —2<H—f1>ﬁ =0
(b) 6Xi<(H_H) Yo = 2(si(H — H)) g + B(Asi(H — H)?)

= 2Asi(H = H))py + B(Asi(H = H)*) g
(Die letzte Gleichheit folgt aus Punkt (a).)

Wenn nun die Stationaritétsbedingung (As;(H — f]))H = 0 von Fyy erfiillt ist,
dann ist auch ((H — H)?) 7 bis auf Terme hoherer Ordnung As; stationér. Wenn
die Molekularfeldnéherung also iiberhaupt brauchbar ist, ergibt sie auch eine gute
Anndherung an H im quadratischen Mittel.

Man kann also auch die Molekularfeldnéherung von H(s) bis auf Terme hoherer
Ordnung berechnen, indem man H um einen zunéchst nicht bestimmten Referenz-
wert (s;) entwickelt und dann (s;) selbstkonsistent bestimmt:

H

)+ Z (‘381 Z 0s; 8s] NAsids; +
f{ +Z AS,L = H(<S>) + ZX,L . <Si> —ZXiSi .

In der Tat ist so

(As;(H - H))y; = O((As)®) . (9.5.6)

(si) wird selbstkonsistent bestimmt: (s;) = (si) 5 -
Fiir das Ising—Modell gilt mit diesem H sogar exakt

(Asi(H —H)) = 0,

wie man leicht nachrechnet.

9.6 Die Molekularfeldnidherung fiir das
Ising—Modell

Wir wollen nun die Uberlegungen des letzten Abschnitts auf das Ising-Modell an-
wenden. Dariiberhinaus soll jedoch auch gezeigt werden, wie die Korrelationsfunk-
tionen (und damit die kritischen Exponenten v und 7) im Rahmen der Molekular-
feldndherung bestimmt werden kénnen.
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9.6.1 Minimierung der Weiss’schen freien Energie

Wir schreiben die Hamiltonfunktion des Ising—Modells in leicht verallgemeinerter

Form als 1
H = — § ZKijSiSj — ZBiSi . (961)
i, 7
Die Molekularfeld-Hamiltonfunktion ist
ﬁ = - Z XiSi 5
i

wobei X; aus der Stationaritéitsgleichung

(Asi(H—H))y = 0
zu bestimmen ist. Indem man iiberall

si = (si)g + As;

einsetzt und
(Asilsj) g = 6i5((Asi)?) g
sowie

(AsiAs;jAsy) = 0

(da K;; = 0) ausnutzt, erhilt man
J
Man sieht, wie sich X; durch Mittelung der Wechselwirkung ergibt. Die Konsi-
stenzbedingung an (s;) ;5 lautet
Insbesondere ergibt sich fiir ein homogenes dufleres Feld B; = B:
X =~vM + B =cM + B . (9.6.4)

v ist Koordinationszahl, d.h. die Anzahl der néchsten Nachbarn eines Spins; fiir
das d-dimensionale Ising-Modell ist v = 2d. Setzt man das so gefundene Feld X
in die Hamiltonfunktion H ein, so erhélt man fiir die Magnetisierung

M = tanh (B +cM) . (9.6.5)

Das ist genau die Weiss’sche Theorie, wobei der Parameter ¢ = e durch die Kopp-
lungskonstante des Ising—Modells ausgedriickt ist.
Wir wollen auch die Weiss’sche freie Energie

Fw = F + (H-H),

F + <—;ZK”SZSJ — Zstz + ZXZSZ>
9 7 %

H
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ausrechnen. Mit

zZ = H(2coshﬁXi) ,

2

~ 1 -
InZ = —=F
B
= ZlncoshﬁXi + const. =: ZA(BXi) + const. |,
i i
und <Si>H = Mi = A/(ﬂXZ)
finden wir:

Fy = _%ZA(ﬂXi) — %ZKijA’(ﬂXi)A’(ﬂXj) + > (Xi—B)A'(BX;) .
i i,j i
OFw

X, = 0 bedeutet wieder

> Kilsi)g + Br = X . (9.6.6)
i

OFw
0B;

Wir wissen, dass mit dieser Wahl von X wirklich M; = — ist.

9.6.2 Die Korrelationsfunktion in der
Molekularfeldniherung

Es ist nun zweckméflig, durch Legendre-Transformation zu dem thermodynami-
schen Potential

F(T,M) = Fw(T,B(T,M)) + Y Bi(T,M)M; (9.6.7)

OF (T, M)
oM;
rung fiir B = 0 durch die Minima von F' gegeben. Es spricht vieles dafiir, F und

nicht F' die freie Energie zu nennen.

iiberzugehen. Dann ist B; = , insbesondere ist die spontane Magnetisie-

Es ist
- 1 1
F= -3 > KiMiM; + 3 > {BX:M; — A(BX,)}

i, i
und, indem wir X durch M ausdriicken,
- 1
F(T,M) = —3 Z KijMiM; + (9.6.8)
l,]

1+ M, 1—M;
+kTZ{ +2 In(l+M;) + — ln(l—Mi)}
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Fiir groBe T hat F ein Minimum bei M = 0, es gibt keine spontane Magnetisierung;
fiir einen kritischen Wert 7, geht das Minimum in ein instabiles Maximum iiber
und es bilden sich neue Minima bei Mi(o) # 0 aus. In der Nihe von T, ist Mi(o)
kleiner. Zur Diskussion der Verhiltnisse entwickeln wir F fiir |M] < 1:

1
F(T,M) = _52KijM,»Mj + kTZ(
i, 7

2+12

M?Z2 M4
! L ) (9.6.9)

Wihrend die volle Form von F von Einzelheiten der Wechselwirkung abhéngt, ist
die Entwicklung um M = 0 ihrer Gestalt nach universell. Im homogenen Fall ist

1 - 1 9 M4
NF(T7M) = | —ve + §kT M= + kT 12 (9.6.10)
. 1 2 1 4 _ T-T. —
=: ia'rM + ﬂbM ('r - T ,kTCZ'ye>

Die Koeffizienten a, b hdngen glatt von 7 ab und sind positiv in der Umgebung von
T=0.

Man sieht, dass F fiir 7 > 0 ein Minimum bei M = 0 hat, wihrend fiir 7 < 0
die Minima bei MZ = —6at/b liegen (vgl. Abb. 9.3).

F A
T>T. T<T.
My
M NY M
b)

Abb. 9.3: Die effektive freie Energie als Funktion des Ordnungsparameters in der
Nihe eines kritischen Punktes.

a)

Der quadratische Term von F

O*F

M=0

héngt direkt mit der Korrelationsfunktion fiir 7 > 0 zusammen. Fiir 7 < 0 muss
man um das Minimum entwickeln, und man erhélt ein ganz &hnliches Ergebnis.
Der Zusammenhang mit der Korrelationsfunktion

2
- a (9.6.12)

@ _ OM; B
B=0 9Bi0B;| g

n;
J OB,
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ist der folgende:

s - OMi 9 OF O*F 0B
Yo OM;  OM;0B; —~ 9B;0B; OM;
O*F ?F
- . 9.6.13
Zk: 0B;0By, OMyOM; ( )
-

Also ist —————— gerade das Inverse der Korrelationsfunktion. Die Korrelations-
OM;0M;
funktion finden wir durch Fouriertransformation:

1
ns (k)

k- ((BZ 7(13]‘)

= Z(—Kij + ]CT(SU) el

0]

(9.6.14)

Fiir den langreichweitigen Anteil geniigt eine Entwicklung nach kleinen Werten von

k:
1

—— = N(-2ve + kT + ¢k*) = N-(2ar + k%) . (9.6.15)
n5 (k)
Damit ergibt sich fiir die Korrelationsfunktion (fiir groe |r|)

—K+T
ng(r) ~ &

- (9.6.16)

1 2
oy = — = (/2L (9.6.17)
e -V

Wir sehen, wie bei Anndherung an die kritische Temperatur 7 = 0 die Korrelati-
onslidnge gegen Unendlich geht. Dies sind gerade die kritischen Fluktuationen, die
zum Verlust der Langenskala fiir 7 — 0 fithren.

mit

Die Molekularfeldtheorie sagt somit fiir die kritischen Exponenten v und n
(Gl (9.2.6) und (9.2.7)) voraus:

v=- , n=20. (9.6.18)

Wir beschliefen diesen Abschnitt mit einigen Anmerkungen zur Giiltigkeit der
Molekularfeldndherung in Bezug auf ihre Beschreibung von Phaseniibergéngen:
Wir sehen, dass die Molekularfeldndherung fiir das Ising—-Modell in jedem Fall
einen Phaseniibergang voraussagt, der fiir Raumdimension D = 1, wie wir wis-
sen, nicht vorhanden ist, wohl aber fiir Raumdimensionen D > 2. Die qualitative
Beschreibung des Ferromagnetismus fiir D = 3 durch die Molekularfeldtheorie ist
qualitativ nicht ganz schlecht. Allgemein ist die Molekularfeldtheorie besser im
Beschreiben von Phaseniibergéngen in mehr Raumdimensionen, da sie von der
Grundvoraussetzung ausgeht, dass es ein mittleres Feld gibt, in welchem Fluktua-
tionen stattfinden, das aber selbst nicht fluktuiert. Diese Voraussetzung ist z.B. fiir
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das 1-dimensionale Ising—Modell nicht erfiillt; fiir hhere Raumdimensionen hat je-
der Spin mehr Nachbarn, es sind mehr Spins am Zustandekommen eines mittleren
Feldes beteiligt, das dadurch geringeren Schwankungen unterliegt.

Gerade am kritischen Punkt sagt die Molekularfeldndherung grofle langreich-
weitige Fluktuationen und damit eine Aufhebung ihrer eigenen Giiltigkeitsvoraus-
setzungen voraus. In der Tat werden die Zahlenwerte fiir die kritischen Exponenten
von der Molekularfeldndherung zwar universell, aber fiir D < 4 nicht ganz rich-
tig vorausgesagt. Als erste Orientierung iiber auftretende Erscheinungen bleibt die
Molekularfeldtheorie aber bedeutsam.

9.7 Landau—Theorie fiir Phaseniiberginge und
kritische Phinomene

Aus den Uberlegungen des vorigen Abschnitts abstrahieren wir das folgende allge-
meine Schema. In der Néhe eines kritischen Punktes ist es natiirlich, eine Entwick-
lung des thermodynamischen Potentials F (T, M) nach dem Ordnungsparameter
M anzusetzen unter der Annahme, dass fiir 7 > 7. ein Minimum von F bei M = 0
liegt. Dieses Minimum geht fiir T = T, (7 = 0) in ein unstabiles Maximum {iber,
und fiir 7 < 0 entwickelt sich fiir kleine Werte M # 0 ein neues stabiles Minimum
von F. Fiir F wird man im homogenen Fall M (z) = M auf eine Entwicklung der

Art
~ _ar, g 3 b . 4
F(r,M) = 5 M= + 6M + —24M (9.7.1)

gefiihrt (vgl. GL. 9.6.10). Damit der soeben skizzierte Mechanismus fiir einen kriti-
schen Punkt wirksam wird, miissen folgende Voraussetzungen erfiillt sein:

1. d(r)=0
2. a,b stetig in 7 und positiv in einem Intervall um 7 = 0.

Der Ordnungsparameter M kann Werte in einem mehrdimensionalen Raum anneh-
men. Beispiele:

1. M ~ M € R? fiir gewisse magnetische Modelle; M? = M - M.
2. M ~ ) € C fiir Supraleitfdhigkeit und Suprafluiditit.

In solchen Fillen sorgen Invarianzen (Drehinvarianz, Invarianz unter Phasentrans-
formationen usw.) fiir das Verschwinden des kubischen Termes: d = 0. In anderen
Fillen, wie bei Ubergéingen zwischen verschiedenen festen Zustinden, ist d = 0
nicht mehr durch Symmetrien gewéhrleistet, und es tritt kein kritischer Punkt auf.
Die Zustandsgleichung

b 3

fiihrt, wie schon beschrieben, auf

M(r,B=0) ~ (—1)/? x(1,B=0) ~ ||} B(r=0,M) ~ M?
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also auf )
= - =1 0 =3
p=5 gl
Die spezifische Warme cg (7, B = 0) ergibt sich aus
0? -
cg ~ ﬁF(T, B) mit F(r,B) = F(r,M(r,B)) — BM(r,B)
T

Fiir B = 0 verschwindet der zweite Term in F(1, B). Fiir M (7, B = 0) hat man zu
setzen: M =0 fiir 7 > 0 und M ~ /—7 fiir 7 < 0. In beiden Fallen erhilt man

82

wF(T,B:O)Hconst. firr—-0 = a=0.

Fiir inhomogenes M (x) beriicksichtigt man den Einfluss der Inhomogenitét in nied-
rigster Ordnung durch einen Term (VM)? in der Dichte von F. Da man einen ho-
mogenen Gleichgewichtszustand erwartet, wird jede Inhomogenitéit den Wert von
F erhéhen. Das fiihrt auf (vgl. Gl 9.6.9)

) 1
Flr M) = /d% Ywmye + Tz 4 Lapl (9.7.3)
v 2 2 24

(D gibt die Anzahl der Raumdimensionen an)3. Hiermit berechnet man fiir die
Korrelationsfunktion fiir 0 < 7 <« 1 sofort aus
SF[M]
OM (x)

—~AM(z) + atM(z) + O(M?) = B(z) = 0 .

Die Gleichung hat die Losung

e—\/a7'|:c|
||

Also erhilt man erneut

v = — n =20

Durch Entwicklung um das neue Minimum M, erhélt man dasselbe Ergebnis fiir
T <0.
Wir wollen schlieBlich im homogenen Fall noch F = F' — M - B auch fiir B # 0
ausrechnen. Fiir 7 > 0 ergibt sich mit B ~ a7 M:
B? b B*
F = sy + YPrRE (9.7.4)
3Fiir einen Supraleiter sind die Erscheinungen von Interesse, die durch ein zusitzliches duBeres
Magnetfeld B mit Vektorpotential A hervorgerufen werden (Meiner-Ochsenfeld-Effekt u.a.).

Eine vorziigliche phéanomenologische Beschreibung liefert die Ginsburg-Landau—Theorie mit dem
Ansatz

. b
F = /d%{vw*vw + aty*y + ﬁ(w*w}
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und fiir 7 < 0 mit M = My + AM und B ~ —atAM:

2 b 2aTt

(9.7.5)

0’F
(Wir sehen erneut W(T7 B =0) —const. fir 7 —0.)
T

Wir sehen, dass sowohl fiir 7 > 0 als auch fiir 7 < 0 die freie Energie F' die
folgende Skalierungseigenschaft in der Ndhe des kritischen Punktes hat:

F(O\Y27 \¥4B) = M\F(1,B) . (9.7.6)

9.8 Widom—Scaling

Allgemein nimmt man fiir F'(7, B) in der Néhe des kritischen Punktes ein Skalen-
verhalten
F(\P1,\1B) = AF(t,B) (Widom-Scaling) (9.8.1)

an, wobei die Exponenten p und ¢ nicht mit den teilweise unzuverlédssigen Vorher-
sagen p = 1/2, ¢ = 3/4 der Molekularfeldnéherung iibereinzustimmen brauchen.
Ein solches Skalenverhalten ist plausibel, wenn in der Néhe des kritischen Punk-
tes die Léngenskala verlorengeht. Wir werden im n#chsten Abschnitt ein besseres
Argument skizzieren. Unter einer solchen Skalierungsannahme lassen sich die kri-
tischen Exponenten «, 3,7, durch die beiden Exponenten p, ¢ ausdriicken. Durch
Differentiation nach 7 erhilt man

APep(M7,0) = Aep(T,0)
oder mit \ = |7|~/?
ep(r,0) ~ |7|072P |

Also finden wir
2p—1

a = . 9.8.2
) (9.8.2)
Ganz entsprechend berechnet man
1-—- 2qg—1
g = ——4 v =4 § = L . (9.8.3)
p p L—q

Man iiberzeugt sich leicht, dass man fiir p = 1/2 und ¢ = 3/4 wieder die Vorhersa-
gen der Molekularfeldnéherung erhélt.

Die kritischen Exponenten sind nicht unabhéngig: Durch Elimination von p und
q findet man die beiden Relationen

v = B(6-1) und a + Bo+1) =2 (9.8.4)

die experimentell gut bestétigt sind.
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9.9 Kadanoff-Scaling

Eine bessere Begriindung des obigen Skalierungsansatzes fiir /' und weitere Relatio-
nen fiir die kritischen Exponenten v und n (Hyperscaling, Kadanoff—Scaling) gibt
ein Gedankengang, der urspriinglich von Kadanoff stammt. Durch konsequenten
Ausbau dieses Gedankens und Benutzung #hnlicher Ideen aus der Quantenfeld-
theorie hat K. Wilson das Konzept der Renormierungsgruppe zu einem méchtigen
Hilfsmittel in der Feldtheorie und der statistischen Mechanik ausgebaut.

9.9.1 Renormierungsgruppentransformationen

Zur Orientierung gehen wir vom Ising—Modell aus:

Fiir grofie Korrelationsldangen sollte es moglich sein, die Spinvariablen blockweise
zu Blockspinvariablen von je L” Spins zusammenzufassen, und die Wechselwirkung
zwischen Einzelspins durch eine effektive Wechselwirkung zwischen Blockspins zu
ersetzen (vgl. Abb. 9.4).

o o o o o o
O O O
o o o o o o
o o o o o o
o O o
o o o o o o

Abb. 9.4: Blockspinvariable beim Ising—Modell.

Ausgedriickt durch die Blockspinvariablen sollte die Hamiltonfunktion dieselbe
Gestalt haben wie in den urspriinglichen Spinvariablen, mit dem einzigen Unter-
schied, dass die Langenskala geéindert ist, und dass die auftretenden Kopplungs-
konstanten umzudefinieren sind. Eine mogliche Definition der Blockspinvariable fiir
einen Block I aus 2P Spins ist

1
icl

Die neue effektive Hamiltonfunktion H ist z.B. durch folgende Vorschrift defi-
niert:

o BAIS] _ {Zi}Hé(S_;Z) OHUsY (99

Diese Transformation der Hamiltonfunktion auf Blockvariable heifit Renormie-
rungsgruppentransformation. Zwei Bemerkungen sind zu der Transformation (9.9.2)
angebracht:
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e Zuniichst ist nur das Produkt SH durch diese Vorschrift festgelegt. Dies ent-
spricht den Beobachtungen, die wir allgemein bei Gittermodellen gemacht ha-
ben: Im Boltzmann—Faktor tritt nur das Produkt aus § und den Kopplungs-
konstanten der Hamiltonfunktion auf. Eine Normierung von 3 ist z.B. da-
durch festgelegt, dass sich der Faktor vor einem bestimmten Term in der Ha-
miltonfunktion (z.B. die quadratische Kopplung an die niichsten Nachbarn)
bei einer Renormierungsgruppentransformation nicht &ndern soll.

e Die Gittervariablen der effektiven Theorie {S;} nehmen andere Wertebereiche
an, als die urspriinglichen Spinvariablen (s; = £1). Im Grenzfall sehr grofier
Blockspins L — oo oder sehr vieler Transformationen wird S; ndherungswei-
se kontinuierlich (-1 < S; < 1). Diese Wahl ist physikalisch motiviert, da
die Magnetisierung in einer effektiven Hamiltonfunktion eine kontinuierliche
Variable ist. Sie hat jedoch den Nachteil, dass die Hamiltonfunktion nach
jeder Renormierungsgruppentransformation auf einem anderen Konfigurati-
onsraum definiert ist, und sich erst im Grenzfall unendlich vieler Transfor-
mationen eine Stabilisierung einstellen kann.

Oft wahlt man daher andere Konventionen fiir die Blockspintransformation,
bei denen sich die Variablen nicht &ndern. Fiir L ungerade ist z.B. das Vor-
zeichen der Blockspins ein geeigneter effektiver Spin, sodass sich die neue
Hamiltonfunktion aus der Vorschrift

BHISY _ ¥ H(;(SI_Sign <L12>> o~ OHI{s:)]

{s;i=%1} I i€l
ergibt, wobei sign(x) das Vorzeichen von z angibt.

Solange die Korrelationsldnge grofl gegen die Blockdimension ist, sollte man die
Renormierungsgruppentransformation wiederholen, also auf Blocke von Blocken
usw. anwenden koénnen. Insbesondere am kritischen Punkt, wenn die Korrelati-
onslénge unendlich ist, darf man die Transformation beliebig oft wiederholen, ohne
dass sich die effektive Hamiltonfunktion éndert. Die Wechselwirkung am kritischen
Punkt wird also durch eine effektive Hamiltonfunktion beschrieben, die ,,Fixpunkt*
der Renormierungsgruppentransformation ist. Eine weitere Ausfiihrung des Gedan-
kens liefert noch mehr: Geht man von der ,wahren“ Hamiltonfunktion H aus und
nédhert sich einem kritischen Punkt, so darf man H durch die transformierten Ha-
miltonfunktionen

R{H}=H, R{R{H}}=R*H}, ..., R*{H}, ...
ersetzen, die fir n — oo wird R"{H} — Hpx gegen eine Fixpunkt—

Hamiltonfunktion von R streben. Verschiedene Hamiltonfunktionen H streben ge-
gen denselben Grenzwert Hg,. Das erklédrt die Universalitit kritischer Phanomene.
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9.9.2 Skalengesetze

Fiir die freie Energie pro Block F7, im Vergleich mit der freien Energie F' pro Spin
bedeutet eine Blockspintransformation

F;, = F(rp,By) = LPF(r,B) (9.9.3)

da jeder Block L” Spins enthilt. 7, und By, sind die umskalierten Werte von 7
und B. Wir wissen, dass der kritische Punkt der Fixpunkt 7 = 0, B = 0 ist.

In der N#he der kritischen Punkte werden die Verhéltnisse 77, /7 und By, /B der
Werte fiir aufeinanderfolgende Anwendungen der Renormierungsgruppentransfor-
mation gegen Konstanten streben. Das fiihrt schliefilich auf

F(L*r,LYB) = LPF(r,B)

mit gewissen Exponenten x und y, sodass A = L. Das ist wieder die Widomsche
Skalierungshypothese mit der Identifikation

Weitere Relationen ergeben sich durch Anwendung desselben Gedankenganges auf
die Korrelationsfunktion n§ fiir B = 0:

ns(r/L,L*t) = (AsjAsy) = Z12<A <Z&'>A Zsj >

icl jed
12D 2ng(r, 7)
Also finden wir fir L =r,7 = 0:

C 1 C 1
ny(r,0) = an(l,O) ~ D=2t

d.h.
n=D+4+2 - 2y oder n=D1-2q) + 2 ,

und mit L = |7|~/*

r

5 (e tt) = WO P g

d.h.
1

pD
Die beiden zusétzlichen Relationen sind nur fir D = 4 mit der Molekular-
feldndherung vertraglich. Wir ersehen hieraus, dass fir D < 4 die Fixpunkt—
Hamiltonfunktion der Renormierungsgruppe nicht mit der Wechselwirkung der
Molekularfeldnéherung iibereinstimmt.

Wir geben zum Schluss ein einfaches Dimensionsargument fiir diese Auszeich-
nung von D = 4.

1
£~ 7|7V ~ 7Y also v = — =
x
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Wir gehen aus von einer Hamiltonfunktion
H 1 — Uy
T /HQE{Q(V$2—%aﬁ + axs® + 2274§} . (9.9.4)

Die Lingendimension L!*! des Feldes S ergibt sich aus dem ersten Term in H zu

D
2[s]—24D = 0,dh. [s] =1 — 5
Hiermit finden wir fiir die Kopplungskonstanten :
D D
[w]+7~—zé—+rD::0 dh.  [a] = r(12> - D .
Somit
D
[al] = -1 - 5
[as] = -2
D
[a3] == _3 + 5
las)] = -4 + D

Kopplungskonstanten mit positiver Langendimension sollten vernachlassigbar wer-
den, wenn die Lingenskala gegen Unendlich geht. Wenn aus Symmetriegriinden
a3 = 0, dann erwartet man, dass fiir D > 4 die Fixpunkt—Hamiltonfunktion Hgy
eine freie Hamiltonfunktion mit a, = 0 fiir r > 2 wird. Dies fiithrt aber gerade auf
die Werte v = 1/2 und 1 = 0 der Molekularfeldnidherung. Der Fall D = 4 bedarf
besonderer Diskussion.

Wir driicken schliellich noch «, 3,7, durch v und 7 aus:

v(D—2+n)

a = 2—-Dv 6:f v =v(2-7n) 0 =

D+2—n
D—-2+n
Nur die Relation fiir « ist fiir beliebiges D in der Molekularfeldnéherung giiltig. In

der Tat driickt sie nur einen allgemeinen Zusammenhang zwischen Suszeptibilitit
und Schwankungen aus und ist unabhéngig von D.



10 Algebraische Formulierung
der statistischen Mechanik

Man kann die algebraische Formulierung von Observablen und Zustédnden als einen
axiomatischen Zugang zur Physik ansehen. Gerade in den letzten Jahren hat es
wesentliche Fortschritte durch diesen Zugang zu physikalischen Problemstellungen
gegeben. Wegen der teilweise sehr anspruchsvollen mathematischen Voraussetzun-
gen zu Operatoralgebren und Operatoranalysis wird dieser Formalismus jedoch in
den meisten Lehrbiichern iibergangen. Fiir detaillierte Informationen, insbesondere
beziiglich der Beweise, sei auch in diesem Buch auf die Literatur verwiesen, wegen
der Wichtigkeit — und auch der mathematischen Vereinheitlichung verschiedener
Begriffsbildungen — soll er jedoch kurz erwahnt werden. Wir beschrénken uns dabei
auf die algebraische Formulierung der statistischen Mechanik, obwohl der Formalis-
mus auch bzw. gerade in der Quantenfeldtheorie zu wichtigen Fortschritten gefiihrt
hat. Dieses Kapitel wendet sich in erster Linie an den mathematisch interessierten
Leser.

10.1 Zustinde und Observable

Die Beschreibung von Observablen und Zusténden in der klassischen Physik und in
der Quantenmechanik erscheint zunéchst sehr unterschiedlich (vgl. Abschnitt 3.1).
Die algebraische Formulierung vereinigt diese beiden Konzepte.

Ausgangspunkt ist der Begriff der Observablen. Was eine Observable ist, be-
stimmt unsere Kenntnis eines physikalischen Systems. Allgemein kénnte man eine
Observable als eine Aquivalenzklasse von Messvorschriften auffassen, wobei zwei
Messvorschriften dquivalent sind, wenn sie immer denselben Messwert ergeben. Als
Messinstrument kann allgemein jedes physikalische System dienen, dessen (makro-
skopischer) Zustand in einer im Prinzip bekannten, objektiven und wiederholbaren
Weise durch Wechselwirkung mit einem zu untersuchenden System beeinflusst wird.

Ist die Menge der Observablen bekannt bzw. gegeben, so konnte man ganz all-
gemein einen Zustand als ein Funktional auf dieser Menge definieren, d.h. jeder
Observablen wird in einem Zustand eine reelle Zahl zugeordnet, die den Erwar-
tungswert der Messwerte in diesem Zustand angibt. Aus Konsistenzgriinden wird
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man verlangen, dass einer Observablen, deren zugehorige Messvorschrift nur posi-
tive Messwerte zulésst, auch eine positive Zahl zugeordnet wird. Diese allgemeine
Formulierung jedoch enthilt so wenig Struktur, dass kaum tiefgriindige Ergebnisse
aus ihr abgeleitet werden kénnen, ohne dass weitere wesentliche Annahmen gemacht
werden. Daher postuliert man fiir die Menge der Observablen eine mathematische
Struktur, die zwar nicht grundsétzlich zwingend ist, die aber in allen bekannten
physikalischen Systemen gegeben scheint:

A: Die durch die Observablen erzeugte Algebra ist eine C*—Algebra.

Zunichst sollen kurz die definierenden Eigenschaften einer C*—Algebra wieder-
holt werden:

Eine (komplexe) Algebra ist ein komplexer Vektorraum mit einer zusétzlichen
Verkniipfung (Multiplikation), welche die Distributivgesetze erfiillt. Aulerdem ver-
langen wir, dass diese Multiplikation assoziativ ist und ein Einselement besitzt. Die
Multiplikation muss jedoch nicht kommutativ zu sein.

Eine normierte Algebra ist eine Algebra mit einer Norm, d.h einer Abbildung
I | : A— IR, mit

lall =0, fAall = Al flal]  VaeAreC
la+bl <llall+oll fla-bl <lal o]l Va,be A .

Eine x-Algebra ist eine Algebra mit einer Involution, d.h. einer Abbildung * : A —
A mit

(@) =a , () = Xa* , (a-b)* = b*-a*
Eine Banach——-Algebra ist eine normierte *—Algebra mit der Bedingung ||a*|| =
|lal|, welche beziiglich dieser Norm abgeschlossen ist.

Eine C*-Algebra ist eine Banach——Algebra mit der zusétzlichen sogenannten
C*-Bedingung an die Norm: |la*al| = ||a||?.

Durch Nachpriifen der genannten Bedingungen kann man sich leicht davon iiber-
zeugen, dass die Algebra der komplex—wertigen Funktionen auf einer Menge eine
C*—Algebra bildet. Multiplikation und Addition von Funktionen sind punktwei-
se definiert, die *—Operation ist die komplexe Konjugation, und die Norm ist die
Supremumsnorm. Diese Algebra ist kommutativ.

Ebenso bilden die beschrankten Operatoren auf einem Hilbertraum eine C*—
Algebra, wobei die Involution durch die hermitesche Konjugation gegeben ist und
die Norm durch die iibliche Operatornorm

A
1A = sup 1410

wy 1)l

Die Einschrénkung auf beschréankte Operatoren bietet grofie technische Vorteile oh-
ne wesentliche physikalische Konsequenzen. Im Gegenteil sind die unbeschréinkten
Operatoren der Quantenmechanik — Ort, Impuls, Energie, etc. — oft eine mathe-
matische Idealisierung der wirklichen Observablen.

In diesem Sinne generieren die klassischen Observablen und die quantenme-
chanischen Observablen eine C*-Algebra. Gerade im Hinblick auf die Quanten-
mechanik ist es notwendig, die generierten — d.h. durch Addition, Multiplikation
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und Multiplikation mit komplexen Zahlen erzeugten — Algebren zu betrachten, da
z.B. das Produkt zweier hermitescher Operatoren im allgemeinen selber kein her-
mitescher Operator ist. Die Observablen der Quantenmechanik bilden somit unter
Multiplikation keine abgeschlossene Menge.

B: Ein Zustand ist ein normiertes, positives, lineares Funktional iber der Obser-
vablenalgebra.

Ein lineares Funktional iber einer Algebra ist eine Abbildung w: A — €, mit
w(Aia+ A2b) = Mw(a) + Aow(d)
Ein positives, normiertes Funktional erfiillt die Bedingungen
w(@a) >0 YaecA und w(l) =1

Auch hier kann man sich leicht iiberzeugen, dass die in Abschnitt 3.1 definierten
Zusténde in der klassischen Physik und der Quantenmechanik diesen Forderungen
gentigen.

Wiederum bildet die Menge der Zusténde eine konvexe Menge, d.h. die Kom-
bination w = Aw; + (1 — MNwe fiir 0 < A < 1 ist ein Zustand, sofern w; und ws
Zusténde sind. Das legt die Definition der reinen Zustédnde nahe:

C: Reine Zusténde sind die Extremalpunkte der konvexen Zustandsmenge.

Die Zuordnung einer reellen Zahl zu einer Observablen in einem Zustand nennt
man auch den Erwartungswert der Observablen in diesem Zustand. Zustdnde wer-
den daher oft auch als Erwartungswertfunktionale bezeichnet.

Ein wesentlicher Erfolg des algebraischen Zugangs leitet sich aus einem Theorem
ab, das auf von Neumann zuriickgeht, und welches besagt, dass die klassische und
die quantenmechanische Betrachtungsweise im wesentlichen die einzigen Moglich-
keiten fiir die oben angefiihrte Struktur bilden:

Ist die Algebra der Observablen kommutativ, so findet man immer eine geeig-
nete Menge mit einem geeigneten positiven Maf}, sodass sich die Funktionen iiber
dieser Menge als die Observablenalgebra auffassen lassen und das Mafl den Zustand
angibt, aus welchem man durch Integration die Erwartungswerte der Observablen
erhélt.

Ist die Algebra der Observablen nicht kommutativ, so gibt es immer einen
Hilbertraum, sodass die Observablenalgebra eine Unteralgebra der beschriankten
Operatoren auf dem Hilbertraum darstellt. Die explizite Konstruktion dieses Hil-
bertraums sowie der Darstellung der Observablenalgebra als Unteralgebra der be-
schrinkten Operatoren ist nach ihren ,Entdeckern“ Gelfand, Neumark und Siegel
als GNS—Konstruktion bekannt.

Diese Enge der algebraischen Beschreibung bietet gleichzeitig auch den Ansatz
fiir Kritik. So macht z.B. von Neumanns Beweis fiir die Unmoglichkeit, die Ge-
setze Quantenmechanik durch verborgene Variable zu erklaren, wesentlich von der
Linearitiat der Zustinde Gebrauch. Es lassen sich durchaus widerspruchsfreie Mo-
delle konstruieren, welche von Neumanns Theorem umgehen, sofern man die oben
angefithrten Axiome einer algebraischen Formulierung teilweise aufgibt.
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10.2 Lokale Observable und der

thermodynamische Limes

Obwohl die meisten Aussagen der statistischen Mechanik fiir ,,geniigend grofie“
Systeme mit ,geniigend vielen Freiheitsgraden® zutreffen, ist es fiir eine genaue
Formulierung mancher Zusammenhénge oft hilfreich, den sogenannten thermody-
namischen Grenzfall (V — oo, N — o0, bei festgehaltenen intensiven Grofien) zu
betrachten. So werden viele Aussagen der statistischen Mechanik erst in diesem
Grenzfall exakt bzw. eindeutig:

Die typisch thermodynamischen Observablen wie Temperatur, Druck, freie
Energie etc., sind nur im thermodynamischen Grenzfall eindeutig definiert.

Die Aquivalenz zwischen verschiedenen Gesamtheiten gilt nur im thermody-
namischen Grenzfall.

Bei endlichen Systemen spielt die Wahl der Randbedingungen an den Wénden
des Systems eine Rolle. Fiir den Grenzfall V' — oo kann man erwarten, dass
diese Abhéngigkeit von den Randbedingungen im allgemeinen verschwindet.

Die thermodynamischen Gréflen sind fiir endliche Systeme immer analytische
Funktionen ihrer Parameter. Phaseniibergéinge im Sinne singuldren Verhal-
tens thermodynamischer Grofien treten strenggenommen nur bei unendlich
vielen Freiheitsgraden auf. Nur in unendlichem Volumen gibt es ,langreich-
weitige“ Korrelationsfunktionen.

Spontane Symmetriebrechung gibt es nur im thermodynamischen Grenzfall.
Fiir eine endliche Anzahl von Freiheitsgraden bzw. endliche Systeme erfolgt
die Brechung der Symmetrie immer explizit, z.B. durch &uflere Felder oder
durch die Wahl der Randbedingungen.

Andererseits sind viele Konzepte der statistischen Mechanik in dem Grenzfall un-
endlichen Volumens (V' — o) bzw. unendlich vieler Freiheitsgrade (N — o) nicht
mehr definiert:

Auch der Grenzfall po, = limy_ o py, wobei py =

Extensive Groflen, wie die Teilchenzahl, die Gesamtenergie, die Gesamtma-
gnetisierung, etc. werden im thermodynamischen Grenzfall im allgemeinen
unendlich. In der Thermodynamik muss man sich daher auf intensive Varia-
ble — Dichte, Energiedichte, Magnetisierung pro Spin — beschranken.

Die Anzahl der Zustéinde mit Energie E' < Ey, wobei Ej ein geniigend grofier

aber endlicher Wert ist, ist unendlich. Somit ist e kein Spurklasseoperator
und fithrt daher auch zu keiner normierbaren Dichtematrix.

1 .
me_ﬂ H die in endlichem

Volumen definierte Dichtematrix ist, existiert im allgemeinen nicht als Operator
im Hilbertraum. Hingegen ist fiir Erwartungswerte von Observablen A, die selber
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nur von endlich vielen Freiheitsgraden abhéngen, der thermodynamische Grenzfall
wohldefiniert:

w(A) = Vlim wy(4) = Vlim Sppv A . (10.2.1)
Daher erweitert man die Postulate des vorigen Abschnitts fiir die Observablenal-
gebra der statistischen Mechanik (wie auch der Quantenfeldtheorie):

D: Die Observablenalgebra wird durch lokale Observable erzeugt.

»Erzeugt“ bedeutet hier neben den Operationen der Multiplikation, Addition
etc. auch einen topologischen Abschluss beziiglich der Norm || - || der C*~Algebra.
Fiir die technischen Details sei der Leser auf die weiterfithrende Literatur verwiesen.

Der Begriff der lokalen Observablen ist physikalisch dadurch definiert, dass die
zugehorige Messvorschrift in einem kompakten Gebiet U ausfithrbar ist. In der sta-
tistischen Mechanik handelt es sich dabei zundchst um ein rdumliches Gebiet, in
der Quantenfeldtheorie ist U ein Gebiet der Raum—Zeit. Mathematisch wird das
Konzept dadurch konkretisiert, dass jedem Gebiet U die zugehorige Observablenal-
gebra A(U) zugeordnet wird mit der Vorschrift

U, Cc Uy == A(Z/{l) C A(Z/{Q) . (1022)

Man erhélt so ein Netz von Algebren. Fiir verschiedene Gebiete sollen die Obser-

vablenalgebren kommutieren':

U nNnUy = ] — [Al,AQ] =0 VA4 GA(Z/Iz) . (1023)

Fiir lokale Observable existiert der thermodynamische Limes (10.2.1) und de-
finiert ein positives, normiertes Erwartungswertfunktional. Man erhélt so einen
Zustand auf der von lokalen Observablen erzeugten Algebra, d.h. auf der gesamten
Observablenalgebra.

10.3 KMS—Zustiande

Nicht von jedem Zustand auf der Observablenalgebra wird man erwarten, dass er
thermodynamische Eigenschaften beschreibt. Im allgemeinen werden Begriffe wie
,» Temperatur* oder ,,chemisches Potential“ nicht definiert sein. Auf der anderen Sei-
te wird der thermodynamische Limes einer Gesamtheit einen thermodynamischen
Zustand liefern, der insbesondere nicht von der Gesamtheit abhéngt, die man fiir
endlich viele Freiheitsgrade gewahlt hat. Was charakterisiert also thermodynami-
sche Zustande ? Diese Frage wurde von Kubo sowie Martin und Schwinger unter-
sucht. Sie fanden ein Kriterium (KMS-Bedingung) fiir einen thermodynamischen
Zustand, das auch im thermodynamischen Grenzfall anwendbar ist. Zustéinde, die
diese Eigenschaft haben, heiflen KMS—Zustdinde.

In der Quantenfeldtheorie ist diese Bedingung fiir Gebiete zu fordern, die sich gegenseitig
kausal nicht beeinflussen kénnen, d.h. Uz muss auflerhalb des Zukunfts— und Vergangenheitslicht-
kegels von U; liegen.
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Wir beginnen zunichst, die Eigenschaften einer kanonischen Gesamtheit
(zunéchst noch fiir endliches Volumen) in einer Form zu formulieren, die auch
im thermodynamischen Limes gilt. Wir ordnen dazu jeder Observablen zunéchst
eine einparametrige Schar von Observablen zu:

A — A(z) = etz ge—iHz (10.3.1)

Fiir reelle Werte ¢t = z entspricht dies der Zeitentwicklung der Observablen in
der Quantentheorie. Fiir rein imagindre Werte 3 = —iz sind diese Operatoren im
Zusammenhang mit der quantenmechanischen Stérungsrechnung (Abschnitt 7.1.2)
aufgetreten (Gl. (7.1.5).

Fiir einen Gleichgewichtszustand gilt
w(A(z)) = w(4) . (10.3.2)

Wir betrachten nun den Erwartungswert eines Produkts von zwei Observablen,
und zwar definieren wir fiir je zwei Observable A, B die beiden Funktionen:

fas(z) = w(A()B)  wnd  gap(x) = w(BA(z)) . (10.3.3)

Aus der Darstellung von f4p in der kanonischen Gesamtheit
1 . .
fAB(Z) — Zsp (e—ﬁH eZHZA e—’LHZ B)

erkennt man, dass fiir beschréinkte Operatoren A und B diese Funktion analytisch
ist in einem Streifen der Breite § unterhalb der reellen Achse:

fap(z) analytisch fir —f<Imz<O0 . (10.3.4)
Entsprechend gilt fiir die Funktion gap(z):
gap(z) analytisch fir 0<Imz< g . (10.3.5)

Aus der Darstellung von w in einer kanonischen Gesamtheit folgt weiter:

w(A(z)B) = lSp (e_ﬁH etz po—illz B)

Sp (e—ﬁH oPH p e—ﬁHeinAe—in)

BA(z+1ip)) ,

ENI=NI=N

oder
fap(z) = gap(z+iB) . (10.3.6)

Aus dieser Relation zwischen fap und gap, die fiir beliebige beschrinkte Operato-
ren A und B gilt, findet man den Parameter §, der den Zustand w charakterisiert.



10.4 Symmetriebrechung 279

Wir haben damit einige Beziehungen gefunden, die in einer kanonischen Ge-
samtheit, definiert durch den Spurklasseoperator e ## | erfiillt sind. Die wesentliche
Eigenschaft ist jedoch, dass diese Relationen auch im thermodynamischen Limes
erfiillt bleiben und somit einen thermodynamischen Zustand zur Temperatur 1/
beschreiben.

Wir definieren: Ein Zustand w heifit KMS-Zustand zur inversen Temperatur 3,
wenn fiir je zwei beschriinkte, lokale Operatoren A und B die Bedingungen (10.3.2),
(10.3.4) bzw. (10.3.5), sowie (10.3.6) erfiillt sind.

10.4 Symmetriebrechung

Einer der wesentlichen Vorziige und Stérken der algebraischen Formulierung be-
steht darin, dass viele Eigenschaften von Gleichgewichtszusténden auf die Existenz
bzw. Eindeutigkeit von bestimmten Darstellungen der Observablenalgebra und von
Zusténden zuriickgefiihrt werden konnen. Als Beispiel sei hier die algebraische For-
mulierung der Symmetriebrechung angefiihrt.

Wir stellen folgende Frage: Gegeben die Observablenalgebra eines statistischen
Systems, fiir welche Werte von 3 gibt es einen eindeutigen KMS—Zustand ?

Dabei geht es uns weniger um die Frage nach der Existenz eines KMS-
Zustandes?, sondern nach seiner Eindeutigkeit. Fiir endliche Systeme kénnen ther-
modynamische Gleichgewichtszustéinde von vielen Eigenschaften (z.B. Randbedin-
gungen) abhiéngen, die jedoch fiir den thermodynamischen Limes im allgemeinen
keine Rolle spielen. Wir betrachten im folgenden das Beispiel des Ising—Modells fiir
verschwindendes Magnetfeld.

Fiir 8 < (. ist der thermodynamische Zustand eindeutig. Die Symmetrie des
Ising—Modells wird von dem Zustand respektiert, d.h.

w(A{s}) = w(A{=s}) .

Fir 6 > f. gibt es zwei ausgezeichnete, nichtdquivalente thermodynamische Zu-
stdnde, fiir die jedoch die Symmetrie gebrochen ist. Man erhélt sie, indem man fiir
die endlichen Systeme die Randbedingungen vorgibt (s; = +1 oder s; = —1 auf dem
Rand), und fiir die so erhaltenen Zustéinde den thermodynamischen Grenzfall be-
trachtet. Algebraisch sind diese Zustinde dadurch ausgezeichnet, dass sie (in einer
GNS-Konstruktion) reine Zusténde sind. Neben diesen beiden reinen Zustdnden
w4 und w_ entsprechend den beiden Magnetisierungsrichtungen der Ising—Spins
gibt es eine einparametrige Schar von gemischten Zusténden:

we = awy +(1—o)w_ 0<a<l) , (10.4.1)

die alle KMS—Zusténde sind, jedoch keine reinen Zusténde. Unter diesen gemischten
KMS—Zustédnden gibt es einen, der die Symmetrie des Ising—Modells besitzt:

1 n 1
W1/ = T W —W-
/ 29 T 9
2Es lassen sich Systeme konstruieren, fiir die es einen kritischen Werte 8 gibt, die sogenannte
Hagedorn—Temperatur , sodass es fiir 8 < By keinen KMS-Zustand gibt.
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Fiir den allgemeinen Fall konnen wir aus diesem Beispiel folgende Eigenschaften
entnehmen:

e Fiir 3 ausreichend klein existiert im allgemeinen ein eindeutiger KMS—Zu-
stand. Dieser respektiert die Symmetrien des Systems.

e Gibt es Werte fiir 8 mit mehreren verschiedenen KMS—Zusténden, so kénnen
mehrere Phasen nebeneinander existieren. Dies ist z.B. bei Phaseniibergéingen
erster Ordnung der Fall. Die reinen KMS-Zusténde respektieren die Symme-
trie des Systems nicht, aber es gibt einen gemischten KMS—-Zustand, der die
Symmetrie des Systems besitzt.

e Andert sich bei einem bestimmten Wert von 3 die Menge der KMS—Zustéinde,
so gibt es dort einen Phaseniibergang hoherer Ordnung, oft verbunden mit
einer spontanen Symmetriebrechung.
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